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Als ich im Jahre 1876 die erste Auflage dieses Buches den Berufs- 
genossen übergab, unternahm ich es, auf eine den praktischen Bedürf- 
nissen entsprechende Behandlung der trigonometrischen und polygono- 
metrischen Punktbestimmungen in der Landmessung hinzuwirken. Hierbei 
war das Bestreben zugleich daraufgerichtet, solchen Arten der Verteilung 
der unvermeidlichen Messungsfehler Eingang zu verschaffen, die, auch 
wenn sie in ihrer Wirkung die Methode der kleinsten Quadrate nicht 
erreichen, doch für die Praxis genügend erscheinen konnten. Diese 
Methode selbst wurde bis dahin für die gewöhnlichen Aufgaben der Land- 
messung als entbehrlich angesehen, und dieser Anschauung Rechnung 
tragend, konnte ich sie nur vorsichtig in besonders geeigneten Fällen 
zur Anwendung empfehlen. 

Das ist seitdem wesentlich anders geworden. In Verbindung mit 
einer andauernden Steigerung des Wertes des Grundbesitzes, des Gegen- 
standes der Vermessungen, ist mehr und mehr die Auffassung zur Geltung 
gekommen, dafs es im allgemeinen wirtschaftlich richtiger ist, die Land- 
messungen technisch möglichst vollkommen auszuführen und sie zugleich 
für spätere weitere Verwendungen nutzbar zu machen, als lediglich die 
augenblicklich vorliegenden Bedürfnisse notdürftig zu erfüllen und im 
Bedarfsfalle die Messungen später zu wiederholen. In Würdigung dessen 
haben in Preufsen die von mir unter Mitwirkung hochverdienter Kataster- 
beamten, des Katasterinspektors, jetzigen Geheimen Regierungsrats 
Herrn H. Meyer in Berlin und des Herrn Professors Otto Koll, jetzigen 
Geheimen Oberfinanzrats und vortragenden Rates im Finanzministerium 
in Berlin, bearbeiteten Katasteranweisungen VIII und IX vom 25. Ok- 
tober 1881 die Anforderungen an die Ausfuhrung der Vermessungen 
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gegen früher wesentlich gesteigert, und durch die Landmesserprüfungs- 
ordnung vom 4. September 1882 ist eine gründlichere und umfassendere 
Fachbildung der Vermessungsbeamten eingeleitet worden. Jene An- 
weisungen, die auch für die Vermessungen der landwirtschaftlichen und 
anderen Verwaltungen als mafsgebend vorgeschrieben worden sind, 
bringen die Methode der kleinsten Quadrate schon regelmässig zur An- 
wendung, und der angehende Landmesser wird mit ihr durch die an- 
geordneten Studien an den hierfür besonders eingerichteten, segensreich 
wirkenden landwirtschaftlichen Hochschulen in Berlin und Bonn bekannt 
gemacht. 

Nach diesen Vorgängen hatte die im Jahre 1893 erschienene zweite 
Auflage dieses Buches eine wesentlich erweiterte Aufgabe zu erfüllen. 
Nicht allein hatte sie das, was die Anweisungen VIII und IX in dem 
Rahmen amtlicher Vorschriften nur kurz anordnen konnten, in technischer 
Beziehung sowohl dem Verständnis des Anfängers, wie des in der Praxis 
stehenden, ausübenden Landmessers näher zu bringen, sondern sie hatte 
auch die weitere Ausbildung des Vermessungsverfahrens, wie es sich 
auf der Grundlage der Anweisungen entwickelt hatte und noch fortgesetzt 
entwickelt, mit in ihren Bereich zu ziehen. Wie in gewisser Beziehung 
die Anweisungen VIII und IX auf der ersten Auflage dieses Buches 
weiter gebaut haben, so bildete die zweite Auflage wieder die Fortsetzung 
und Ergänzung dieser Anweisungen. 

Wenn nach dem Gesagten die Methode der kleinsten Quadrate, 
um darnach die unvermeidlichen Messungsfehler zu verteilen, in der 
Landmessung mehr und mehr in den Vordergrund getreten ist, so bleiben 
doch immer noch überaus zahlreiche Fälle übrig, in denen ihre Anwendung 
zwecklos wäre. Aber auch in diesen Fällen ist eine gute Fehlerverteilung 
meistens von erheblicher Bedeutung, da sonst unter ungünstigen Be- 
dingungen so erhebliche Häufungen der unvermeidlichen Messungsfehler 
entstehen können, dafs die Schlufsergebnisse, wie jeder Sachkundige oft 
zu sehen Gelegenheit hat, an Güte der auf die Ausführung der Messungen 
selbst verwendeten Sorgfalt nicht entsprechen. Es mufste daher eine 
Hauptaufgabe der zweiten Auflage dieses Buches bleiben, neben der 
Methode der kleinsten Quadrate andere einfachere Arten der Fehler- 
verteilung ebenfalls eingehend zu behandeln. 

Nunmehr ist auch die Veranstaltung der vorliegenden dritten Auf- 
lage notwendig geworden. Sie hat sich, indem sie in der Hauptsache 
die zweite Auf läge wiedergibt, auf solche Abänderungen und Ergänzungen 
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beschränken können, deren Berücksichtigung sich durch die Praxis als 
wünschenswert erwiesen hat. 

Die allgemeinen Gesichtspunkte, von denen ich bei der Bearbeitung 
der ersten beiden Auflagen ausgegangen war, sind auch für die dritte 
Auflage mafsgebend geblieben. Ich kann daher das, was ich hierüber 
in den Vorworten der früheren Auflagen gesagt habe, mit einigen Er- 
weiterungen hier nur wiederholen. 

Die Lehrbücher über Landmessung pflegen den trigonometrischen, 
polygonometrischen und verwandten Rechnungen keinen gröfseren Raum 
zu widmen, als notwendig ist, um die Methode in ihren Hauptzügien 
darzulegen. Ist der Landmesser den vielgestalteten Fällen der Praxis 
gegenüber gestellt, so sieht er sich in jenen Lehrbüchern oft vergeblich 
nach Belehrung um , er bleibt in vielen Dingen auf die eigene Erfahrung 
als Lehrmeisterin und auf das angewiesen, was er im Verkehr mit Be- 
rufsgenossen lernt. Dieser Weg ist ein langwieriger; erst nach vielen 
Mühen und nachdem er manche Arbeit ausgeführt hat, die den zu 
stellenden Anforderimgen nur notdürftig genügt, gelangt der Landmesser 
zu mehr oder minder vollständiger Beherrschung dieses Teils seiner 
Berufsaufgaben. 

Das Buch ist, wie angedeutet, für den praktischen Landmesser, nicht 
für den Mann der Wissenschaft geschrieben, und dies wird in manchen 
Punkten die Art und Weise der Behandlung des Stoffs rechtfertigen. 
Ohne die Lehren der Wissenschaft zu vernachlässigen, hat das Buch 
auf seinem Sondergebiete wesentliche Bedürfnisse der Praxis zu erfüllen, 
indem eS die für die Ordnung des Messungsverfahrens unerläfslichen 
amtlichen Ausfuhrungsanweisungen eingehend berücksichtigt. Durch 
solche Anweisungen pflegt der Zweck der Vermessung umgrenzt und 
das Messungsverfahren so geregelt zu werden, dafs die Erreichung des 
beabsichtigten Endziels gesichert wird. Das Messungsverfahren wird 
wesentlich durch den Grad der Genauigkeit mitbedingt, der den Er- 
gebnissen der Messung beiwohnen soll. Mit dem Genauigkeitsgrade 
pflegen die Kosten der Vermessung zu wachsen, und diese sind aus 
wirtschaftlichen Gründen in den durch den Zweck der Vermessung und 
die verfügbaren Geldmittel gebotenen Grenzen zu halten. An sich wird 
der Landmesser stets bemüht sein müssen, seine Messungen sorgfältig 
mit tunlichster Schärfe und so auszufuhren, dafs er sich zugleich durch 
überschüssige Bestimmungen gegen schädliche Anhäufungen unvermeid- 
licher Ungenauigkeiten und gegen Irrtümer schützt. Allein in beiden 
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Beziehungen müssen Übertreibungen vermieden werden. Wie der not- 
wendige Grad der Genauigkeit einerseits innegehalten werden mufs, so 
darf er anderseits auch nicht zwecklos überschritten werden, wenn da- 
durch der Zeit- und Kostenaufwand unnötig gesteigert wird. In manchen 
Fällen ist es möglich, Messungen und die zugehörigen Rechnungen auf 
verschiedenen Wegen auszufuhren, ohne dafs der eine Weg an sich 
einen Vorzug vor dem anderen verdient Gleichwohl können Verwaltungs- 
rücksichten es zweckmäfsig erscheinen lassen, den ausführenden Land- 
messer in der freien Wahl des Weges zu beschränken. Auch Anordnungen, 
die bis zu einem gewissen Grade die äufsere und innere Gleichförmigkeit 
der Arbeiten sichern, pflegen für den Endzweck der Vermessung unent- 
behrlich zu sein. Wer in einem gröfseren Vermessungsbetriebe tätig ist, 
mufs sich als Glied eines Ganzen betrachten und sich gegenwärtig halten, 
dafs seine Arbeit sich dem Ganzen einfugen mufs. 

Es darf niemals vergessen werden, dafs Vermessungen, um die es 
sich hier handelt, nicht um ihrer selbst willen , sondern zur Befriedigung 
bestimmter praktischer Bedürfnisse auszufuhren sind. Wer dies unbe- 
achtet läfst, indem er über den Zweck der Vermessung hinaus unnötig 
Arbeit und Kosten aufwendet, wird das Ansehen des Vermessungs- 
betriebes schädigen. 

Die Preufsischen Katasteranweisungen VIII und IX enthalten nichts, 
was nicht in umfangreicher Anwendung als vorzugsweise brauchbar und 
als das bessere erprobt worden ist. Wo sie andere Wege ausschliefsen, 
ist solches durch die gesammelten Erfahrungen veranlafst worden. 

Das Streben, das Verständnis der Preufsischen Katasteranweisungen 
zu fördern, ihre Ziele zu erläutern und die Mittel und Wege zur Er- 
reichung dieser Ziele dem praktischen Landmesser deutlich vor Augen 
zu fuhren, hat dem vorliegenden, aus jahrelanger Beschäftigung mit 
trigonometrischen und polygonometrischen Rechnungen hervorgegangenen 
Buche sein Gepräge gegeben. 

Mit solchen trigonometrischen Rechnungen , bei denen die Krümmung 
der Erdoberfläche in Betracht kommt, hat der Landmesser sich in der 
Regel nicht zu beschäftigen. Dennoch kann er deren Kenntnis nicht 
ganz entbehren, da sie bei ausgedehnten Landesvermessungen die Grund- 
lage bilden, worauf er weiter zu arbeiten hat. Hier und da wird er 
auch tatsächlich in die Lage kommen, diese Rechnungen anwenden zu 
müssen, sei es, um die für seine Arbeiten gelieferten Unterlagen aus 
dem trigonometrischen Netze der höheren Ordnungen zu ergänzen, sei 
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CS, um daraus das herzuleiten, was er für seine Zwecke gebraucht 
Auch diesen Rechnungen mufste deshalb, wenngleich in abgekürzter 
Gestalt, ein Platz in dem Buche angewiesen werden. Die hierauf be- 
züglichen, im II. TeUe enthaltenen Hülfstafeln sind, da sie doch einmal 
gegeben wurden, ausführlicher eingerichtet, als für den angedeuteten 
Zweck allein notwendig gewesen wäre. Sie werden aber, wie ich hoffe, 
in der gegebenen Einrichtung auch für weiter gehende Zwecke manchem 
willkommen sein. 

Da das Buch seinem Plane nach sich auf die trigonometrischen, 
polygonometrischen und verwandten Rechnungen beschränkt, so war 
das Messungs verfahren, überhaupt die Art und Weise, wie die Unter- 
lagen der Rechnungen gewonnen werden, nur insoweit mit aufzunehmen, 
als zum Verständnis der Rechnung oder aus sonstigen besonderen 
Gründen zweckmäfsig erschien. 

Die wissenschaftliche Entwickelung der mathematischen Formeln 
hatte schon in der zweiten Auflage in etwas weiterem Umfange, als in 
der ersten Auflage geschehen, Aufnahme gefunden. Wo die Formel- 
entwickelung auch jetzt noch weggelassen ist, war dies durch den her- 
vorragend praktischen Zweck des Buchs bedingt. Hierfür ist eine 
übersichtliche Zusammenstellung der bei der Rechnung wirklich anzu- 
wendenden Formeln erfahrungsmäfsig von ganz besonderer Wichtigkeit, 
da es für den praktischen Landmesser oft abschreckend wirkt, wenn 
er wissenschaftlichen Erörterungen gegenüber gestellt ist, aus denen er 
das für seinen Zweck Erforderliche erst mehr oder minder mühsam 
zusammensuchen mufs. Wer die Entwickelung der Formeln, wo sie 
nicht gegeben ist, eingehend kennen zu lernen wünscht, kann in der 
angegebenen Literatur das Nähere nachschlagen. 

Dagegen ist besonderer Wert gelegt auf die Erläuterung durch 
möglichst vielseitige und ausführliche Rechenbeispiele. Nach meinen 
Erfahrungen ist dieses das wichtigste Mittel, um volles Verständnis zu 
erzielen. 

Die Rechnungen werden in ihrer Ausführung wesentlich erleichtert 
durch zweckmäfsig eingerichtete Rechen formulare, worin die Formel- 
bezeichnungen u. s. w. vorgedruckt sind. Ein gutes Formular mufs unter 
möglichster Beschränkung des Schreibwerks den Lauf der Rechnung so 
regeln, dafs sie im wesentlichen mechanisch vollzogen werden kann. 
Bei dem erheblichen Umfange, den die Rechnungen in der Praxis oft 
erreichen, läfst sich hierdurch eine namhafte Ersparnis an Zeit und 
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Kosten erzielen. Auch hierauf war daher das Augenmerk zu richten. 
Dabei sind, soweit in den Anweisungen VIII und IX bereits Rechen- 
formulare vorgeschrieben und der allgemeinen Benutzung zugänglich 
gemacht sind, diese möglichst beibehalten. 

Schliefslich habe ich unter Beifügung meines aufrichtigsten Dankes 
auch hier hervorzuheben, dafs mir Herr Geheime Oberfinanzrat Professor 
Otto Koll, wie bei der Bearbeitung der Anweisungen VIII und IX, so 
auch bei der Bearbeitung der zweiten Auflage mit Rat und Tat zur 
Seite gestanden hat. Der Abschnitt IV und das Kap. 7 des Abschnitts VI 
sind aus seiner Feder geflossen. 

Will man die Rechenmaschine auf die trigonometrischen und poly- 
gonometrischen Arbeiten der Landmessung anwenden, so kommt die 
Benutzung der Logarithmen in Wegfall. Infolgedessen müssen die 
Rechnungen anders angeordnet und die Rechenformulare entsprechend 
umgestaltet werden. Wie dies in zweckmäfsiger Weise vollzogen wird, 
hat Herr Geheime Oberfinanzrat Otto Koll in seiner besonderen Schrift 
„Geodätische Rechnungen mittels der Rechenmaschine"*) gezeigt. Im vor- 
liegenden Buche mufste das Maschinenrechnen unberücksichtigt bleiben, 
da die Vorbedingungen für seine Anwendung in zahlreichen Fällen nicht 
vorhanden sind und seine Aufnahme den ohnehin schon grofsen Umfang 
des Buches vermehrt, auch dessen Hauptzwecke beeinträchtigt haben 
würde. 

Berlin 1906. 

Dr. Gaufs. 



*) Halle a. S. 1903 bei Eugen Strien. 
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1 

ABSCHNITT I. 

TRIGONOMETRISCHE FORMELN. 


Kap. I. 


Goniomatrie. 
§1. 


Funktion. 


Quadrant 


( z) 

(3) 
(4) 
(5) 
(6) 


«•«(-0)« — JÄI«. 

4f(-«) = -4f«. 

tf4f(-o)« — <:<f«. 
f0X/f ( - 0) =a ^ cosec a. 


I 


11 


m 


IV 


sAt 
cos 

sec 

cosec 

sinvers 

cosvers 


+ 
+ 


4- 
4- 
+ 


4- 
4- 


4- 

4- 
4- 


(7) 
(8) 
(9) 

(10) 


«« «*4-tfMa'= I. 

seco? — tga'==i. 
cosec Ä* — r(f «* = I. 
sinvers a-\'Cosa^i, 
cosvers a + ^ cc «=» i. 


(ii) xxh ac<ij^f « » I. 

(13) cosaseca^t, 

(14) <fa<:/^«=i. 


(15) 


— t 




_ tga ^ 


1 1 cosa 


^i — cosa* 


^ %sink«eos\. 


^14-/^0^ 1 


fi-hctga^ coseca " * " rf^« 
ZCtgitt z 


'^tsin(in-i^iay^i=^i^zsihiin^iar^]ZTll''''iZ' 


(i6) 


— V 






cosa = 

ctga I ^ jma 
^i-^ctga^ ^^ca * tgtc 


i^xm«* 


sr — 


•A 


V 

^cosi€^ — smia^ 


t + tgcf 1 


_,ctgia^tgla 




^t^ka-^tgia"^^ tg(in + ia) + ctir(in + iu) -^-^4- i i«;-U'. -.• | 



Digitized by 



Google 



Trig. Formeln. 



(17) tga 



sma Vi — cos a* 1/ 1 — cof? sm a t 



a 



(lg) ctga^ 

Yt^sMi 



sMa' cos ]/ i — im? <W i 

I ff Kl — tfw •' ' i — cosa* sm a tgo. 



smt 



4f«« + W-/^««-*«) 



(19) ,^«-_--- Wi 4-<ftt'. 

cos a ' 

( 10 I cosec m =« — : « l/i + ctp-a*. 



(11) stma^^zsmttcosu^sa' 2 -a S- 



I 4- <f ff * I -f- ^<^ ff* ^ a -H tf<r ff 

» -H<f(Jii-ffr" 

/ \ « - « * m C*^ ff* — I I — <f ff* 
( 21 ) tf^l Iff «■ TAX ff' — Xm «» =r I — . 2 JIMff' =» 2CW ff* - I a= -= = =« -^ i 

ti(fff*H-i H-4f« 
Ctg 9 — tga 2 

*" c/^ ff + (^ ff ^ <f(J'» -l-«) + rf^(in-l-a) 
as 2 coj( Jn + ff) car(|n — ff). 



(23) <r2ff» 



I — /^ ff* ir^f o* — I ctg a — tg a 



(*4) fig 



I — 4f a* rr^ ff' — l ctg a " tga 

2 ff s^ ' ^= " ■■ ^= ■ ^s 



2 



2 



2/^0 2 <:<^ a 2 tg{i n 4- a) — /^( J 11 — ff) 



- ^ 1^1 4- n» ff — 1^1 — sin a l/l — tw a 
(25) JMftff« ; r^Y 



2 2 



. ^ . , Vi 4 jm ff 4- F'i — «« ff l/i 4-^öj ff 

(26) ci>jtff=« =»r — i — 



- . ^ , xwi ff t "cosa 1/1 — 

(17) <g-i«- ,^.... ::wr-='rr- 



cos a 



I 4- COJ ff ««ff ' I -t- f AT ff 

(28) rtr^*ff=* 



4- cöx ff stn a j/i 4- ^öj « 



stf» ff I — cos ff ' I — cos ff 
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(19) sp^in^cosin^iV^^^^yi.. 

(30) «r^ir— tf<fjn — I. 



(31) 



(3*) 



coj a -4- xm a «if a (i + c^f «) 
IWi (} « + ai == ^W U « — «) =* -^ 7= « ^-7= — = — ■^. 



t/ i + JW 2g ggf « (i + 4f g) 
tm {in - «} OB ^9/ (|ff -). aj » -= — -= 



1/ 1 — jm gg jm « (i — g^f tt) 



(3$) <fÖ«+«)-«5rÖ»-«)-^ — ^-^^Ti — STT-r; — sri^' 

X — ^ g cw g — ' stn g I — ffn 2 g 



x-4-fm2g tf0j2o 



gtfi^a X— jm2g cas%a 



•ht£r^9. 



i \ A tr \ A IX .1 X — /^g COS a — Stn a i/i— JW2g 

^ '^ ' • ^* / • \* / I _|. /^ a cos tt-i- stn a ' i -^ stmtt 



1 — stnza cosxa 



cas%a i + jwxa cm 2g 



(f 2«. 



(35) «är(«-<«)-^^- 



(36) 

(37) 
(3») 
(39) 



«•(1« + *«) — «wo» -*•)—(' j — — =— = 



»««-I«) — «»«>« + *«)— K — :p= 



<f Ö» + i«) - c^in - 1«) . 



1 + tma eota 



' V _ CM 



stn9 



1 — sma ' X — stna 



- /« . \ ^ fw . t -k t — smti cosa l/i — «wg 

<rtt»-*«)-«<f««+i-) —„ T+lSTa-rrnün' 



(40) i4"iw»«« (xm ig H- c« ig)' «= 2 xm (J w -f- i«)* *= a cai (Jw — ig)*. 

(41) I — jwig«B (jm ig — cos ig)* B> 2 g0f (i/i + ig)* «am (Jn — ig)*. 

(42) I +g0f ««■2garig*«B«mgtf/^ig. 

C43) X — gMgaB2iMig*ss jsiig(f ig. 



«»(i» + «)v- y^i-f-««2g 

(44) S^-^f^ges i2 i K2 -s . 

, . ^ jm(i7i — a),/— Vi — jm 2 o 

(45) 1 — /^f«-» — ^Va= 



cosa 
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(46) 
(47) 






««(lif — a),/- 
xma ' 



^z — xwila 



( 49 ) z — jm fta B (jiVi ff — coj a)' B 2 cdj ((n 4- «)* » 2 im (}« — a)^ 

( 50 ) I + fox 2a as 2 r^i a' SS im la c^f a. 

( 51 ) I — r0j aa SS 2 im a' «a jiVi 2« 4f «. 



.( 52 ) I — im «• « tfoi «•. 

( 53 ) I — föi «' « ii'» o*. 

(54) x~2ima'sr cotX9. 

( 55 ) X — 2fW tt* «« — tfM 2a. 



(56) H-^fo*-— ^ 

( 57 ) I — *^ a' « 2 /^ « f(f 20 «= 

( 58 ) X — ^iW ^ictga ig\a «» 

(59) « + ^'^«'---:r:7- 



^01 2a 

COSüf 

cosa 



( 60 ) z — c/^ a' SS -. 2 c(f « ci^ 2a a* 



CAr2a 



( 6z ) z — ctgia' »■ — 2 r^f a c/^ i« = :^ 



imla' 



(62) sm{a ^ ß) ^^ sin a cos ß '\' cos a sin p. 

(63) sin{a '^ ß) ^ sin u cos ß " cos a sm ß, 
( 64 ) C0i(a + p) 9» cos u cos ß ^ sin a sin ß, 
(65) tfw(« — ß) ssg cos a cos ß -^ sin a sin ß. 



(66) 4f(aH-rt' 

(67) /^(a-/f). 

(68) ^<f(a + rt = 

(69) ctg{a-^ß): 



' \-tg^tgß' 

ctg actgß—1 
ctg a-^- ctg ß 

ctg actgß^-i 
ctgß ^ ctg a ' 



( 70 ) im a + im /f c« 2imi(a H- /J) ci»ii(a — ß). 
( 7z ) im a^ sinß^aB zcosl{a ■+■ ß) im|(a — ß), 
( 72 ) C01 a + ^w /J = 2tföii(a 4- ^) C0ii(a — ß). 

(73) cosa^ cos ß =^ ^2sini{a -^ ß)sini{a — /»). 
=s 2imi(o 4- ß) sinifß — a). 

( 74 ) sina'h cos ß 

= %sini{a^ß-^in)cosi{a+ß — iny 

( 75 ) sina — cos ß 

«2Wi§(a — ^-hiTi)imi(aH-i»-in). 



(76) tga-{-tgß: 

(77) tga-^tgß* 

(78) ctga^ctgß^ 

(79) ctgu^ctgß: 

(80) 4f«H-itf/J* 
(8z) tga-ctgß'. 



sin{a'^ß) 
cos a cos ß 
sm (a — ß) 
cos a cos ß 

stn{a-i-ß) 

stnusinß 
sin(a — ß) 
stnasmß 

sin(ß — a) 

sina sin ß 

cos(a — ß) 

cosasinß 
cos{a-^fl) 
cos a sin ß 
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(S3) 

(84) 
(85) 



*m(o + ß) + tut{tt — ß) =zsmacosß. 
sin(a + ß) — sm{a — ß)^=%eosasmß. 

eot{a + ß) + eos{a — ß) ^zeesaeotß. 
cos [a + ß) — eos{a — ß)s= — zsmasmß. 



(86) eo*pHn{a + ß) — sät ßeos(a + ß) aa tönt. 



(87) eas ß eos {a + ß) + sin ß sin (a + ß)mM cot tt. 



(M) »(« + /')-<f/» ^.^^ 



(90) 
(90 
(9») 

(93) 
(94) 
(95) 



cosa + c^ß -»*(—/»). 

xma + w»/? 
ma-* sinß 



XM 0t "■* XM p 

ecsa—'Cosß 

sm9-hsmß 
coia^cosß 



-«5f««H-/»J- 



•-*«ri{«-Ä. 



cos a— cos ß 



(«6) ^(«-H^) 3^ J^(g-h/y) 

^^ ' sma — smß süii{a — /J) 

(97) ^(«-/>) ^ xm|(a-/>) 

(9S) ^ ("+•/>) ^ ^^H<t-H^) 

( qg ) ^(''-ß) ^ g<>Ji(« - ß) 

^^^ ' tma— rinß cosi(a + ß) 



(100) 
(lOl) 

(loa) 
(103) 

(I04) 
(105) 
(io6) 



i^u + t^ß _ ct^a+ctgß _ sin{a + ß) 
tgU'-tgß ctgß-^ctga sin(u^ß) 

cjgrjr^ igß _ cos {tt^ß) 



ctg ff — tgß 

tgd-^tgß ^ 
ctg a-^- ctg ß 

tgjj-^ctgß 



ctg a + tgß 

ctga-^ctgß 
ctg •" tgß 

ctga + tgß 
ctgß^ctga 



' cos[a^ß)* :;; 

ctgß-ctgu «^«'^P. 
ctgß^tga 

iTiäTff^iirM *g^''*gP* 



' ctga^tgß' 
-ctgßtg{u-hß). 
-tgatg(a^ß). 
^ctgßtg(a^ß\. 



( T07 ) JÄi a* — jm tf* « «j ^^ - tfof tt* « jiJi (o -h ^) Jw» (a — /J). 

( 108 ) cöj «* - «j ü« a. jm /}* — «» tt* -« jdi(a 4- tf) w« (/J — a). 

(109) cosa* - smß'^cosß' - fiif «* — tfw (« 4- /8) coj (« — ^). 



( 110) jma^-h xm^sa i - eos {a -^ ß) cos {a - ^). 

( III) cos a' -k- cos ß^ ^ i -^ cos(a ^ ß)cos{m-^ ßy 

{ IIa) tfwa* 4- Jm/J*^ i - «>t (« + i») xm (« — ^). 
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Wenn a -^ ß -¥- y ^ n, so ist: 

(113) sfn a -^ sin ß -^ sin Y ^ 4 cosia ecs^ß cosiy. 

(114) sin a -♦- sin ^ — xrn y «s 4 sin f a sin \ß cos^y, 
(11$) sin la -h sim ß -h sim y *^ 4 sin a sin ß sin y, 

(116) sin %a -h sim ß ^ sim y ^ 4 cos a cos ß sin y. 

(117) sina' -k- sin ß' -h sin y' ^ i -h % cos a cos ß cos y. 
(1x8) sin a' -^ sin ß' -^ sin y* ■« 1 sin a sift fl cos y. 
(119) cos a -h cos ß -^ cos y » i -h Afin k<» j'" iß •"'« iy* 

( 110 ) Costa -h cos tfl -^ cos %y^=s — {i -^ 4 cos a cos ß cos y], 

( III ) t^a-k-tgß.-k-tgy^t^atgßtgy, 

( 111 ) Igin tg\ß 4- tgka tgky + t^iß tgiy « i. 

( 113 ) ctg ttctg ß -h ctg octgy-h ctg ßctgy SB i, 

( XI4 ) ctgia -h ctg iß -k- ctg ty = ctgia Ctg^ß ctg\y. 



Goniometrische Gleichungen. 



Auflösungen. 



( 115 ) • a sinx -^ bcos X ^ c. 

Wie die Quadratwurzel in der 
1. Auflösung, so ist auch Ä,(^^x\ 
Inder I.Auflösung zweideutig. Wenn 

xm(9-f-JP) l^l^^ Ist, kann ^p-^x 

, , . I wie im II /-v j 
sowohl im jjj ^.^ .^ jy Quadranten 

genommen werden. 



,,,-_. 



jm(9-h *)=■ 



c cos ^ 



Wenn (^ ^ x) nahe an In oder in, erhalt 
man x genauer nach der Formel: 



IgtX j— - 



a±ya* -^b' ^c^ 
b-hc. 



( 116 ) sin (x 4* a) >■ a sin (x -»- ß\ 
( 117 ) cw (x + «) » a coj i^-h /J). 
( 118 ) sin(x'^a)^acos(x-\'ß). 
( 1 19 ) cos (x -\- 9t)ss Q sin\x -^ ß). 

(130) tg(x-ha) = atg{x^ß). 

(131) f/^(*-h«) = flf^^(*-l-/J). 
(131) tg(x-^a)^actg(x-^ß). 
(133) ^<^(*4-«)==fl/'^(x-hiJ). 









— (fi(«-/J+tn). 



o + I 
jw (1 jr 4. o -h /J) = ^ jm {a — ^). 

«w (1* 4- a -h /J) = - sin (a — ß). 

a — I 

ü — i 

f w (i * 4- a 4- tf) = CöJ (o — ä). 

fl 4- I 

rw {1 jp 4- a 4- /5) = ■ "" <rw (a — ß). 



Die A A(i* 4- « 4- ^) in der Auflösung von (130)^8(133) sind zweideutig. Wenn 
sinltx 4- « + /» ^^^^^y^ ist. kann 1* 4- a 4- /J sowohl im jjj ^|^ |^ j^^ Quadranten, und 

wenn'cwdx 4- « 4. ^) ^^^^j^ ist, kann %x -^ a -h ß sowohl im jj ^!^ 1™ JJJ Quadranten 
genommen wetden. 
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Ebene Dreiecke. 



Kap. 2. Die ebenen Dreiecke. 

§2. 

Bezeichnungen: 

a, b, c die drei Seiten des Dreiecks; 

«, /?, y die ihnen beziehentlich gegenüberliegenden Winkel; 

ha% A^t Ac die Höhen auf den Seiten a, b^ c\ 

Pab, pac die Projektion der Seite a auf den Seiten ^, r; 

/*Ä. /*f M „ „ „ i „ „ „ a, f; 

pca^ pcb ., ,, „ „ e „ „ „ a, b\ 

r der Radius des dem Dreiecke eingeschriebenen Kreises; 

R der Radius des umgeschriebenen Kreises; 

F die Fläche des Dreiecks; 

a-irb-^c 
sz= die halbe Summe der Seiten des Dreiecks; 



Sa- 



sd = s " b; 



Fig. .. 



(3) 
(4) 
(5) 

(6) 
(II) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 
(x6) 

(17) 
(18) 



1. Das rechtwinklige ebene Dreieclc 



(I) 



c 



SifLß ae . 



«^ 4- *' = f*. (Pythagoreischer Lehrsatz.) 
(7) 



COS ß SB — . 



<ra = -. 



(8) 


tgß 


(9) 


tff(\n + o) 


(10) 


'i- «« + /') 



- c sin u ^ c COS ß ^ b t^ tt ^ b Ctg ß =r^ Vc' — b' 
• c sin ß 



b -ha 
a - b* 



■ V{c -4- *) (<: - b). 



• c cos i 
b 



atgß'. 

a 



actga^yd'^a*^ }l(c H- a) (^ - a). 



sm 0t 



cos ß sin ß 



= Ma' -h *'. 



/a£ : a SB a : r. 
/^f : ^ »SS d ; c. 
Pac : hc ssi hc: pbc» 

ha^b. 



(19) A.: 



a* a y(c 4> g) (r - a) 6 ^/(f -f- d) (<r -^ 3) 



K/>«ir/*0 



^ss asin ß^b sina^as acos a SB cos ßv=^ 



c sin iß c sin la 
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Trig. Formeln. 



(*0) püb^pba^O. 
(11) pca-^a. 
( aa ) pcb «= tf. 

(»3) ^«- j^acosß. 


1 

1 
1 

i 


(»6) Z'-^- J r(r4-a)(r-fl)- 


"^x°^a'^a"a* 1 
acsinß bcsina aecosa _bccosß \ 


a a a 
c* nnncosa c* smßcos ß 


* 


a a 4 4 

Im abrigen wird tuf die allgemeinen Fonneln fUr das tcliiefwinklige ebene Dreieck 
▼erwiesen. 


Fig.a. 

^K 2. Das gleichseitige ebene Dreiecic 


— a 0,866 oas 404. •) 

(*9) ^- = {- 
(30) /^«(Ij'l^ 


(30 r-|l^ 

—«0,188675135.*) 

(,z, ^.^. 

««0,577 350 »69. ••) 

a 


« a' 1^0,1875- 

•=«* 0.433 Ol» 70a. ••). 

a 


awif» 


•) ici 0,866 095 404 = 9. 937 530 63a. 
••) lo£ 0,433 Ol a 709 = 9. 636 500 636. 


•) hf orsss 67s «35 = 9. 460 409 377. 

•*) ^l o#577 350 «69 = 9- 76« 439 373» 


^' 3. Dm gleichschenk 

(34) a^sss%b'(i - cosa), 

(35) assi6f0j/9»2dji>f|a. 

f 16 ) 5 ^ ^ • 


lige ebene Dreleclc 

(37) sinia=^cosß^ ^. 


,38, cr,i.^y^^'^^-''^f*'J u 
(39) cosß=^smitt = -^. 


,„, „.^.yiEi. 


^ ^^ ' " %sinia a coj /5 
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(41) 
U») 


., i f 




Ä* = ^K(**)*- a^ — awf/J = *wa = — . 


(43) 
(44) 






(45) 


lA* e^ aP ■ - 


2^ 2* 


(46) 




(47) 


^^ a b ^ab' 


zsina zsinB ^P 


(48) 




4 ^ ' 2 a 






Im ttbrigen wird auf die allgemeinen Formeln für das «cbiefwinklige ebene Dreieck 1 


verwiesen. 1 


1 


''' ' 4. Das schiefwinklige ebene Dreiecic. 


7 


N^ (49) a + *><r, b + Oa, c-^^a^b. 


/r , 


1 ^ (50) a + ß + Y^n 


(50 


a b c a b e 


sinn sinß siny «»(/J + y) J«» (« + y) nn{a-^ ß) 


(5») 
(SJ) 
(54) 


a?r:=:^b^-\-i^^%cpbc^b^ -^c^ — ^beeosa. 
i^ « tf* 4- c* — %apea ^a^ + t^ — zaccasß, 
<r* = tf * 4- ^ — 2 */«3 = a' + ** — 2 a * cox y. 


stumpi 
womit 


(Venn der a (Formel 52), b (53), <: (54) gegenüber liegende Winkel «, oder /f, y 
' ist, fWt pbct besw. /m« ^o^ aufserhalb des Dreiecks and ist negativ zu nehmen» 
dann der betreffende Ausdruck xcpbc, %apca, %bpab positiv wird. 


(55) 
(56) 
(57) 


a^bcosy-i-ccos ß. 
b^ ccosa -{-acosy, 
c *=* a cos ß -{- b cos a. 


(58) 

(59) 
(60) 


{a-{'b)smiy^c cosi {a — ß). 
(b + c) smia = a ccs^{ß — y). 
(c + a) smiß « b cosi{y — 0). 


(61) 
(6*) 
(63) 


(a - b) cosiy = <: ««!(« - ^). 
(* — c) cos\a = a wiiO» — y). 
(tf — a) cosiß «= * «■» |(y — a). 


(64) 
(65) 
(66) 


(« + *)-.(«-^)='^^i(«4-/J):4ff(a-./>). 
(6 4- c) : (* - c) = /^ i (iS 4- y ) : (r i (/> - y). 
(c + a):(c-a) = r^i(y + a):<fi(y-«). 
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Trig. Formeln. 



(67) 
(68) 
(69) 



a +^' 



a + c — * 

f,^ c " a 
a-^-b -\- c 






(70) 



g*--^* ^ sinim-f) 



smy 



(71) -JF-- ^ 

o^ am ff. 






^a. 



p sei ein beliebiger Punkt, dann findet die Glelchiing statt: 
( 73 ) a,ötc, = agögCM. (Lehrsatz des Ceva.) 



wX 57 



Pig 6. 



Bexeichnen U, h, ic die Mittellinien (Schwerlinien) des Dreiecks, 
d. h. die Verbindungslinien dei Mitten der Seiten a, b, c mit den gegen- 
überliegenden Ecken, so ist: 

(74) a'4-*^ = ic'^.a<,^ 

(75) *' + f'«ia»-hi/4i'. 

(76) f'H-a'^iy-f-ar*'. 

Die drei Mittellinien schneiden sich in einem Punkte und dies ist der Schwerpunkt 
des Dreiecks. Die sechs Dreiecke, in welche das Dreieck durch seine Mittellinien zerlegt 
wird, sind einander gleich 




Fig. 7. 




Die drei Linien, welche die Winkel eines Dreiecks halbieren, schneiden 
sich in einem Punkte, und dies ist der Mittelpunkt des dem Dreiecke 
eingeschriebenen Kreises, dessen Radius 



(77) 



,-^.j/- 



JÖSc 



stnjßsmjy 



sinia sin\y 



sin^asin^ß 



stni(9 -h y) Xf>»|(o -h ß) 

Werden die Halbieningslinien , bis zu den Gegenseiten verlängert, mit w«, «^, wc be- 
Fig. 8. zeichnet, so ist: 

^^' ' (78) ab := wc^ -h CiCg. (81) 

( 79 ) bc^ wtf + «/ö«. ( 82 ) 

- (80) ca^wb" '¥bibg. (83) 




a : b ^ Cg : Cf, 
b: c ST a« : ag. 
e : asc bgi bg. 



Fig 9 




Die drei Linien (Mittellote), welche in der Mitte der drei Seiten 
eines Dreiecks senkrecht auf den Seiten stehen, schneiden sich 'in einem 
Punkte, und dies ist der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises (auch 
Mittelpunkt des Dreiecks genannt). Des Kreises Radius ist: 



(84) 



Ä = 



abc 



ab e 



<^ ^VTüsöZ *^'^« ^^^ß ^^y 



Die drei Hohen des Dreiecks schneiden sich in einem Punkte. 



De? Durchschnittspunkt ff der Höhen, der Mittelpunkt /f des umgeschriebenen 
Kreises and der Durchschnittspunkt Af der Mittellinien eines Dreiecks liegen in einer 
geraden Linie, und es ist: 
( 85 ) ^^^ ^Af. 



Digitized by 



Google 



§». 



Ebene Dreiecke. 



13 



Höhen des Dreiecks. 



(86) *,= y**~l — j »» ^bsmy^cnnß 



a 



. a0 a sin Y SS- c stn a =* 
%F 



(88) Ac— ya'-» j^ j » ^asmß^b 



-Ka'-^oc'-K**-^*/- 






Projektionen der Seiten auf den Nachbarseiten (Fufspunkte der Höhen). 

1 a ^ a a 

a» - ^ -^. ^ a (* + r)(* - r) ^ ^:j r-^ 

( 90 ) Pc» =» — \ ^ >y i smceasßtm }l(f - A,^. 



/ 1 ^ A» 4.^-0* » . (tf-hfl)(tf-a) ,,3 j-j 

(9O Pcb^ -^ — --+^ 21 i«tf«,,««- Kc'-Ä*'. 



( 9» ) ^«* — 



^^ ~ g* i- fl^ * (g-fr.a)(c~a) 



•> a f0f y a» Va* — hb** 



(93 ) /« ■= — «- T^" — ^-4t ■ - aeotß^ Vc^^ hc*- 

t » ^ c»-a'-h^ r (a + A)(a-*) ^ ,/-j --y 

( 94 ) /^ «- — • -^ w^bcosa^W -- hc'^ 

195) Pba-^pca^a, I (96) ^r*+/«3»A. I (97) pat-^pbC^C. 



(98) 

(99) 

(100) 

(101) 
(101) 

(103) 



Fläche des Dreiecks« 

aha bhb che 

ab sin y de sin a a c sin ß 

i L. as saa • 

2 



2 2 

a' xtn ^ sin y b^ sin a sm y c^ sin a sin fl 

isina zsin ß %siny 

^VssaSisc* 

«B rj » r'et^ktict^ißci^ly. 

^** »0 . ... 

«» ^— aar %R' stna Stn ß Stn y, 

4 "^ 



Fig. to. 




Hr 



Fttr ähnliche Dreiecke F und F, ist: 
( 104 ) a : a, SS b : bi SS' c : c, =^ hai ha/ = ht ' hs, ^ ^c ' hct- 
( 105 ) F:F,^a':a/=.b':b,'^c^'.c,'=.ha':ha,'^h6':hb,*s=hc''hc,'. 



Dreicke von gleicher Grundseite verhalten sich wie ihre Höhen. 
Dreiecke von gleicher Höhe verhalten $fch wie ihre Grundseiten. 



Fig. ii- 




-*r 



Bei Dreiecken, welche einen Winkel gleich haben, findet be- 
xQglich der Seiten, welche diesen Winkel einschlieisen , folgende 
Gleichung statt: 
(106) F:F,^=sac:aiCt. 
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Trig. Fonneln. 



Gegeben. 



Auflösung der Dreiecke nach gegebenen Stücken. 



«. «. ß, y- 
Fig. SS. 



«. *. «. 
Fig. 13. 

•5. 



a, c, «. 
Fig. 14. 



'^ 



^ *. <:, ff. 
Fig. 15. 



Ist einer der AA a, /}, ^ nicht gegeben, so wird er zuvor in der 
Ergänzung der Summe der beiden anderen AA zu »t gefunden. 

( 107 ) m SS — — . m ist der Durchmesser des umgeschriebenen Kreises. 



(xo8) b^msmßwm-^tmß. 1 (109) c^ 



f m sm y ^ 



•smy. 



(XXO) ma»-: — . 

stna 

( XII ) sm ß^ —-■ = 

(ixi) 

{113) c = msmy 



b sin a 



(ixi) y — «-(«-h/J). 

asiny 



Wenn b<a, ist stets ß<itr. 

Wenn b>a, ist /9 zweideutig 
und kann sowohl KCift als auch 
"> i n sein. 



^ jm y 



Jtic a 



sin p 



(»4) 






(115) jmy = — --=— 

Im 41 



{116) 
(117) 



/9 8 71 _ (a + y). 

6 as 01 Sin ß =» — ^ : 



Wenn c <a^ ist stets y < | w. 

Wenn e > a, ist y zweideutig 
und kann sowohl < i n, als auch 
> i TT sein, 

c JZ« ß 
sin y 



(ti8) *(^ + y) = i«-i«. 

(1X9) /^i(/J — y)«_Zic/^j„ 



ft- f 



'ifiC/' + y). 



(xao) 
("x) 

(X24) 



/8 = 40J + y) + i(/J-y). 

y s= I (^ + y) — |(^ — y). Rechenproben : 

* f (*-♦-<:) 4- (* — c) = i*. 



jt» /9 jm y a -h /J -h y : 

(113) . = ..c,-^^^ (^ + ^)'^'>'*« ^ iP 'C)ca^\a 
cosk{ß — y) ««4W — yj 



( 144 ) 4f /* = 



» 



(115) i(/»-+-y)=*»-*a. 
(126) /^i(/?-y) = 

(X27) /J=i(/J4-y)-h«/5-y). 

(128) y = H/»4-y)-i(/J-y). 

(133) ^ 

(*34) 

(135) (f/M = 



oder: 

b 
(X29) Z^^«--. 

(132) y«„-.(«4-^). 






c 
sin ß sin y 

a =s m sincL 



stn y 
sin ß 



(U6) <r/M—^^-. (Rechenproben). 



(137) 4rA" 



i.sin\aYbc 
b—c 



(138) a = 



^ — tf 



cos IM 



(139) smßssib =ss b~ 



( 140 ) siny = c- 



a b^c 

sina sin a cos u 
« c — C. 

a b — c 



Rechenprobe : 
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Gegeben. 



*. c^ a. 
(Fortietiung.) 



a, d, f. 
Fig. i6. 



Ebene Dreiecke. 



Auflösung der Dreiecke nach gegebenen StUcken. 



FUr logarithmische Rechnung nipht bequem: 

(« h Sin a I £ rtfg ä» 

'40 'gß = ;,„._ • (14») <ry-: 



r — bcos a 



b — CC0S9 



(143) ctgf^ 



-rr — eosa 
o 



(144) ci^y- 

(145) ö = 



b sina 
b 



cosa 

c 



stn a c sina 

b sin a c sin a 



- ct^a. 



— ctga 



stn y 



(146) r=Y^^fLfL. 

s 

r ist der Halbmesser des einge- 
schriebenen Kreises. 

Rechenprobe: a -h ß -h y ^^ tt. 



(.4S) .^*, = ^=}/^. 
(X49) .^iy-f=l/^. 



^tf 



JJtf 



Zieht man es vor, unmittelbar die Tangenten der ganzen Winkel 
zu finden, so hat man, jedoch nur bei Benutzung einer Quadrattafel 
bequem : 
(150) 2^ = 0^ + <^» -4- f^ ^fl = ^--a^. qd = g — b'. gc = 9 — c'. 

( 151 ) ZF= V^SSaSöSc. 

I ( 
Rechenprobe: « -+- ^ 4- y = w. 



(15t) /^«« - 
9a 



(153) <^^ = -~j-- I <»54) 4ry = ^- 



Für numerische Rechnungen, namentlich fQr Winkel nahe an in 
sind minder scharf die Formeln: 



(«55) 
(156) 

(«57) 
(«58) 



2/*= V4 ssaSdSe. 

^F 
\na=i • 

bc 

%F 
ac 
%F 

ab ' 

Rechenprobe : a -h /) + y =» 7r< 



sin ß = 
siny=^ 



(159) 
(160) 






be 
Sa Sc 



ac 



(161) smiy^yf^. 



Fflr numerische Rechnungen ebenfalls weniger sdiarf, namentlich ftlr 
kleine Winkel sind die Formeln: 



( 162) cosa 
(563) cosß 
(164) cpsy 





^4-^- 


-a^ 




zbc 






a'-^c»^ 


.*» 




%ae 






a*4-^- 


(^ 



^ab 
Rechenprobe: a + /l-|-yas9n 



(i6s) cosia^illj.. 
(167) ««fy = y5. 



a» 



15 



Jl 
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Trig. Ftttmelo. 



i 


Flg. »7 






Fig. i8. 


i 


>/ 


• 

/ 


Fig. «9- 


' / 


/. / 



Kap. 3. Die ebenen Vierecke. 

§3. 
1. Das Parallelogramm. 

Diagonalen: ( i ) m ■> }fa^ -{- b^ -\- xab cos 9. 
( t ) fi — Ya'-^»' ^ xabcosm. 

Hohen: (3) h^^b smu^m b sin f. 
(4) h^iatasmaiBtasinß, 

Inhalt: (^) F^ aka^ bk^mm ab smm^ ab smß* 

FUr Kwei Parallelogramme F nnd Fi, welche einen Wiakd 
gemeinschaftlich haben, findet die Gleichung ctatt: 

( 6 ) F: Ft^ab: aihi. 




2. Das Trapei» 



ö4-*4-tf4-^ 



die halbe Summe der vier Seiten. 



(8) 



F^h 



(7) A--A-y,.,3(,3«^)(,^«^ 



:Kj«J*(j* — f) (/* — <!)• 



Wenn #, / die Verlängerungen der Seiten r, <f, so ist: 

b^ 

a-b 

b 

a —b 

b 




(12) 
(13) 



i>«-iü 



^»- n 



a ^b 

b 
a^b 



t«4) /H-^«ii-{« + ii)-». 



Die Simpsonsche Regel. 

Wird eine von zwei Parallelen Aß und CD, aufserdem aber 
beliebig begrenzte ebene Fläche F in eine gerade Anzahl (afi) an- 
genäherter Trapeze von gleicher Höhe h geteilt, so ergiebt sich der 
Tnhalt der Fläche, genauer als aus der Summe der Trapeze ab folcher, 
nAch folgender Formel: 

( 15 ) F^-jiyo 4- A» + ^ya 4- 4^j 4- %y4 + 4^j+ »^^ + •- 

-f-4^^«-/ -H '^yan^4 + 4>'*»-J + V^*»-^ + 4^*»-' +.r««^* 

( 16 ) «» -- ^(^ö-H>';iii)+ 1(^*4- A'-^4-rtf + --* '¥ym-4'^yMi^') 

-I-4O'/ 4- yj -hys 4- ••• 4^^*11^-^ 4-^-?i»-j 4- /«•-/) j. 
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Wig. 9«. 




3. Das Tangenfenviereck. 

Bezeichnungen: 



, die halbe Summe der vier Seiten. 



J« a= j — a. st = s — b. se^= S — c. sj s= s - d. 
r der Radius des dem Viereck eingeschriebenen Kreises. 

(17) a + f»^ + ^. 



, - V Vahcd Sahcd wenn das Tangentenviereck zugleich 

a 4- ^ "~ * -4- ^ * ein Sehnenviereck Ist. 

(19) F^rs, 



Fig. «3. 




4. Das Sehnenviereck. 

Bezeichnungen: 
J» Sa% n% Sct sdt wie beim Tangentenviereck. 
m, n die Diagonalen. 
R der Radius des dem Viereck umgeschriebenen Kreises. 

(10) « + y=r/l4-<f=»T. 

(21) mn^=ac -^ bd. (PtolemSischer Lehrsatz.) 

(22) m:n = (ab -^ cd)\{bc -^ad). 



üd-^bc 
ab -^ cd 



(»6) t^iß^ct^id^ 



SaSd 



(17) 

(*9) 
(30) 



i 



|/ (a» + crf) {ac 4- ^</) (g<^ + bc) 



Sa sb Sc sd 



F^VsaSöSeSd' 

mlad-^-bc) n {ab + cd) 
"* 4Ä ^ 4Ä * 

= i(a* + cd) jm « = J (a& + rrf) «« y. 
=a i (*r + flrf) «Vf /5 = |(4f -H ad) sin <f. 




5. Das gemeine Viereck (Trapezoid). 

Bezeichnungen: 
«, d» r, il die Sdten des Vierecks, 
m, ff die Diagonalen des Vierecks, 
a s= Ol + ff«, ß = ß,-^ßjn yz^yt^yg^ d ^ d, -{- dg die Winkel des 

Vierecks und beziehungsweise die Winkel, welche die Seiten mit den 

Diagonalen bilden. 

(SO « + ^ + y-4-c^=2ff. 

(32) asma-^ bsin{tt-h ß " 7i)'hcsin(a-h ß-¥"y ^tii)'^o* 

( 33 ) ac0ja + &r(yj(a -4- ^ — n) + c cos{a -^ ß -^ Y ^ 2ti)» A 
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Trig Formeln. 



f. 



Gegeben. 



a, b, c, <f, a. 




Auflösung. 



(J4 

(36 

(37 
(38 



(39 
(40 

(4. 
(41 

(4.3 

(44 
(45 
(46 
(47 



a xm « d sin Q. 



Z>^ = Z> - *. 
Z)tf « Z> — f . 
Dm^D — m. 



>-f. 



Dt, De Dm 
ctg\^,^pDö. 
ctgißa^pDc. 
ctgky^pDm^ 

/>* 4- cfi -h y = rr. 



( 48 ) ß^ßf-ffß». 
( 49 ) ^^^t-\-i$^ 
(50) l(yf + «'*)-i''-4^. 

(5") 4f*lx/-«^) =^^^<^*' 
(5*) y/ = 4(y/4-«a)-*-(xr— o*). 

(53) c* «»Hy'-t- «*)-(/' -«*)• 

a Jin Ä b sin ß 

(54) »=«— : — 1. = — — :l. 

«« y/ stn «a 

(55) «/ = « -«^. 

(56) yjr^y-Y,. 



(57) «=» 



Zur Rechenprobe: 

d sin tf c sin «f 



ry^ 




(58 
(59 

(6a 

(64 
(65 

(66 

(68 
(69 
(70 

(74 
(75 



gt = a sin ß. 
qa^ssa cos ß. 



( 60 ) pi = c sin y, 
{61 ) ptssecosy. 



<f'7 = 



fi-p' 



b -(^, -f.^,) 



(63) rf- 
<f =B jr -4- (7 — /)• 



^/— // »— (y>4-/^) 



jm 7 



cos ^ 



fgß» 



p^ 



b "Pi 



(67) 



^gyi^ 



^t 



b ^ qa 



ya — y — y/. 

öa =r Jl — (/j -I- y,). 

* jw y c sin y 
m ^ — . ^ ^ . ^ ' 
f<» (ff im /y« 



(7O «/=*« — ff j« ff — (y* + ^. 

(72) (f, = ;r - (y -f- /J^). 

(73) «^^^^rf* — «ff =»f — (a-4-/lf). 

a Jf'n ft </ sin a 



sin &a 



sin ßi 



a sin ß bsinß c sin d d sin J^ 

sin yi sin Ua sin at sin ya 




(76 
(77 

(80 
(8. 



qf ssa sin ß, 
qasss a cos ß. 



(78) 
(79) 



p,^c sin y. 
Pa'=c cos y, 



* =- (ya + /#) -f- V(rf~(yi ■+-//)) (rf -(y*- Pi))' 

. 9'—pJ 

'^'^-b^(qa^p.) 

Das Übrige ergiebt sich nach den Formeln ( 64 ) bis ( 75 )• 
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Gegeben. 




Auflösung. 



( 81 ) gi^a sin ß, 

(83) qa^aeosß, 

(84) 4fy,«— ?i-. 

& — qg 

(85) a;r«if-0J4-y/). 



(86) 



,»— ?!. 



* — y« 



stn yi cos yt 

asin ß b sin ß 
stn yi stn Oj 





(87) a/ = o — «^. 

(88) x,Wcrc=!Li!^'.[§a. (,,,)]. 

(89) y, -«-(«, + <;). 

(90) ^^ ^^'^y^ ^ »^'»y^ 

sin «/ «in cf 



(91) y = y, -#-y,. 

(9a) 4(i»*-l-<f/) = 4»f-ty. 

(93) '-rK^a— <^') = ^^^4f*y. 

(94) ^i = !(/»*+ (f.) -hl(^^-cfi). 

(95) «^/ = i0^a+crO-i(/J^-<^i). 

- , . bsiny c sin y 

(96) m =g . > g= —: — ^ 

Jm dt sm ßs 

(97) cf* = «f-<f,. 

(98) /J/ = /5-/J»«i»- (o-Hcf^). 



(99) »« 



Zur Rechen probe: 
ä sin a d sin a 



sin dg 



stnßt 



(»00) i(y/ + «ii)«i»-i^. 
(loi) tgk{Yi^ag)a^y^ctgkß. 

(102) y/=»|(y/4-«f*)4-i(y/-«»). 

(103) «^ — *(// + «#)— i(y/-«#). 



(104) n. 



asin ß 
siny. 



bstn ß 
sin ttg 



(105) JWff/ = (§»(iii)]. 

(106) y^ = n — (a, H-<f). 

(,07) rf = li^'«:LÄ'. 

«R ff/ Sin d 

Das Übrige ergiebt sich nach den 
Formeln (91) bis (99). 



Ist einer der Winkel «, ß, y, d nicht gegeben, so wird er luvor in 
der Ergttiisuiig der drei anderen Winkel su %n gefunden. 



(108) k(Yi^üiii)^\n-^\ß, 

( 109 ) (f i(yr- «*) — ^^ ctg \ ß. 

(110) y/ = i(y/4-«#)4-i(y/— tta). 
(in) «*«i(y/4-cr*) — i(y/— «1). 

, . a stnß bsinß 

(ira) wca ,. *^ =8-- — L.. 
Jf« y/ rt« a« 



(113) ff/ =^ ff — Otf. 
(XI4) y,= y-y,. 



(115) 
(116) 



c « -T — -- sin ff/. 
XI» cT 

rf = -r— j Stn yg, 

stn d ' 



Das Übrige ergiebt sich nach den 
Formeln (91) bis (99). 



c und d erhalt man auch unmittelbar nach den Formeln: 



(117) r» 





bsin 


{y-^^)-^ 


asina 






sind 






b 
d 


asina- 


'Csind 




sin{a^ß) 
_ asinß — csiny 



(118) rf= 



a sin (a -^ d) + b sin y 
sin d 




(tlO) 

(I40) 

• «i»(« + rt 

Das Übrige ergiebt sich nach den Formeln ( 108) bis ( 1x4) und (9a) bis (99). 
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Gegeben. 



Auflösung. 




( 121 
( laa 

(1X3 

( 1*4 

(1*5 
(1x6 



(117 
(1*8 

(119 
(130 
im 

(131 



y, = n - (a, 4- ß)> 
«f, « n - (« 4. ß,). 



6c* 



nnyt 

a 
siny, 

a 
sin dg 

a 



■ stn etg 
sm ß. 
sinß,. 



m aae — . — XW ff. 

stnöa 



^/-4(y4-cr,)-i(y-<f,)- 

y, « y — y,. 
b 



sin Ol 



sinßa 



-sinßa. 



Zur Rechenprobe: 

(133) Ky* 4- <r) -=♦«-»«/. 

( » 34 ) 4f My* - <^) =- j^ ctg |a,. 

(«35) y*-ily^-4-^) + My*-«r). 

(136) <r=f(y, + ,f)-i(y,-rf). 

(137) di^d — da. 



(138) f«-: jmff/, 

«» y* 



XfM d 



sin ttj. 




(«39 
(140 



y = « - («» + ^)- 
if* — n — (« + ^/). 



Mao seUe vorläufig a ss i und 
berechne, dieser Annahme ent- 
sprechend: 



SVi tlg 

sinyt 
sinß 



(141) t>' 

(Ml) n. 

w» y/ 
stn 02 



(144) ni' 



ff» da 



(145) i(y + <f/)«4«-4/»*. 

(146) /^i(y-c;,) = ^r/^i^,. 

(M7) y = i(y + <r.) + Ky-(f/). 
(148) <f/ = i(y4-<f/)-Ky-<^/)- 
( »49 ) Y'^Y- y- 



(150) c = 



jm dl 
m 

«>i y 



xm ßa , 



Zur Rechenprobe: 

(153) y^ = i(y*4-<f) + l(y^-<f). 

(154) ^^k(Y»^^)-\[Y^-n 

(155) di^d — da. 



(156) C = 



n 



jm ff/ , 



sin d 



stnut. 



Aus den vorläufigen Längen b, C. 
b, tn, n erhält man die wirklichen 
Längen, wie folgt: 



(157) 

(«58) 
(■59) 
(160) 
(16.) 



e 
a t=» — . 
C 

6== ab. 

l/as ab. 

m = atn. 

«=an. 
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Gegeben* 




Auflösung. 



(i6a) ^«ii-(a^4-y/). 

(163) <f = JI — («,4-y^). 

Man setze vorläufig n » i und 
berechne dieser Annahme ent- 
sprechend : 

(.64) '-^^^ 

(«65) 
(166) 

(«67) — . . 

sin Q 



a 


^" 


sinl^ 


b 




sinaa 




stnß 


c 




sinat 




sind 


h 




sinya 



(168) i(^i + <r;|)=:i7r-|«. 

( 170 ) ß. « 4(/J/-l-<f^)-M0»i— cf4 
(172) ßg^f'-ßj. 

(173) <^i=»if— <r*. 
b 

^ . Jl» ff. 
stnßt 



Zur Rechenprobe: 

(175) *(<^/4-/?^)«i7r-}y. 

(176) ,f^f(<f,-^,) = ^^r^|y, 

( 177 ) «^z = «<^i4-^ir)-4- i(cf/-^4 
{ 178 ) ß^ = «<^i+/J^)-H<^i-/J^). 

{179) '"""TTTT"^/- 
sm Og 



sinßa 



stny. 



Aus den vorläufigen Längen o^ b. 
c, b, m erhält man die wirklichen 
Längen, wie folgt: 
m 
"ÜT* 

^SBflb. 

</a|lb. 



( 180 ) 91 » - 

(182) 
(183) 
(184) 



(O 
(O 

(3) 
(4) 

(5) 



Kap. 4. Die Vielecke. 

§4- 
Samme der mneren Winkel des n-Ecks »(n . a)4r. 
Samme der äußeren Winkel des n-Ecks » (» + 2) rt, 

, ^(» — 3) 
a 
Ansah] der Dreiecke, in welche dn it-Eck durch 

gezogenen Diagonalen zerlegt wird, « n -- 1. 
Durch n Punkte, von welchen nicht drei in gerader Linie liegen, irUt^n fm 

' Gerade gedacht werden. 



Ansahl der Diagonalen des »-Ecks 



alle von einer Ecke aiU 
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Trig. Formeln. 



Kap. $. Die spharisclien Dreiecke. 

§5. 

Bezeichnungen: 
«, b, c die drei Seiten des Dreiecks; 

a, /?, y die ihnen beziehentlich gegenüberliegenden Winkel; 
R der Radius der Kugel; 
F die Fläche des Dreiecks; 

a +^ + c 
s = die halbe Suxnme der Seiten, des Dreiecks: 

2 

Ja = J — « ; s^asss — b; Sc =^ s -^ c; 

^ _ tt + ß+ y ^j^ j^^j^^ Summe der Winkel des Dreiecks; 



i der sphärische Excefs. 



tfy = ff — y; 



Werden unter a^ b, c die drei Seiten in Winkelmals, unter A^ B, C dieselben Seiten 
in Längenmafs ausgedrückt verstanden, so ist: 



(O 

(3) 
(4) 



<|0 d' d' fl 

A = — ^ = — j-Ä = — ^i?, oder allgemem «= — R. 



*• b' y 

^O g' g' 



-•=T^^*' 



'•^^' 



(5) *^=4^'' *'==4^'* 



c 



R. 



^±R. 



a* «» — q' ; oder allgemein ä = — p. 



»• - "^ «• 



-4- 



(6) '•^-jj-e": 



^-^e': 



e'; 



■ä^p- 



1. Das rechtwinklige sptiärisdie Dreiecic. 





Fi». 


3S- 


(7) 


sin a = sine sm a. 




(XI) 


cosa^^^tgbctgc. 


b 


K 




' (8) 


sin b SS jt/i c stft ß. 




(la) 


^ cosa sin ß» 


r 


^ 


(9) 
(lo) 


cos c = cosa cos b, 
^ctgactgß. 




(13) 
(M) 


ctg' a = r(f a sin b. 




« 




cos ß^iga ctg c. 












(15) 


sss cos b sin a. 












(i6) 


ctg ß SS f /^ b sin a. 


(17) 




*=»a 


+ /J — i7i. (Sphärischer 


Exe 


efsO 




(« 


8) 




jr=J 


- R', (Inhalt des Dreiecks.) 
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GegebexL 



Auflösung. 



Fig. 36. 




(19) c^a^ct^asinb. 
( ao ) ct£^ ß ISS sina ctgb, 
( 21 ) cosc-=^ cos a cosb. 






a, c, 
Fig. 37. 




K 



/ N stn a 

(*3) «.«-^j^ 



(44) cosßss tgactgc. 



{%$) cosbtsM- 



'•') »«--'•' -v|p^- 



/ > - . « l/rtVf (t — a) 



(28) 



tgkb = K^g'KiT + aXfKc- a). 



Fig. 38. 




(19) jm^: 



( 30 ) jmbtm tga ctga. 



( 31 ) svncss — : 



( 32 ) 4f (J« + l/J) » K^r^i(« + a)c<fi(a-.fl> 



"> »«"+»"-V^?l- 



(34) tg[Xn^\c)^ ytg\[aAraytf^\{a^a\ 



ng.39. 








( 35 ) C0J « «s ^^a m/f. 
( 36 ) tgb^sinatgp. 

(37) ctgCmmctgaCOSß. 






Fig. 40. 



( 39 ) ^gP^ CM ctg ff. 

(40) sma^^ sine tma, 

(41) igb^tgceoswL. 



(42) 






Fig. 41 



t:i 



( 43 ) ^^'J ö ' 
(44) cosb'. 

SIH u 

( 45 ) eose^ ctga ctgß. 



sinfl 
cosß 



( 46 ) tg\a = ytgk{a -h /J- in) <f *(«— /J-J-irr). 
(47) 4ri ^ « V ^i(>-+- tt-i>») <f H ^-«4-in). 



Wenn' die gesuchten Seiten oder Winkel sehr klein oder nahe ^=\n oder = n sindi 
gestatten die links stehenden Formeln fUr cos beziehungsweise sin bei numerischer Rechnung 
keine scharfe Lösung. Dann sind die rechtsstehenden Formeln, welche stets zu scharfen 
Ergebnissen fahren, vorzuziehen. 

Im übrigen wird auf die allgemeinen Formeln für das schiefwinklige sphärische 
Dreieck Terwiesen. 
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rig. 4«. 




2. Das schiefwinklige spliärisdie Oreieclc. 


7 


\ 


c 


. . sma sinb sine 


4_ 


V^ ^■'^^ jma fm^ jmy 


(50) 


casa 




cosbcosc -\- sin bsinc eos a. 


( 53 ) ^^'^ "" "* eosßcosy + sinßsinyeasa. 


(51) 


cos b 


= 


cos acosc -h sin a sin c cos ß. 


( 54 ) cosß »■ — eosacosy ■+- sin a sin y cos b. 


(5*) 


cosc 


- 


cos a cos b •\- sina sin b cos y. 


( 55 ) eosytsa^ cosaeosfl-^ sina sin ßcose. 


(56) 






cos a sin b SS sin c cos a -h sin a cos b cos y. 


(57) 






eos a sin c = sin b cos a -{- sin a cos c cos f. 


(58) 






cosbsina^stnceosß-^sinbeosacosy. 


(59) 






cos b sin c SS sin a cos ß -^ sin b cos c cos u. 


(60) 






eos c sin a SB sin b cos y -^^ sin c cos n cos ß. 


(60 






eos c sin b sss sin a cos y -^ sin c cor b eos a. 


(6.) 






cosa sin ß BS sin y cos a " sin 9t eos fl eos e. 


{63) 






eos a siny sss sin ß cos a — sin it cos y cos b. 


(64) 






cosfl sina BS sin y cos 


b — sinfleosa eose» || 



(65) 

(66) 
(67) 

(6«) 
(69) 
(70) 
(71) 
(7») 
(7J) 



COS ß sin y SB sin a COS b — sin fl eos y eos a* 
eos y sina SS sm ß cos e ^^ sm y eos a eos b, 
eosy sinß sassinacose^smyeosßcosa. 



ctg asrnb^msiny ctga -4- cos y cos b, 
ctg a sin c SS sin ß ctg a -h cosß eos e. 
ctg b sina 3^ siny ctg ß -H eosy cos a. 
ctg b sin CBS sina ctg ß -^ cos a cos c, 
ctg c sina BS sinßctgy 4- cos ß cos a. 
ctg e sin b SS sina ctg y -^ 00s a cos b. 



(74) etgasinß^msineetga^eotccösß, 

(75) etgasiny ^K sinb ctg a^-~ eos b eosy, 
( 76 ) ctg ß sinas^ sine ctg b — eos e eos a. 
( 77 ) ctg ß siny tms sina ctg b — eosacosy. 
( 78 ) ctg y sinatm sinb ctg c — eosb cos a. 
( 79 ) ctg y sinßsM sina ctg c — cos a eos ß. 



Gaufsische Gleichungen. 
(80) cos^a — ß)sin^Basin\(a'\'b)sin\y, 1 {%%) eos\{a-\-ß)eosie=scosy^a'\'b)sin\y, 
{81) «»M« — ß) ^\c Bssin\{a^b)cosiy. \ (83) «•!(«•+- ß)eos\f « cosi{a — b) cos \ y. 



Nepersche Analogieen. 



(84) 
(85) 






(86) /^H.H-Ä-'^II^J^-riy. 



(87) 



^*(-«-S|^K»- 



Fi«. 43. 




h ist ein Perpendikel von der Winkelspitse a auf die gegenüberliegende 
Seite a, and esist^ + vsaa, m -^ n^^a* 



a 

(9») 
(93) 



sink 



(88) tgmBstgbcosy. 

(89) tgnB^tgccosß. 

1 Y sin s sin Sa sin sb sin Sc 



(90) 
(91) 



etgfi^ cotb tgy. 
ctg » iB cosc tgß. 



»V^ 



COS o cos Oa cos aß eos ay 
sina 



oder, nachdem m, n, fji, ¥ gefunden: 
tgh SB sinm tgy sc tgb cosfi. \ ( 94 ) tgh a» sinn ^fl sm tge eorv. 
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(9S) 
(96) 
(97) 
(9S) 



Sphärischer Excefs. 

F 
f — a + ^ + y— n«-^^. 



sm\asin\b 
sm\9 mm sm y. 

tm\asin\c 



cos\h 

nfi\b sin\c 

cos\a 



smß. 



(99) ct^i*'=' ^ • ! 4-c/^y. 



(100) 
(lOi) 



stny 

sinß 
ctgkbctgjc 



^ctgf. 



■\-ctga. 



tg\§ » Vtgksigisa ^ksb ^\sc' (L'Huilier'sche Gleichung.) 



(loj) 



Fläche des Dreiecks. 
9 



OcfCbCB. 



Auflösung. 



o, *, c. 
Flg. 44. 



(104) tgr~\ -r- f. 

tgr ysinsbsmsc 



(105) i5f|«-i- 

stnsa ' stns smsa 

(,06) <fi/,-J^-}/? 



stnsb 



fsm Sm stnse 
sins sm ss 



(,07)<fly--^_y?^$I* 

' «CM X* ' MM e rMt «- 



xin s stn Sc 



r ist der sphärische Radius des dem 
Dreiecke eingeschriebenen Kreises. 



(«08) 



Rechenprobe: 
sin a sin b sm c 



sin a sin ß sm y 



Für numerische Rechnungen, namentlich fUr Winkel nahe an j^n, sind 
minder scharf die Formeln: 



, . . , l/sinsösinsc 

(109) smia^ r • A — 



sin b sin c 



V • lA ^/stnsasmsc 

(110) ^M-i^-j—^. 

1/ sin Sa sä 



(111) Jiwiy^ 



ivx sin b 



(II») 



Rechenprobe: 
jm a sin b sm e 



sm a sin ß sin y 



F-ttr numerische Rechnungen ebenfalb weniger scharf, namentlich für 
kleine Winkel oder für Winkel nahe an n, sind die Formeln: 



cosa ^ eosbcasc 
( 113 ) cosa^ ' 

(1x4) COSß«^^' 

("5) casy^t ^^^^ 

(1x9) Rechenprobe: 



sinbsinc 


cos b — cos a cos c 


sinasinc 


cos c — cosa cos b 



/ z: \ . l/ smsstnsa 

(116) cosia^ r . ^ . — • 
^ ' smbsmc 



. , ^ 1/ sins sin sb 

117) ^^^i/y-r ^.,,^ - 



/ « > , 1/ sins sin se 

(118) g^Jiy=K ^^^x ' 
XM smp 

sinb sine 



sina sinß sin y 
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Trig. Formeln- 



I. 



Gegeben. 

b, c, «f. 
Fig. 45. 



Auflösung. 



( 110.) tg\[f + y) = 



(i2x) <ri(/»-y) 



cos\{b - c) 
cos\{b'\'C) 
sin\(b — c) 



ctgk^ 



r4fi«. 



(lai) 
("3) 

("4) 

("5) 
(ii6) 

("7) 



y-4(/»-t-y)-*(^-y)- 



ti^ia^ 



sinkif-^y) 



tgiib^c). 



cosKß^y) 



Oder xmia = — -p- ^Ji»|g«« . ^.\ ^tfö^i 



(rH*-«-4 



Oder cos\atB» 



Oder jm a ■■ 



ggj|(3H-g) 



jfif|ai 



cosiiß-^y) 

stnb , sine . 

— ;— - jm a OS -; — JIM a. 
stnß smy 



cos\{b — c) 

'«>»i(/» + y) 



cosia. 



Fttr 
(1*8) 

(119) 
(130) 



logarithmische Rechnung nicht bequem: 

sin cctgb -— cos c cos a 

''^^^^ ^üT^ 

sm dt 

sin b ctg c — cos b cos a 

ctg y « 5 ; 

stna 
cos a ^ cos b cos c -{^ sin b sin c cos a. 



Ä, c, ß, 
Fig. 46. 

a 



stny- 



sine sinß 
sinb 



(131) 

Es ist: 

i) y<i't> wenn gleichxeitig b'>c und ^<ii — f, 
1) y > f w • wenn gleichzeitig 3 < c und * > « — c, 

3) y ^ §71, wenn gleichzeitig ^<c, b<.n -^ c und ^<|ii oder 

wenn gleichzeitig 6>c, b'^n^c und /i^in ist, 

4) Oberhaupt kein Dreieck Torhanden, dessen Winkel und Seiten 
<n sind, wenn gleichzeitig b<Zc, b^n — c und ß>'kn oder 

wenn gleichzeitig 6>c, &>n — r und ß<.in ist 

Oder, wenn y nahe an ^tt, für num. Rechnung schärfer: 
(I3X) M}«--|y)^y^^^'"^*''-"*^^t!^*^'-^^^^*^^""^^ 

(133) Ctgfl^COSCtgß. 

(134) cosu^s* cos fi ctg b ig c* 

(135) « = /U±K. 

Oder nach Berechnung von y\ 
cosi[b -^ c) 
' cosi(b 4- c) 

r fg C COS ß. 

COS m COS b 



sinb 



(136) 

('J7) 
(138) 
(139) 



tgm: 



tigi{ß + Y)- 



smi{b—c) 



süt\{J>+c) 



'tgiW-Y)- 



( '40) 
(14«) 



COSC 

a sss tn -\- n. 
Oder nach Berechnung von er, y 
goJi(^-Hy) 



<rifl' 



fm b sin a sin c sin a 



sinß 



stn y 
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Gegeben. 



*f c, ß. 
(Fortsetzung.) 



a, «, ß. 
Fig. 47. 



•^ 



«f A y- 

Fig. 48. 



Sphärische Dreiecke. 
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Auflösung. 



Für logarithmische Rechnung nicht bequem: 



sin hctgp±i y sin b' ctg ß' 4- sin {b ■{- c)sin [ b — c ) 
(14*) tgia. sin^b-^c) 

si n ccosß±: ^sin c* cos ß' -h sin {b -f- c) sin [b - c) 
(143) 4fi«= i.cos\Kb-\-c)cos\\b^c) 



(144) 
(145) 
(146) 

(147) 

Es ist: 



ctg ^^cosa tg ß. 
sinficosct 



stny = 
simb s= 



cos ß 
sin a sin ß 



i) b<:in, wenn gleichzeitig a>^ und ft<jr — /J, 
a) *>|7i, wenn gleichzeitig a<^ und «>« — /S, 

3) *^in» 'wenn gleichzeitig o</J, a<n — ß und Ä<i7i oder 

wenn gleichzeitig «>/?, a>n — /? und a^in ist, 

4) Oberhaupt kein Dreieck vorhanden, dessen Seiten und Winkel 
< 71 sind, wenn gleichzeitig a<.ß, a<,n^ß und ff > i ji oder 

wenn gleichzeitig «>/J, a'>n — ß und a < J tt ist. 
Oder, wenn d nahe an fn, fUr num. Rechnung schärfer: 

, ^, ■]/sinßsin{in — ia f'{'Cosi[a-hß)sini{a - ß) 

(148) sm{in''ib)^Y -^^ 

(149) tgm^tgacosß. 

(150) sinn= sin m ctg a tg ß. 

(151) c = m±n. 
Oder nach vorheriger Berechnung von b: 

^^^sini^a^b/'^^^'"'^^' 
siniia-^ß)^ 



(15*) 
(153) 



cosHa — b) 



cosk(a 4- b) 



Für logarithmische Rechnung nicht bequem: 
(154) ci^ky^' 



cos a sin ß ± Vcos a^ sinß^ + sin {a -h ß) sin (a — ß) 



zcosi{a + ß) cosi{a — ß) 



(155) 



ctgic = 



c<(f a jtVi « db Vctga^ sin a' + Jt>t(« + j^) •"'« (g — /^) 



jm (o + ß) 



(156) 4f4(* + <^) = 



(157) «fi(*-^) 



ggJi(i3 — y) 
cwH/54-y) 






{158) 
(159) 

(160) 



sini(ß-^y) 
b^i[b-hc)-\-i(b'-c). 

r = i(*4-^)-i(*-4 



{ 161 ) Oder: sinia = 
( i6x) Oder: r<7x|« « 



cosi{b — c) 



cosi(b ' 
coskiß- 



cosk(b -4- c) 
sin\(ß + y) 
cos\{b - c) 



cos\a = 
cosia = 



sini[b — c) 



"^'' sini[b 
cosi(ß -y) 



xmi(*4-0 
sin i(b — c) 



sin i a. 



^tgi{ß- y). 



sin \ a. 



sin ß siny , 

( 163 ) Oder: jx« o = . \^ sin a =^ —. — stn a. 
^ ^ ' stnb sine 
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Trig. Formeln. 



(jegeben. 



Auflösung. 



«. A y- 

(Fortaetznf.) 



Für logarithmische Rechnung nicht bequem: 
( 164 ) cos a tss CCS a sin ß sin y ^ cos ß cos y. 



( 165 ) Oder: sin\a =» }/cosi{ß H- y)' -h sin\a^ sin ß sin y, 
(166) Oder: c^siu^Vsinkiß -yY-hcosia'sinfisiny. 



(167) 
(168) 



. . ctgßsiny . ^ 

c(f b BS _2-£ L. ^c^acosy. 

sin n 

ctgc^ -=-^ i- + ctg a cos ß. 



«. ßf y- 

Fig. 49* 




(169) 



,^,-1/- 



C0J ffa cos ofl cos oy 



I \ A X A •}/ cose cos Ca 

{170) tgia^tgrc0S0^^Y '' 

' cosoßcosay 

{171) tgiö^tgrcos<tß^y - 
[171) ^icmstgrcosey^y " 



cos a cos dp 

cos 0a cos Oy 
cos O cos Of 
cos Ca COSOß 



r ist der sphUrische Radius des 
um das Dreieck beschriebenen 
Kreises. 



Rechenprobe: 

. . sin n sui o sin c 
sin a sinß siny' 



FQt numerische Rechnungen, namentlich wennia, |3, ic nahe an ^ir, 
sind minder scharf die Formeln: 



(174) sinka-. 



(175) sinib'- 



(176) sini 



-t 



t/ cos c cos tf« 


' sin'ß sin y 


t/ cos a cos cß 


^ sinasmy 


1/ cos a cos Oy 



sintcsinß 



Rechenprobe: 
sina 

*ß 



. -.«w sinb sine 
^'' sin a sinß siny 



FOr numerische Rechnungen ebenfalls weniger scharf, namentlich wenn 
die gesuchte ganze, oder halbe Seite sehr klein oder nahe an n ist: 

^ ' smßstny 



. . cos a -^ cos ß cos y 

( 178) cosa^ -r-r-r^ -' 

^ smßstny 



, . , cos ß -^ cos a cos y 

(179) cosb^ C-?- — : i 

stnastny 



(184) 



COS y + cosa cos ß 



Rechenprobe 



sin a sin ß 
sin a 



/ • \ IL l/ cos Cm cos Cy 

(182) COSib^ y—^——j^. 
' stn a stn y 



/ • > t 1/ cos a^ COS 93 



Sin a 



sin b 
sinß' 



sine 
sin y 



Abgesehen von den Fällen, welche ihrer Natur nach Oberhaupt zweifelhaft sind, ist 
bd der Auflösung sphärischer Dreiecke in zweideutigen Fällen zu beachten: 

x) Dem gröfseren Winkel liegt stets die gröfsere Seite gegen&ber und umgekehrt der 

gröfseren Seite der gröfsere WinkeL 
l) Wenn die Summe zweier Winkel gröfser, als n^ so ist die Summe der beiden gegen« 

Oberliegenden Seiten ebenfalls gröfser, als n, und umgekehrt. 
3) Die einzelnen Winkel und die einzelnen Seiten sind stets kleiner, ab ir* 
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ABSCHNITT II. 

MASZE UND ALLGEMEINE SCHREIB- UND 
RECHENREGELN. 



Kap. I. Das metrische Mafssystem. 

§6. 

Im deutschen Reiche gilt das metrische Mafssystem. Es ist durch die Mafs- und 
Gewichtsordnung fUr den norddeutschen Bund vom 1 7. August 1 86g eingeführt und später 
auf die Übrigen Staaten des Reiches ausgedehnt -worden. 

Die Einheit des Längenmafses ist dasMeter (=s 443,296 Pariser Linien.) 1000 Meter 
heifsen das Kilometer, 0,01 Meter heifst das Centimeter, 0,001 Meter heifst das Millimeter. 

Die Flächenmafse werden durch die Quadrate der Längenmafse gebildet. Für die 
Landmafse ist das Ar ss 1 00 Quadratmeter die Einheit. 100 Are =10 000 Quadratmeter 
heifsen das Hektar. 

Um im deutsdien Reiche ein Qbereinstimmendes Verfahren bei der abgekürzten Be- 
zeichnung der Mafse herbeizuführen, hat der Bundesrat in seiner Sitzung vom 8* Oktober 1877 
nach dem Vorschlage einer K(nnrois$ioii von Sachverstän4igen die nachstehenden abgekürzten 
Zeichen festgestellt: 



Längenmafse. 

Das Kilometer km 

, Meter , . m 

, Centimeter cm 

9 Millimeter mm 



Flächenmafse. 

Das Quadxatkilometer . . . qkm 

« Hektar »ha 

f, Ar a 

„ Quadratmeter .... qm 

„ Quadratcentimeter qcm 

„ Quadratmillimeter . . qmm 



Den als abgekürzte Mafszeichen dienenden Buchstaben werden Schlufspunkte nicht bei- 
gefügt. Die Buchstaben werden an das Ende des vollständigen Zahlcnausdrucks — nicht über 
da» Dezsmalkomma derselben —'gesetzt, also 5,37«», — nicht 5,»» 37 und nicht 5™ 3700». 
Sie können entweder oben an die Zahl (in Exponentialforro) oder auf gleiche Linie mit der- 
selben geschrieben werden. Ersteres ist im Bereiche det Landmessung allein zweckmäfsig. 

Kap. 2. Die Schreibweise der Zahlen. 

§7. 

Nach dem im § 6 erwähnten Bundesratsbeschlusse dient bei Mafszahlen das Komma — 

nicht der Funkt — zur Trennung der Einerstellen von den Dezimalstellen. Sonst ist das 

Konuna bei Mafszahlen nicht anzuwenden, insbesondere nicht zur Abteilung mehrstelliger 

Zahlenausdrttcke. Solche Abteilung ist durch Anordnung der Zahlen in Gruppen von je 
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3 ZüTern, vom Komma aus gerechnet, mit angemessenem Zwischenraum zwischen den 
Gruppen zu bewirken. 

Gleiche Schreibregeln gelten für Oewichtszahlen und nach dem Beschlufr des Preuls* 
Staatsmintsteriums vom g. März i88i auch für Geld- und sonstige Zahlenangaben. Sie 
gelten aber nicht fUr Logarithmen — im Gegensatz zur Zahl. Insbesondere dient bei 
diesen der Punkt zur Abtrennung der Kennziffer von der Mantisse. Ferner gelten sie nicht fQr die 
Darstellung von Quadratzahlen in den Rechenformularen, indem diese von dem Dezimalkomma 
ausgehend nach beiden Richtungen hin in Gruppen von je zwei Ziffern geschrieben werden. 

Kap. 3. Die Abrundung der Zahlen. 

§8. 

Bei der Abrundung der Zahlen gelten die allgemeinen Regeln, dafs der über die 
letzte beizubehaltende Stelle hinausgehende Teil der Zahl 

a) wenn er weniger als 0,5 einer Einheit der letzten beizubehaltenden Stelle 
beträgt, lediglich abgeworfen, 

b) wenn er mehr als 0.5 beträgt, die Ziffer der letzten beizubehaltenden Stelle 
um eine Einheit erhöht wird. 

Beispielsweise wird 368,4 auf 368« dagegen 368,6 auf 369 abgerundet. 

Im allgemeinen wird man annehmen können, dafs die abgeworfenen Teile ebenso oft 
gröfser wie kleiner als 0^5 der letzten beibehaltenen Stelle sein werden, und dafs daher die 
Wirkungen beider Arten der Abrundung sich in der Rechnung in der Regel ausgleichen werden. 

Jene Regeln umfassen nicht den besonderen Fall, wenn der abzuwerfende Teil der 
Zahl genau 0,5 einer Einheit der letzten beizubehaltenden Stelle beträgt. Wollte man 
hier allgemein die Festsetzung treffen, dafs stets das einfache Abwerfen der Fünf oder dafs 
stets die Erhöhung der letzten beizubehaltenden Stelle um eine Einheit stattfinden solle, 
so wUrde in manchen Fällen eine nicht wünschenswerte Häufung der Ungenauigkeiten ein- 
treten können, da die Abrundung stets nach derselben Richtung erfolgen, mithin eine Aus- 
gleichung nicht stattfinden würde. Man wird sich daher für diesen besonderen Fall nach 
einer anderen Regel umsehen mUssen, und eine solche ist darin gegeben, dafs die Ab- 
rundung stets auf die gerade oder stets auf die ungerade unter denjenigen beiden Zahlen 
bewirkt wird, zwischen welchen der nicht abgerundete Wert liegt Aus anderweiten Zweekmäfsig« 
keitsgrUnden empfiehlt es sich, hierzu stets den ersteren Weg zu wählen, was zu der Regel führt: 

c) wenn der Über die letzte beizubehaltende Stelle hinausgehende Teil der Zahl 
genau 0,5 einer Einheit der letzten Stelle beträgt, so ist in der letzten Stelle 
die zunächst liegende gerade Zahl zu setzen. 

Bebpiebweise bt die zwischen 36,8 und 36,9 liegende Zahl 36,85 auf 36,81 die 
zwischen 36,9 und 37,0 liegende Zahl 36,95 auf 37,0 abzurunden, im ersteren Falle also 
die 5 der zweiten Stelle des Dezimalbruchs fallen zu lassen, im letzteren Falle für die 5 
der zweiten Stelle eine volle Einheit der ersten Stelle zu nehmen. 

Sollte durch Beachtung der Regeln a, b und c gleichwohl in vorkommenden Fällen 
die gewünschte Ausgleichung der durch die 2^ahlenabrundung entstehenden kleinen Ungenauig- 
keiten nicht erzielt werden, so erübrigt dann nur, die Ausgleichung nach den atis den Um- 
ständen des Falle sich ergebenden Zweckmäfsigkeitsgründen oder nach Gutdünken zu bewirken. 

In den im vorliegenden Werke enthaltenen Httlfetafeln bedeutet J (kleine Fünf) eine 
durch Abrundung aus 4 entstandene Fünf (Regel a), dagegen j (grofse Fünf) eine nach Ab- 
werten der folgenden Ziffern beibehaltene Fünf (Regel b). Diese Fünfen können entweder 
nur ab letzte Ziffer einer Zahl vorkommen, oder wenn sie in einer früheren Stelle stehen, 
nur Nullen hinter sich haben. Hierdurch wird angezeigt, dafs wenn die Zahl bb uo* 
mittelbar vor die Stelle, in welcher die Fünf steht, weiter abgekürzt werden soll, die Stelle 
mit ^ einfach abzuwerfen bt, während wenn hier eine $ steht, bei der Abkürzung die 
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vorhergehende Stelle um eine Einheit su erhöhen ist. Beispielsweise ergibt steh aus 0,13915 
oder aus 0,16850 durch Abrundung 0,1392 und 0,1681 dagegen aus 0,1392$ oder o,i68$o 
stets 0,1393 und 0,169.*) Wo die in den Tafeln am Ende der Zahlen oder nur vor 
Nullen stehenden Fünfen keine Nebenbezeichnung tragen (5), sind sie entweder, wie 
namentlich in den Proportionaltäfelchen der Fall, mit einer Abrundung überhaupt nicht 
behaftet, oder es war der besonderen Kennzeichnung derselben nach der Einrichtung und 
dem Zwecke der Tafel kein Wert beizulegen.**) 



Kap. 4. Die dekadischen Ergänzungen. 

§9. 

Die Logarithnen ganzer Zahlen oder unechter Brüche sind positiv, diejenigen der 
ecliten BrUche sind negativ. Die negativen Logarithmen werden als Differenzen dar- 
gestellt, in welchen die Mantisse als der Minuendus stets positiv, die Kennziffer oder 
Charakteristik als der Subtrahendus negativ ist. Z. B. : 

log 8 812 — 3-94 507t 
log 0,088 12 «s 0.94 507 — 2. 
Diese Form der negativen Logarithmen pflegt so umgestaltet tu werden, dafs der 
Subtrahendus 10 oder ein Vielfaches von xo ist, was dadurch erreicht wird, dafs man 
sowohl den Minuendus wie den Subtrahendus des Logarithmus um diejenige Zahl vermehrt, 
welche den Subtrahendus zu xo oder dem Vielfachen von 10 ergllnzt. So wird in dem 
zweiten der vorstehenden Logarithmen, da 10 — 2 «* 8 ist, geschrieben: 
8* 94 507 " *ö anstatt o. 94 507 — 2.***) 
Die logarithmische Berechnung eines Ausdrucks, welcher aus mehreren Zahlen durch 
Multiplikation und Division gebildet ist, z. B.: 

^ ^ 7>^6 X 4 667 X 567 
899'ix 0.003 37X^3 435 

^^7,s6*-a87 85* 
+ log 4 667 -» 3. 66 904 
4- log 567 = ^. 75 3S8 
7- 30 "4 
^0^899.1— *• 95 38« 
+ tog 0,003 37 = 7- 5» 763 — «o 
-H log 23 435 " 4' 36 987 
4. 85 131 
die letztere Summe sub- 
trahiert von der ersteren s» 7. 30 1 14 
ergiebt .... /o;^^» 2. 44 983* 



^ _ 0,789 4» X 2 345 
4 379.3 



oder 



würde man wie folgt ausführen können; 

^g 0.789 41 « 9« 89 730 — xo 
^logx 345 « 3-37014 
3. 26 744 
— ^^ 4 379.3 = 3' 64 '40 

iog A^^. 62 604 — 10. 



*) Vgl. des Verfassen „Ffiafttell. vollst, logarithmische und triKonometrische Tafela*' (83. Aufl. 1903). 
Erläuterungen § 1. 

*^) Eine solche Kenaseichnuiic ist ds entbehrlich gans unterblieben bei den Tafeln V bis XI und XIII. 
In den Tafeln I bis IV, XIV und XV sind allein die kleinen FQnfen (3) gekennzeichnet,, weil die Stereotyp- 
platten aus der ersten Auflage dieses Buchei, welche für die giofsen Fünfen (5) noch keine besonderen 
Zeichen enthielten, uaveriadert beibehalten sind. Ein Zweifel aber den Wert der FOnfen am Ende der 
Zahlenausdräcke oder vor Endnnllen kann aber auch hier gleichwohl nicht aufkommen, da die betreffen- 
den Fünfen in den Tafelargumenten oder in den ProportionaltJLfelchen stets runde Fünfen, in den eigentlichen 
Tafelwetten dagegen in der Regel groise Fünfen sind und in den wenigen Fällen der Tafel XV, wo dies 
nicht sutrifl>. solches leicht erkennbar ist. 

***t Vgl. des Verfassers „Fünfstell, vollst, logarithm. und trigoa. Tafeln**, Erläuterungen 93. 
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Die Rechnung wird aber wesentlich erleichtert, wenn man die hierin vorkommende 
Subtraktion eines oder mehrerer Logarithmen in Addition verwandelt, indem man statt 
dieser Logarithmen deren . dekadische Ergänzung (comfUmentum) ansetzt. Ist b von a zu 
subtrahieren, so kann man setzen: 

ö — * = ö -h p« • IG — *) — « • lo], 

und (n ' 10 ^ b) — ff • lo ist die dekadische Ergänzung von h^sscplb und b-\-cplb ist 
stets == o. Für ir • lo wShIt man dasjenige kleinste Vielfache der Zahl lo, von welchem 
die Subtraktion des absoluten Werts der Kennziffer des gegebenen Logarithmen ausfuhrbar 
ist. beispielsweise: 

lo — 10 

log^ 4 007 =5 3. 60 182 
mithin cplhg 4 007 == 6. 39 718 — 10 
oder: 

%o — »o 

log 103 99-2 000 000 = II. Ol 700 
mithm cpl iog to^ 992 000 000 =» 8* 98 300 — lo, 
Oder: 

10 — 10 

iog 0,004 007 = 7. 60 281 — 10 
mithin cpl log 0,004 007 » 2. 39 7 1 8. 

Durch Benutzung der dekadischen Ergänzungen gestaltet sich die Rechnung der obigen 
Beispiele einfacher wie folgt:*) 



^og 0,789 41 = 9- 89 730 - >o 
-h/<»^2 345 = 3. 37014 
-f. cpl log 4 379,3 = 6. 35 860— 10 

log ^ = 9. 62 604 — lOi 



-hlog^ 667 « 3. 66 904 

4-/0^567«=*- 75 358 
4- cpl log 899,1 == 7. 04 619 — 10 
+ cpl log 0,003 37 = *• 47 *37 
-h c// Ajf^ 2 3 4 3 5 = 5.63013- 10 
logB^X,^^ 983- 

In ihnlicher Weise iSfst sich die dekadische Ergänzung auch fUr andere FXIle 
geodätischer Aufgaben mit Vorteil verwenden, dergestalt dafs negative Zahlen als Differenzen 
dargestellt werden, deren Minuendes stets positiv, deren negativer Subtrahendus gleich i 
oder 10 oder einer Potenz von 10 ist, beispielsweise: x 

— 3571 = -!- 6429— 10 000 
= -h 96 429 — 100 000, 
oder: 

— 0,93 =* -f 0.07 — I 

= + 9'07 — 10 
=» -h 99,07 — xoo, 
oder: 

— 0,004 278 = -f- 0,995 722 — I 
="-+- 9^995 7"— 10 
= -+- 99/995 7^1 - loo- 

Ob der Subtrahendus gleich i oder 10 oder einer Potenz von 10 und gleich welcher 
Potenz anzunehmen ist, wird durch die aus der Art der Benutzung sich ergebenden Zweck- 
mäfsigkeitsgrUnde bestimmt. Das Niederschreiben der Subtrahenden in vorstehender Form 
wttrde jedoch sehr schwerf)Ülig sein und deshalb wird derselbe durch ein dem positiven 



*) Vgl. det Veriataen „Funist vollst, loffarithm. u. trigon. Tafeln, Erlluteruagen § 16. 
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-3571 


= 


«6429 
«96 419 


-0,93 


= 


■.07 

-9,07 

«99,07 


— 0,004 278 


=r 


-.99. 



Minuendus vorgesetztes liegendes Kreuz » kenntlich gemacht, welches eine negative Einheit 
derjenigen Stelle bedeutet» in welcher es steht. Es wird daher geschrieben: 



oder : 



oder: 



= «9.995 7»» 

= «99.995 7". 
und es ist ohne weiteres ersichtlich, dafs man auch hier 

cplzsji =«6429 
f^/0,93 = .,07 

f// 0,004 278 = ".995 7^* 

schreiben kann, da die algebraische Summe der beiden Zahlen vor und hinter dem Gleich- 
heitszeichen ebenfalls stets gleich Null ist.*) 

Vorzüglich bequem ist nach dem Vorgange der Rgl. Preufs. Landesaufnahme die An- 
wendung in Fällen, wie sie bei geometrischen Nivellements vorkommen, wo aus den Rtfck- 
wärts- und Vorwärtsablesungen an den Nivellierlatten die Höhenunterschiede von Station 
zu Station und durch Summieren der so erhaltenen Wahlen der ganze Höhenunterschied 
zwischen dem Anfangs- und Endpunkte einer Nivellementsstrecke, sowie die Höhen der 
einzelnen Stationen über dem Normalhorizonte (in Preufsen tunlichst Normalnull ^=^ N, N.) 
zu vermitteln ist, wie das nachstehende Beispiel, welches weiterer Erläuterungen nicht be- 
dürfen wird, zeigt: 





Ablesung 


Höhen- 
unter- 
schied 
Meter 


Höhe über 
Meter 




Station 


rückwärts 
Meter 


vorwärts 
Meter 


Station 


6 


x,a8i 

1,023 

t,i9S 
«.344 
t.i87 


t.37« 
ti347 
0.933 
0,890 
1.694 


.,910 
-.676 
0,365 
0,454 
«.493 


213.456 
213,366 

213,042 

213.407 

213,861 

213^354 




Zur Probe 


6,133 


6,135 


«,898 





*) Aot obiger Bedeutung des Zeichens m folgt ftir dessen Schreibweise, da& es in vertikaler 
Richtung der dekadischen Ergänzung genau an derjenigen Stelle vorgesetzt werden mufs, in welcher die 
geltende Ziffer der nächst höheren Zahlenstelle stehen würde, falls eine solche vorhandea war«, also nicht 
etwa da, wohin die algebraischen Vorzeichen gesetzt werden. In horizontaler Richtung soll es aber 
weder oberhalb noch unterhalb, sondern vor der Mitte der geltenden Ziffer stehen, z.B. k37>9^<>* ^her 
nicht- *37>9.40, auch nicht »3719,40. 
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Cin anderer Fall vorteilhafter Verwendung In der niederen GeodUie tritt ba den 
Z^lifenanpiben der rechtwinkligen Koordinaten ein, indem man das Zeichen ■, wenn man 
es auch der Vollständigkeit halber oder aus sonstigen Gründen mitschreibt, doch bei den 
meisten Gebrauchsarten vernachlissigen kann, mithin meistens nur mit positiven Werten 
arbeitet und in der positiven Richtung der Abszissen wie der Ordinaten stets wachsende, 
niemals abnehmende Zahlen werte (absolut genommen) erhält. Die Form der dekadischen 
Ergänsung läfst sich aber — im Gegensatz zu der Anwendung auf die Höhenunterschiede 
bei Nivellements — hier auf die Koordinaten unterschiede nicht immer zweckmäfsig 
ausdehnen, namentlich wo letztere bei Multiplikationen gebraucht werden, welche mit 
der dekadischen Ergänsung nicht wohl ausgeführt werden könnea Das Nähere dieserhalb 
werden die folgenden Abschnitte ergeben. 

Hat man das Zeichen ■ in dem erläuterten Sinne einmal in Gebrauch genommen, so 
würde es zulässig sein, dasselbe auch bei den Logarithmen anzuwenden, indem man z. B. schreibt: 

^g^ IT 3»' « '■ ^j ^^1 } an»t*tt 9. 78 461 - 10, 

log 0,08g 12 =» «8* 94 S07 anstatt 8- 94 507 — 10, 
cpllog 4 OQ7 = «6. 39 718 anstatt 6. 39 718 — xo. 

Die praktische Bedeutung des Zeichens ist aber hier nicht von Belang, da bei Loga- 
rithmen das Niederschreiben des Zeichens ebenso, wie bezüglich des Subtrahendus — 10 
gebräuchlich, meistens ganz entbehrlich ist, eine Vernachlässigung, welche zu Irrungen keinen 
Anlafs geben kann. 



Kap. 5. Die Begrifltebeati'minii-ng der Fehler und 
Verbesserungen. 

§10. 

Als Fehler (f) der beobachteten oder berechneten Gröfsen (g) gilt allgemeb das 
was an diesen GrOfsen zur Erfüllung ihres Solls (g) fehlt, sodafs jederzeit: 

f-g-fi. 
In demselben Sinne werden stets die Verbesserungen(v) genommen. Es ist mithin : 

9-f-V=:g, 

und f imd v haben gleiches Vorzeichen. 



Kap. 6. Die Netmerprobe. 

§11. 

Bei numerischen Rechnungen läfst sich von der sogenannten Nennerprobe oftmals 
▼Orteilhaft Gebrauch machen, um zu ermitteln, wo Rechenfehler ontergelaofen sind. DteM 
Probe besteht darin, dafs man von den in der Rechonng vorkommenden Zahlen die bei 
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der Divisum durch nean bleibenden Reste (ihre Netinerreste) bildet, mit diesen die Rechnung 
ebenso wie mit jenen Zahlen ansUlhrt und von dem Ergebnis gleichfalls nur den Neunerrest 
beibehiüt, welcher alsdann gleich sein mnls dem Neunerrest des aus den ursprünglichen 
Zahlen erhaltenen Ergebnisses. Findet diese Gleichheit nicht statt» so liegt jedenfalls ein 
Rechenfehler vor, ist aber die Gleichheit vorhanden, so kann zwar nicht mit Gewilsheit, 
aber mit grofser Wahrscheinlichkeit angenommen werden, dafs ein Rechenfehler nicht unter- 
gelaufen ist. 

Der Neunerrest einer Zahl ist gleich dem Neunerreste der Quersumme ihrer Ziffern 
and wird hierdurch sehr leicht gefunden. Beispiekweise ist die Quersumme der Zahl 46 894 
gleich 3 1 und der Rest gegen 3 X 9 ist 4. Es ist aber nicht erforderlich, die Quersumme 
▼ollständUg SU bilden, yielmehr kann man schon im Laufe der Summierung, sobald man 
über 9 liinauskommt, allein mit dem Rest Ober 9 weiter rechnen. So wUrde man in der 
Zahl 46 894 wie folgt rechnen: 

4 + 6 SS 10, Neunerrest i, 
14-8=9, •• o, 

0-4-9*» 9» » o. 

+ 4« 4, „ 4- 

Bei Detimalbrflchen wird unter Nichtberücksichtigung des Rommas der Neunerrest 
wie von einer gansen Zahl gebildet. 

Die Anwendung der Neunerprobe wird durch nachstehende Beispiele erUtutert: 

Addition. 



Snbtraktioii 



46,894 


Neunerrest 4 1 


4 -H 4 -H 7 «»«««bt 


37,011 


.. 4 


ebenfalls den Neuner« 


»5r43» 


.. 2_i 


rest 6. 



«09.347 

l8ao 

379 __ 

57 441 « 3 



179 g^o Neunerrest' Ol , . ^ .. * n 

'^ , > o -- 6 oder 9 — 6 ebenfalls <B «• 

IM 379 .. 6 J 



Multiplikation. 27 531 X 65 300 « i 797 839 600 

Neunerreste ix 5 «> $ 

Division. lüzi » 66, Rest X14. 

5" 

Hier wird die Neunerprobe sweckmftfsig umgekehrt durch Multiplikatioii 
ausgeführt, indem man rechnet: 

66 X 52a -(- 1x4 a 34 566 
Neunerreste 3 x o + 6 =» 6*. 

Abgesehen von den FKllen, in denen sich ein untergelaufener Rechenfehler mit einem 
anderen in der Neunerprobe aufheben kann und deshalb beide unentdeckt bleiben, Ufst 
diese Probe femer namentlich den etwaigen fehlerhaften Ansatz des Kommas in Deximal- 
brachen oder sonstige fehlerhafte Stellenantttse nicht hervortreten« weshalb hierauf stets 
noch besonders geachtet werden muis.*) 



') Nihtns Ober Rechenfehler •. ia Dr. A. RrSmg, ..Nene Methode mr Vecneldoic uad Auffindung Toa 
vennitteltt der Neuner'. BUer-, Siebenuaddrei&iger- und Huadeitnndeinerprobe*'. Bcdia 1855* 
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AUg. Schrdb- und Recbenregeln. 



IL 



Kap. 7. Rechtläiifge Ordnung der WinkelschenkeL 

§ 12. 

Sämtliche Winkd and Richtungen werden stets in rechtläufiger Ordnung der 
Schenkel oder Richtungslinien genommen, dergestalt, dafs dieselben bei festliegendem 
einen Schenkel oder bei festliegender Anfangs- (Null-) richtung durch die hiervon aus- 
gehende Bewegung des anderen Schenkels oder der anderen Richtungslinien von links 
— wie durch die Bewegung de? Uhrzeiger — nach rechts entstanden gedacht werden. 



Fig. 50. 



f« 




Fig. $1. 



Dementsprechend wird bei Winkelbezeichnungen immer zuerst der linke, 
zuletzt der rechte Schenkel genannt, z. B. der Winkel a, welchen mit dem 
Schenkel PPi der auf dem Punkte P in rechtläufiger Ordnung folgende 
Schenkel PP2 bildet, durch PtPPa bezeichnet, während unter PaPPt der den 
Winkel or zu an ergänzende Winkel ^ zu verstehen ist (Fig. 50). 

Die in diesem Sinne genommenen Winkel sind als positive Winkel 
anzusehen, wogegen die in rückläufiger Ordnung der Schenkel genom- 
menen Winkel a und ß (Fig. 51) als negative zu betrachten sein würden. 
Solche negative Winkel würden dann durch Zulegung von + if in positive 
Winkel umgewandelt werden können. (Vgl. auch § x Formel (i) bis (6).) 
In dem erläuterten rechtläufigen Sinne werden auch die Neigungswinkel — hier- 
unter allgemein die Winkel verstanden, welche die Linien mit der Abszissenaxe oder mit 
einer Parallelen zu dieser Axe bilden — genommen, dergestalt, dafs von der Nordrichtung 
als KuUrichtung ausgehend nach rechts gezählt wird. (Vgl § 17.) 




Kap. 8. Einige Zeiclienerkiaruiigen und Eonstanten. 

§ 13. 

A bedeutet Winket 
A bedeutet Dreieck. 
^ ist der Winkel, dessen Bogen gleich dem Radius ist 

i) Für die Teilung des Quadranten in 90« zu 60' zu 60' 
(alte Teilung » a.T.) ist: 

180 



= 3 437.746 77' 
= 406 164,806* 



und für den Radius = 1 ist die Länge des Kreisbogens: 
für I Grad = i= — j-^— = 0,017 453 191 510 




für I Minute = — = ■ 



p' 10800 

für I Sekunden — s=- 



: 0,000 290 888 109 



0' 648 000 



= 0,000004848 137 



Log. 



1.7581*263 
3.53627388 
5.31442513 

8. 24 187 737 -10 
6. 46 372 612 — 10 
4- 68 557 487 — 10 
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2) Für die Teilung des Quadranten in loo» zu 100' xu xoo' 
(neue Teilung = n. T.) ist: 



in Graden, ^ = • 
in Minuten, 9' = 



xoo 



n 
20000 



= 63,661 977 24« 
= 6 366,197724' 



2 000 000 
in Sekunden, q' = — -. = 636 619,7724* 

und für den Radius =» x ist die Länge des Kreisbogens: 



für 1 Grad = — ^ 



für I Minute : 



200 
n 



20000 
für I Sekunde = ^ = 

Q 2 000 000 



= 0,015 707 963 268 
= 0,000157079633 

= 0,000 00 X 570 796 



ir, die Ludolph'sche Zahl (so benannt nach Ludolph von Ceulen), 

beseichnet das Verhältnis des Kreisumfangs suxn Durchmesser. Sie 
ist = 3,141 59*653589793 

Als Winkelsymbol bezeichnet: 

n einen Winkel von i8o<> a. T. oder von 20o<» n. T. 

i» n » . 90° » » » • 100» „ , 

J« 1. n » 45** « » » » 50^ • » 



£<5^. 



1.80 3S8012 
3. 80 388 Ol» 
S% So 388 OZ2 

8. 19 611 988 " zo 
6. 19 611 988 — 10 
4. 19 6x1 988 — 10 

o- 49 7 «4 987 



J 
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ABSCHNITT III. 

DIE GRUNDAUFGABEN DER PUNKTBESTIMMUNGEN. 



Kap. I. Die rechtwinkligen Koordinaten im 
allgemeinen. 

§14. 

Bezeichnungen. 

Po der Nullpunkt der Koordinaten. 
/ die Ordinaten, 
X die Abszissen, und zwar: 
y,^ X, für den Punkt P,\ y», Xa fOr den Punkt Pa\ . . . yn^ Xm für den Punkt /V. 
Jy der Unterschied der Ordinaten zweier Punkte, und zwar: 

^y* - —yi +y»* ^y^ ^ - y» -hyj* ^yj - —yj-^y^ ^^«-z - - 7«-'+^«. 

^yn mm — yn -i- yM-^4' In Fällen, in denen eine bestimmtere Bezeichnung notwendig 
ist, auch: Jy/ — — ^^ -f- y,, ^y^ = — ^, -j. ^,, jyjJ • ^ y^^ yj^ jy^* 

=^-yj-^y^ — 

^x der Unterschied der Abszissen zweier Punkte, und zwar: 

dtXi =r — X/ -f. Xj, JXi — - JC, -h Jf,, Jx^ ■= — Xj-l-JP^, . . , dXn-» — — Xn-i -f-JC«, 

dxn ^ — xn ^ xn-^i' In Fällen, in denen eine bestimmtere Bezeichnung notwendig 
Ist, auch: Jxi' =? - x/ + x^, dxg' — - x*+ ■*/. ^xg^ — — xj+ xj. dx/ 

^ — Xj -h X2% . . . 

j die Länge der Strecke, und zwar: 
Si von Pi nach P2, Sj von Pj nach Pj, . . ., Sn-t von Ph—j nach Pm, Sh von /« 
nach Pn-\-/' In Fällen, in denen eine bestimmtere Bezeichnung erwünscht ist, auch 

ß der Winkel (Brechungswinkel), unter welchem zwei benachbarte Strecken an einander 
stofsen, und zwar: 
ßt der von j/-/ und St in Pj gebildete A P/^tP/Pj, ßj der von Si und sg in /l» 

gebildete A PiPgPj ßn der von j»-, und i» in /W gebildete APm^iPmPn'¥jt 

diese Wihkel stets in rcchtläufiger Ordnung der Sclyenkel genommen (§§ ti, 17). 

r der Winkel (Neigungswinkel), welchen die Strecke s mit der Abszissenachse oder 
mit einer durch P gelegten Parallele zur Abtzissenachse bildet , und zwar, wenn 
die positive Richtung derAbszissenachseoder der Parallelen zu derselben mit N be* 
zeichnet wird: 
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¥i der A NPgPg^ d. i. der Neigungswinkel der Strecke Sg^s^ PjPg im Punkte Pt; v» 
der A-NP^Pj^ d. i. der Neigungswinkel der Strecke Sa^^ PgPj im Punkte Pm; . . .; 
rn^i der /^NPn-~iPn% d. i. der Neigungswinkel der Strecke Sn-t -^ Pi^m Pn im Punkte 
Pn^i\ vn der ^NPnPn\i% d.i. der Neigungswinkel der Strecke x» » /'n i^+i im 
Punkte Pn% diese Winkel ebenfalls in rechtläufiger Schenkeldrehung genommen 
(§§ 12. 17). In Fällen, in denen es angezeigt ist, die Bedeutung eines Neigungs- 
winkels gans bestimmt zu bezeichnen, ist dem v aufser dem unteren Index (wie 
bei ¥a%,vf^ noch ein oberer Index mit der Bedeutung beigefügt, dafs zu verstehen 
ist: unter va der Neigungswinkel der Strecke Sa ^^ PaPb im Punkte Pa% also 
^NPaPb\ unter vb^ der Neigungswinkel der Strecke st/^ ^ PiPa im Punkte Pb, 
also A NPiP^. 



§15. 

Der Nullpunkt (P^ und die Abszissen achse, auf welche die Koordinaten besogen 
werden sollen, wUrden an sich ganz beliebig gewählt werden können. Aus Grilnden der 
Zweckmäfsigkeit empfiehlt es sich aber, als Abszissenachse, wenigstens bei grö&eren Ver- 
messungen, den Meridian eines Hauptvermessungspunktes zu nehmen, welcher bei umfang- 
reichen, über eine grOfsere Anzahl von Quadratmeilen ausgedehnten Koordinatensystemen 
möglichst in der Mitte der Ausdehnung des letzteren von Osten nach Westen belegen sein 
mufs. Jener Hauptvermessungspunkt pflegt dann zweckmäfsig auch zum Nullpunkte der 
Koordinaten genommen zu werden. Wie weit man ein und dasselbe Koordinatensystem mit 
Rücksicht auf die Krümmung der Erdoberfläche ohne Beeinträchtigung der Bedürfnisse der 
Praxis überhaupt ausdehnen darf, wird im Abschnitt VIII gezeigt werden. 

Für Preufsen, ausschliefslich der Hohenzollemschen Lande» sind durch die Bestimmungen 
des Centraldirektoriums der Vermessungen vom 29. Dezember 1879 ^^^ nachstehend bezeich- 
neten allgemeinen Koordinatensysteme für die Bestimmung der Lage der trigonometrischen 
und polygonometrischen Punkte bei Spezialvermessungen festgesetzt worden: 



Nr. 
des 
Koordi- 
naten- 
systems. 



KoordinatennuDpunkt« 



Geltungsbereich 

d« 

Koordinatensystems. 



Knoklinsberg, trigonometrischer Punkt 
I. Ordnung der Preuisischen Landes- 
aufnahme. 

Breite: 54- »7' 36.8055' j ,j,j 

Festlegung: Pfeiler und Platte. 
Breite: 54** 2/ 36,803' 1 PK.I, 
Länge: 39* 37' 18,354* I HD, L 

Paulinen, trigonometrischer Punkt I. Ord- 
nung der Preuisischen Landesaufnahme. 
Breite: 54^ 1/ a.,1583; }. ^^^ ^^^ 
Langes 38* 23 59»3555 ' 
Festlegung: Pfeiler und Platte. 
Breite: 54"* 17' ii,i56' \ PK, I, 
Länge: 38*23' 59.356' J HD,L 



Regierungsbezirk Gumbinnen. 
Sämtliche Kreise. 



*) Zur Erläuterung dieser* Bezeich- 
nungen 8. Bemerk. % auf Seite 46. 



Regierungsbezirk Königsberg. 
Stadt- und Landkreis Königsberg, Kreise 
Allenstein, Pr. Eylau, Fischhausen ohne 
den dazu gehörenden Teil der frischen 
Nehrung und des frischen Haff«, Fricd- 
land, Gerdanen, Heilsberg, Labiau, 
Memel, Neidenburg, Orteisburg, Oste- 
rode, Rastenburg, Röfsel und Wehlaa. 
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Grundaufgaben der Ponktbestiinniungen. 



III. 



Nr. 

des 
Koordi- 
naten- 
systems. 



Koordinatennullpunkt. 



Geltungsbereich 

des 

Koordinatensystems. 



Marknshof I» trigonometr. Punkt II. Ord- 
nung der Preu&ischen Landesaufnahme. 

Breite: 54* 03' 3 »»7*8' \ p^ j^ 
Länge: 37* 02' 141369' / * 
FesÜegung: Pfeiler und Platte. 



Tarmberg, trigonometrischer Punkt I Ord- 
nung der Preu&ischen Landesaufnahme. 

Breite: 54^ 13; 3i,8753;i hd, VU. 
Lange: 35" 47 3M975 J 
Festlegung: Pfeiler und Platte. 
Breite: 54* 13' $1,^7^' ( PK, III, 
Länge: 35* 47' 3»»499' i HD, I. 



Kauemik I, trigonometrisch. Punkt I.Ord- 
nung der Preu&ischen Landesaufnahme. 
Breite 
Länge 

Festlegung: Pfeiler und Platte. 
Breite: 53" 13' 21,593' 1 PK, 11. 
'• 37* »5' 53r»8o' i 



^: 53;*3;",595i;i HD,Vn. 
e: 37 15 53 1757M 



Länge: 



HD, L 



Thorn (Rathausturm), trigonometrischer 
Punkt I. Ordnung der Preußischen 
Landesaufnahme. 



Breite: 53*^ 00' 42,5371*1 



HD, VII. 



Länge: 36° 16' 26,1154'! 
Festlegung: eingemauerter Stein würfel 

in der nordöstlichen Turm ecke. 
Breite: 53* 00' 42,535' | PK, II, 
Länge: 36*^ 16' 26,117' | HD, L 

Heinrlohsthal, trigonometrischer Punkt 
I. Ordnung der Preußischen Landes- 
aufnahme. 

Breite: 53* 42' 46,4x18' | ^^^ ^^^ 
Länge: 35* 09' 48,3641'! ' 

Fe$stlegung: Pfeiler und Platte. 
Breite: 53* 42' 46,4"' [ PK, IH, 
Länge: 35* 09' 48.364' J HD,I. 

Gollenberg (Denkmal), trigonometrischer 
Punkt I. Ordnung der Preußischen 
Landesaufnahme. 

Breite: 54** 12' 30,8584'! PK, V, 



H'l 
H'i 



Länge: 33« 53' 46,4441'i HD, VII. 

Festlegung : Kreuzmitte. 

Breite: 54'' 12' 30,858' \ Zu PK, III 

Länge: 33*^ 53' 46,444' i gehörig. 



Regierungsbezirk Königsberg. 
Kreise Braunsberg, HeiligenbeiI,Pr.Holland, 
Mohrungen und der zum Kreise Fisch- 
hausen gehörende Teil der frischen 
Nehrung und des frischen Haff«. 

Regierungsbezirk Danzig. 
Stadikreis Danzig. Kreise Danziger Höhe 
und Danziger Niederung, Stadt- und 
Landkreis Elbing, Kreis Marienburg. 

Regierungsbezirk Danzig. 
Kreise Bereut, Du schau, Karthaus, Neu- 
stadt, Putzig, Pr. Surgard. 



Regierungsbezirk Marienwerder. 
Kreise Lobau, Rosenberg und Strasburg. 



Regierungsbezirk Marien werder. 
Stadt- und Landkreise Graudenz und 
Thorn und die Kreise Bliesen, Kulm, 
Marienwerder, Schwetz und Stuhm. 



Regierungsbezirk Köslin. 
Stadt- und Landkreis Siolp, Kreise Bütow, 
Lauenburg und Rummelsburg. 

Regierungsbeiirk Marienwerder. 
Kreise Flatow, Konitz, Schlochau und 
Tuchel. 



Regierungsbezirk Köslin. 
Kreise Beigard, Bublitz, Dramburg, Köslin, 
Kolberg-Körlin, Neustettin, Schivelbein, 
Schlawe. 

Regierungsbezirk Marienwerder. 
Kreis Deutsch-Krone. 
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Kr. 
des 
Koordi- 
naten 
Systems. 



Koordinatennullpunkt. 



Geltungsbereich 

des 

Koordinatensystems. 



12. 



X3- 



Qnesen (sfidlicher Domturm), trigono- 
metrischer Punkt L Ordnang der Preußi- 
schen Landesaufnahme. 

Breite: s^** 32' 17,5346'! PK, XI, 
Länge: 35'* 15' 40,2180'/ HD, VIL 
Festlegung: Knopfmitte. 
Breite: 52" 32' 17,535' iZuPKJII 
L&nge: 35® 15' 40,220' j gehörig. 



Josefsberg, trigonometr. Punkt I. Ord- 
nung der Preolsischen Landesaufnahme. 
Breite: 5X* 59' 15,6770'! A,X, 
Länge: 33'* 52' 01,5980'/ HD, V. 
Festlegung: Pfeiler und Platte. 
Breite: 5i'* 59' 15,676' \ früher 
Lange: 33'* 52 01,598' j Werte. 



Sobroda (kath. Kirche), trigonometrischer 
Punkt I. Ordnung der Preulsischen 
Landesaufnahme. 

«reite: 52** 13' 52,9454') A, X, 
Länge: 34* 56' 40,6334') HD/v. 
Festlegung: Nagel in der Plaitform 

des Turms. 
Breite: 52® 13' 52,945' l fr"*»«' 
Länge: 34' 56 40.635' j Weite. 



Psohow (ostlicher Kirchturm), trigono- 
metrischer Punkt I. Ordnung der Preußi- 
schen Landesaufnahme. 

Breite: 50° 02' 31,4356*1 A, VII, 
Länge: 36** 03' 45,9849'J HD, V. 
Festlegung: Helmstange. 

Breite: 50* 02' 31,475' | früher 
Tr ^Lc / «. I gebrauchte 

Länge: 36* 03' 45*998 ' Werte. 



Rommelsberg (Aussichtsturm), trigono- 
metrischer Punkt I. Ordnung der Preußi- 
schen Landesaufnahme. 

Breite: 50** 4*' ",6833' \ A, VIII, 
Länge: 34"* 46' 44,4210'/ HD, V. 
Festlegung: Nur exsentrisch be- 
zeichnet. 

Breite: 50* 42' 12,681' 1 früher 
T« o c' f ««brauchte 

Länge: 34 46 44»4*i i Werte. 



Regierungsbezirk Bromberg. 
Sämtliche Kreise, mit Ausnahme der 
Kreise Czarnikau und Filehne. 



Regierungsbezirk Frankfurt a. O. 
Kreise Arnswalde, Friedeberg und 
Zttllichau. 

Regierungsbezirk Bromberg. 
Kreise Czarnikau und Filehne. 

Regierungsbesirk Posen. 
Kreise Birnbaum, Bomst, Fraustadt, Grätz, 
Kosten, Lissa, Meseritz, Neutomischel, 
Samter, Schmiegel und Schwerin a. W. 



Regierungsbezirk Posen. 
Stadtkreis Posen. Kreise Adelnau, Gostyn, 
Jarotschin, Kempen, Koschmin, Kroto* 
schin, Obornik, Ostrowo, Pleschen, 
Posen Ost, Posen Wcsi, Rawitsch, 
Schildberg, Schrimm, Schroda und 
Wreschen. 



Regierungsbezirk Oppeln. 
Sämtliche Kreise, mit Ausnahme der 
Kreise Groitkau und Neifse. 



Regierungsbezirk Breslau. 
Sämtliche Kreise. 

Regierungsbezirk Oppeln. 
Kreise Grottkau und Neilse. 
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Gruodaafgaben der PnnktbestimmiingeD. 



m. 



n 



Nr. 
des 
Koordi- 
naten* 
Systems. 



Koordinatennallpankt 



Geltungsbereich 

des 

Roordinatensystemi. 



14- 



15. 



16. 



17. 



18. 



«9- 



OröditZberg I, trigonometrischer Pnnkt 
I. Ordnung der Preußischen Landes- 
aufnahme. 

Breite: 51* 10' 41,4963*1 A, IX. 

Lange: 33" 15' 40,575«'/ HD,V. 

Festlegung: Pfeiler und Platte. 

Breite: 51' 10' 41,496' \ frtih«r 

,. ] gebrauchte 
Lange: 33*" »5 40.376 I Werte 

Kaltenborn, trigonometrischer Punkt 
L Ordnung der Preu&ischen Landes- 
aufnahme. 

Breiie: 51* 55* 44.5335*1 A. XII, 
Länge: 31* 19' 43.6659'f HD. V 
Festlegung: Pfeiler und Platte. 



Bahn I» trigonometrischer Punkt I. Ord- 
nung der Preußischen Landesaufnahme. 
Breite: 53* 06' 06,6450' | PK. V, 
Länge: 3i' aa' 05,2034' / HD, VIL 
Festlegung: Pfeiler und Platte. 

Breite: 53* 06' 06,645' I früher 
• - ^ c . . «ehrauchte 

Lange: 32 la 05,203' | Werte. 

Oreifiswald (Nikolaikirche), trigonome- 
trischer Punkt L Ordnung der Preußi- 
schen Landesaufnahme. 

Breite: 54** 05' 49.1594*1 PK, VI, 

Lange: 31* 02' 43.7053'! HD VIL 

Festlegung: Turmknopf. 

Breite: 54** 05' 49. «59' 

Länge: 31* 02' 43.705' 



l früher 
) gebrauchte 
I Werte. 



MÜ^gelsberg, trigonometrischer Punkt 
I. Ordnung der Preufsischen Landes* 
aufnähme. 

Breite. 52* 25' 07,1338' J A. XIII, 
Länge; 31*» 17' 37.933»'/ HD, VU. 
Festlegung: Pfeiler und Platte. 
Breite: 52* 25' 07,134' | früher 
Lange: 3x' 17 37.933 I Werte. 



Qötzer Berg, trigonometrischer Punkt 
I. Ordnung der Preulsischen Landes- 
aufnahme. 

Breite: 52' 26' 14,1346'! A. XIIL 

Länge: 30* 23' 43,7870'/ HD, IV. 

Festlegung: Pfeiler und Platte. 

Breite: 52° 26' 14,135' 1 froh«' 

f .. o * ^ a f gebrauchte 

Lange: 30" 23 43.787 I w«ru. 



Regierungsbezirk Liegnits. 
Sämtliche Kreise, mit Ausnahme des Stadt- 
nnd Landkreises Görlitz, sowie der Kreise 
Hoyerswerda, Rotbenbarg nad Sagan. 



Regierungsbesfrk Frankfurt «• O. 
Sämtliche Kreise, mit Ausnahme der 
Kreise Arnswalde, Friedeberg, Züllichau 
und Luckau. 

Regierungsbezirk Liegnit& 

Sudt- und Landkreis Görlitz und die Kreise 

Hoyerswerda, Rotbenbarg und Sagan. 

Regierungsbezirk Stettin. 
Sämtliche Kreise, mit Aosnahme der Kreise 
Anklam und Demmin. 



Regiemngsbesirk Stralsund. 
Sämtliche Kreise. 

Regierungsbezirk Stettin. 
Kreise Anklam und Demmia« 



Stadt Berlin. 
Regierangsbezirk Potsdam. 
Stadtkreise Charlottenburg, Schoneberg 
und Rizdorf und die Kreise Angerm finde, 
Oberbarnim, Niederbamim, Beeskow- 
Storkow, Juterbog-Luckenwalde, Frenz- 
lau, Teltow und Templin. 



Regierangsbesirk Potsdam. 
Stadtkreise Brandenburg, Potsdam and 
Spandau und die Kreise Osthavellaod, 
\Vestbavelland, Ostprignitz, Ruppin and 
Zauch-Belzig. 
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Nr. 

des 

Koordi* 

naten- 

systemi. 



KoordiiiateDnallpankt 



Geltungsbereich 

des 

Koordinatensystems. 



10. 



%%. 



*3- 



Torgau (Stadtkirche), trigonometrischer 
Punkt I. Ordnung der Preu&ibchen 
Landesaufnahme. 

Breite: 51* 33' 40,9038*1 A.XV. 
Länge: 30* 40' 27,3695'! HD, VL 
Festlegung: Helmstange unterm Turm- 
knopfe. 

Burkersroda (Kirchturm), trigonometri« 
scher Punkt I. Ordnung der Preußischen 
Landesaufnahme. 

Breite: 51* xo' 35,6276'! A,XV, 
Lange: 29® iS' 29,0172* j HD, VL 
Festlegung: Helmstange. 



Inselsberg, trigonometrischer Punkt I Ord- 
nung der Preubischen Landesaufnahme. 
Breite: 50® 51' 08,5674'! A.XVI, 
Länge: 28* 08' 03,9542'/HD.Viu.VIL 
Festlegung: Pfeiler und Platte. 
Breite: 50* 51' 07,69'! TrianguUtion 
Länge: 28* 08' 00,31'/ ▼<>"ThüriDg«n. 

Zentrum des im Jahre 1887 abge- 
brochenen steinernen Turmes. 



*5- 



Magdeburg (nordlicher Domturm), trigo- 
nometrischer Punkt L Ordnung der 
Preuisischen Landesaufnahme. 

Breite: 52** 07' 34,5112' ( A, XIV, 
Länge: 29* 18' 07,8117'i HD,VL 
Festlegung: Fuli des Kreuxei. 



Ostenfeldl, trigonometrischer Punkt LOrd- 
nung der Preuisischen Landesaufnahme. 



Breite: 54* 28' 12,6744'! ^^^^ ^jj 

Breite: 54^ aS' .2,675; | p^^, 
Länge: 26' 54' 02,798' / ' ' 



Länge: 26® 54' 02,7995 
Festlegung: Pfeiler und Platte. 



Ratbkrügen, trigonometrischer Punkt 
I. Ordnung der Preuisischen Landes- 
aufnahme. 



Breite: 53* 49' 06,2x71' 
Länge: 27« 42' 31,9268 



:i 



HD,vn. 



Festlegung; Pfeiler und Platte. 

Breite: 53« 49] 06 «7; | pK.iv*) 
Länge: 27"* 42' 31,926' j ^ 



Regierungsbezirk Merseburg. 

Kreise Bitterfeld, Delitxsch, Liebenwerda, 

Schweinitz, Torgau und Wittenberg. 

Regierungsbezirk Frankfurt a. O. 
Kreis Luckan. 



Regierungsbezirk Merseburg. 
Stadtkreise Halle, Weilsenfeis und Zeitr, 
Gebirgs- und Seekreis Mansfeld, Kreise 
Eckartsberga, Merseburg, Naumburg, 
Querfurt, Saalkreis, Sangerhausen, Wei- 
benfels Land und Zeitz Land. 

Regierungsbezirk Erfurt. 
Kreis Ziegenruck. 

Regierungsbezirk Erfurt 
Sämtliche Kreise mit Ausnahme des Kreises 
Ziegeniück und der zum Kreise Graf- 
schaft Hohenstein gehörenden Enklave 
Benneckenstein. 

Regierungsbexirk Kassel. 
Kreis Schmalkalden. 



Regierungsbezirk Magdeburg. 
Sämtliche Kreise mit Ausnahme des Stadt- 
und Landkreises Halberstadt, des Kreises 
Wernigerode und der zum Kreise 
Gardelegen gehörenden Enklaven Wolfs- 
bnrg, Helslingen und Hehlingen. 

Regierungsbezirk Potsdanu 
Kreis Westprignitz. 

Regierungsbezirk Lüneburg. 
Kreise Dannenberg und Lüchow. 

Regierungsbezirk Schleswig. 
Stadt- und Landkreis Flensburg und die 
Kreise Apenrade, Eckernförde, Eiderstedt, 
Hadersleben, Husum, Schleswig, Sonder- 
burg, Tondern, Norderdithmarschen, 
Soderdilbmarschen und Rendsburg. 

*) S. Bemerk« 3 auf Seite 46. 

Regierungsbezirk Schleswig. 
Stadtkreise Altona, Neumünster, Kiel und 
Wandsbeck und die Kreise Kiel Land, 
Pinneberg, Segeberg, Steinburg und 
Stormarn. 



*) S. Bemerk. 3 auf Seite 46. 
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I Nr. 
des 
Koordi- 
I naten- 
j Systems. 



Koordinaten nuUpankt. 



Geltungsbereich 

des 

Koordinatensystems. 



a6. Bnngsber^ (Aussichtsturm), trigonome- 
trischer Punkt I. Ordnung der Prcufsi- 
schen Landesaufnahme. 

Breite: 54; •*; 39.9835; | „d, VlI. 
Lange: a8 «3 34»9"5 i 
Festlegung: Nur exzentrisch bezeichnet. 
Breite: 54» 14' 39,983' ^ 
Länge: ag" 43' 34,911' r'^'"' ' 

17. Gelle (Stadtkirche), trigonometrischer 
Punkt L Ordnung der Preulsischen 
Landesaufnahme. 

Breite: 51° 37' 32,6709' | A.XVIH, 
Länge: 27" 44' 54,8477' J HD, VL 
Festlegung: Turmspitze. 

Breite: Si° %7' 3*,9*4' 1 Hannover- 
T« o / . }. che Lande- 

Länge: 27 44 44i733 I Vermessung. 



aS. Kaltenbom, trigonometr. Punkt IL Ord- 
nung der Preußischen Landesaufnahme. 
Breite: 5«; 4/ 47.«*o;i ^^ 

Lasge: 27 56 28,1079*1 
Festlegung: Pfeiler und Platte. 

1 Isolierte Tri- 

Länge: a;' 56' *4,36V ^LnÄ:: 

) aulnahme, 

29. Silberberg, trigonometr. Punkt I. Ord- 
nung der Preulsischen Landesaufnahme. 

Breite: 53** 43' 52,4446* ( A, XVIII, 

Länge: 26« 43' *7,8973'/ HD, VIIL 

Festlegung : Pfeiler und Platte. 

Breite: 53" 43' 52,78?' 1 Hannover- 

lo / ! , } »che Landes. 

Lange: 26'* 43 I7»7Sl* J Vermessung. 

30. Windberg, trigonometrischer Punkt I. Ord- 
nung der Preulsischen Landesaufnahme. 

Breite: 52** 52' 51,1814' | A, XIX, 

Länge: 25° 11' 50,2361*1 HD, VIIL 

Festlegung: Pfeiler und Platte. 

Breite: 52** 52' 51,566* ) Hannover- 
Y " o / ^ /-a t •<=**« Landes- 

Lange: 25' XI 39,876' I Vermessung. 

31. Hennaimsdexikziial, trigonometrischer 
Punkt I. Ordnung der Preulsischen 
Landesaufnahme. 

Breite: 51** 54' 46,8593* | A, XVIL 
Länge: 26' 30' 25,8667*/ HD, VIIL 
Festlegung: Mitte des Denkmals. 
Breite: 51® 54' 47,182' \ Kataster- 
Länge: 26** 30' 16,647* i guütro'n. 



Regierungsbezirk Schleswig. 
Kreise Plön, Oldenburg und Herzogtum 
Lauenburg. 



*) S. Bemerk. 3 auf Seite 46. 

Regierungsbezirk Lüneburg. 
Sämtliche Kreise, mit Ausnahme der Kreise 

Dannenberg und Lüchow. 
Regierungsbezirk Hannover. 
Stadt- und Landkreise Hannover und 

Linden, Kreis Hameln mit Ausnahme 

der Enklave PoUe, sowie Kreise Springe 

und Neustadt a. R. 

Re*;ierungsbezirk Magdeburg. 
Die zum Kreise Gardelegen gehörenden 

Enklaven Wolfsburg, Helslingen und 

Hehlingen. 

Regierungsbezirk Hildesheim. 
Sämtliche Kreise. 

Regierungsbezirk Erfurt 
Die zum Kreise Grafschaft Hohenstein ge- 
hörende Enklave Benneckensiein. 

Regierungsbezirk Magdeburg. 
Stadt- und Landkreis Halberstadt und 
Kreis Wernigerode. 

Regierungsbezirk Stade. 
Sämiüclie Kreisle. 

Regierungsbezirk Hannover. > 
Kreise Diepholz, Hoya, Nienburg, Stolzenau, 
Sulingen und Syke. 



Regierungsbezirke Aurich 
und Osnabrück. 
Sämtliche Kreise. 



Regierungsbezirk Minden. 
Sämtliche Krei;»e. 

Regierungsbezirk Kassel. 
Kreis Rinteln. 

Regierungsbezirk Hannover. 

Die zum Kreise Hameln gehörende Enklave 
PoUe. 
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3*. 



33. 



34. 



35. 



36. 



37. 



Münster (Oberwasserkirche), 
trischer Punkt I. Ordnung 
sehen Landesaufnahme. 
Breite: 51° 57' 55,7151' 
Länge: 25"* 17' 24,0598' 
Festlegung: Turmmitte. 
Breite: 51® 57' 56,016' 
Länge: 25" 17' 14,37a' 
Boolmm (Peter- Paul- Kirche), 
trischer Punkt II. Ordnung 
sehen Landesaufnahme. 
Breite: 51* 29' 01,4472' 
Länge: 24® 53' 16,1696' 
Festlegung: Turmknopf. 

Breite: 51* 29' 01,2540' 
Länge: 24® 53' 16,0590' 



trigonome- 
der Preufsi- 

A,XX, 

HD, VIII. 



1 Kataster. 
> trian- 
i gulatioD. 

trigonome- 

der Preuisi- 



A, XX. 



Triangulation 
des I>oitinun- 
der Kohlen- 
febieu, 1876. 



Homert, trigonometrischer Punkt I. Oid- 
nung der Preußischen Landesaufnahme. 
Breite: 51** 15' 53.^853*1 A. XX, 
Länge: 25** 46' 24.7338'/ HD, IX. 
Festlegung: Pfeiler und Platte. 
Breite: 51** 15' 52,27' [ Kataster- 
Länge: 25** 46' 18,39' ' gulation. 

Kassel (Martinskirche, südlicher Haupt- 
turm>, trigonometrischer Punkt II. Ord- 
nung der Preufsischen Landesaufnahme. 

Breite: S'^ '9; o6,4736;i ^I. 

Lange: 27 10 07,3106 j 
Festlegung: Turmknopf. 

Breite: 5.» 19' 06,509' IpISTuf- 
Länge: .7' 09' 56,956' ft^^:' 
Punkt auf der Brüstung der untersten 
Turmgallerie. 

Sohanmbnrg (Schloft), trigonometrischer 
Punkt II. Ordnung der Preußischen 
Landesaufnahme. 

Breite: 50* 20' 25,7627'! ^ ^^^ 
Länge: 25* 38' 41,0936'/ ' 
Festlegung: Tnrmmitte. 

Breite: 50" 20' 23,63' | Nassauische 

o / , . ? Landes- 
Lange: 25" 38 29,61' j Vermessung. 

Flackert, trigonometrischer Punkt I. Ord- 
nung der Preulsischen Landesaufnahme. 
Breite: 50** ix' 15,4516'! A.XXIII, 
Länge: 25** 16' 21,3944') HD, IX. 
Festlegung: Steinpfeiler. 
Breite : 5o<> x i ' 1 5 ,5 8 1 ' | EuropäUche 
: o" 30' 26,474' ( ^"^- ., 



Länge 

östL von d. Bonner Sternwarte 



messung.*) 



Regierungsbezirk Münster. 
Stadt- und Landkreis Münster, Kreise 
Beckum, Steinfurt, Tecklenburg und 
Warendorf. 



Regierungsbesirk Münster. 

Stadt- und Landkreis Recklinghausen und 
die Kreise Ahaus, Borken, Koesfeld 
und Lüdinghausen. 
Regierungsbezirk Arnsberg. 

Stadt- und Landkreise Bochum, Dortmund, 
Hagen, Hamm und Gelsenkirchen, Stadt- 
kreis Witten und die Kreise Hattingen, 
Horde, Iserlohn und Schwelm. 
Regierungsbezirk Düsseldorf. 

Stadt- und Landkreis Essen. 

Regierungsbezirk Arnsberg. 

Kreise Altena, Arnsberg, Brilon, Lippstadt, 
Meschede, Olpe, Siegen, Soest und Witt- 
genstein. 



Regierungsbezirk Kassel. 
Samtliche Kreise, mit Ausnahme der Kreise | 
Rinteln und Schmalkalden. 



Regierungsbezirk Wiesbaden. 
Sämtliche Kreise. 

Regierungsbezirk Koblenz. 
Kreis Wetzlar. 



Regierungsbezirk Koblenz. 
Sämtliche Kreise, mit Ausnahme des Kreises 
Wetzlar. 



*) S. Bemerk, bei No. 39. 
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aaien- 
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des 

Koordinatensystems. 



Regierungsbezirke Köln und 
Düsseldorf. 

Sfimtliche Kreise, mit Ausnahme des Stadt- 
und Landkreises Essen. 



*) S Bemerk bei No. 39. 



Regierungsbesirk Aachen. 
Sämtlicbe Kreise. 



*) Die bei den Kataitemeumeuungen benutzten 
geogr. Koord. der Europ. Gradmessung sind schrift- 
liehen Mitteilungen des Geod. Insdtau entnommen. 
Sie weichen ab von den in der Publikation des 
Geod. Instiiuu .Das rhein. Dreiecksnetz, III. Heft" 
mit zwei Dezimalstellen der Sekunde gegebenen 
geograph. Koord. 



Regierungsbezirk Trier. 
Sämtliche Kreise. 



38. Köln (Dom, Dachreiter), trigonometrischer 
Punkt I. Ordnung der Preufsiscben 
Landesaufnahme. 

Breite: 50" 56' 33,a6o7M A, XXII, 

ULnge: 24' 37' 3a,3i36'| HD. IX. 

Festlegung: Spitze des Dachreiters. 

Breite: 50^ 56' 33,346' | g^päUche 

Lange: o® 08' 11.715' } Grad- ^ 

westl. ▼. d. Bonner Sternwarte.) "*•••""'• ', 

Der Punkt ist nicht identisch mit dem 
Punkte der Landesaufnahme. 

39* Langsohofs, trigonometrischer Punkt 
I. Ordnung der Preufsiscben Landes- 
aufnahme. 

Breite: 50* 40' 02,5936' \ A, XXII, 

Lange: 23** 57' 21,6853'/ HD, IX. 

Festlegung: Pfeiler und Platte. 

Breite: 50« 40' 01,667' U^ai,ehe 

Länge: o* 48' 33.^85* } ^^^ ,. 

westl. T. d. Bonner Sternwarte. 1 "*"""*• 

Der Punkt ist nicht identisch mit 
dem Punkte der Landesaufnahme. 

40. Rissenthal, Punkt II. Ordnung der 
Preufsiscben Landesaufnahme. 

Breite: 49* «8' 40,8655' j xill. 

Lanf;e: 14 15 31,1162 | 
Festlegung: Pfeiler und Platte. 

Breite: 49*" 28' 40,8762* I Triangulation 
T H o i i I ^on Elsaft. . 

Länge: 24*25 3i#i433 I Lothringen.! 

Bemerkungen: 

1. Bei Berechnung der rechtwinkligen Koordinaten aus den geographischen Koor- 
dinaten (vgl. Abschnitt VIII) darf nicht übersehen werden, da(s in diese Rechnung für 
den Koordinatennullpunkt und für die Punkte, um deren Berechnung es sich handelt 
gleichartige geographische Koordinaten, d.h. solche, die durch eine einheitlich be- 
rechnete Triangulation bestimmt worden sind, eingeführt werden müssen. Sollen 
also Punkte aus geographischen Koordinaten berechnet werden, die nicht durch die neuere 
Landesaufnahme bestimmt worden sind, so dürfen auch für den Nullpunkt nicht geo- 
graphische Koordinaten der letzteren Art benutzt werden und umgekehrt. 

2. In vorstehendem Verzeichnis ist bei allen geographischen Koordinaten ange- 
geben, woher sie entnommen sind. Für die VeröfTentlichungen der Preuisischen Landes- 
aufnahme sind folgende abgekürzte Bezeichnungen eingeführt: 

HD « Hauptdreiecke, 

PKss Polarkoordinaten, geographische Koordinaten und Hohen, 
A BS Abrisse, Koordinaten und Höhen, 
L n. in. . . . S3 Nummer des Teils der Veröffentlichungen. 

3. Den bei der Grnndsteuerveranlagung in Schleswig-Holstein ausgeführten Neu- 
messnngen liegen von der Preuisischen Landesaufnahme berechnete rechtwinklige Koordi- 
naten zu Grunde, die nicht genau übereinstimmen mit den rechtwinkligen Koordinaten, 
die sich aus den in PK, IV enthaltenen geographischen Koordinaten ergeben. Die erst- 
gedachten rechtwinkligen Koordinaten müssen aber auch für weitere Neumessungen bei- 
behalten werden, um die Einheitlichkeit der Punktbestimmungen nicht zu stören. 
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' Berechn. d. Koord. aus Neigungswinkel u. StreckenUsge. 



§16. 

In den nachfolgenden Berechnungen ist stets die positive Richtimg der Abszissen in 



Fig. 5«. 



WbsI- 



7 Ä 



iCSs^t 




09* 



2rT-°^ 



2»! / 



die Nordrichtung, die negative Richtung derselben in die 
Sudrichtung des Meridians gelegt. Die Ordinaten sind in 
der Richtung nach Osten positiv, nach Westen negativ ge- 
zählt. Die Abteilung von Norden bis Osten entspricht 
daher dem I. Quadranten, die Abteilung von Osten bis Süden 
dem II., die Abteilung von Süden bis Westen dem III., die 
Abteilung von Westen bis Norden dem IV. Quadranten. 
(Fig. 52.) Diese Anordnung der • Quadranten , welche in 
Preufsen bei den Katastervermessungen seit länger als 
achtzig Jahren im Gebrauch, bei den übrigen Vermessungen 
in neuerer Zeit ebenfalls allgemein eingeführt ist*), stimmt- 
mit der gebräuchlichen Orientierung der Landkarten, sowie (für unsere Lage auf dem Erd- 
körper) mit der Zählung der geographischen Breiten und Längen, überein; sie numeriert 
die Quadranten in rechtläu6ger, d. i. derjenigen Ordnung, welche wir auf unseren Uhren in 
der Bewegung der Zeiger und in der Aufeinanderfolge der Stundenzahlen zu sehen gewohnt 
sind; sie schliefst sich somit an jedermann geläufige Vorstellungen an und wird sich daher 
als besonders zweckdienlich und natürlich empfehlen. 

In manchen anderen Ländern hat man eine andere Ordnung gewählt, oä^ilich ent- 
weder die positive Richtung der Abszissen, zwar ebenfalls in die Nordrichtung gelegt, dann 
aber die Quadranten von Norden über Westen nach Süden und Osten gezählt, oder die 
positive Abszissenrichtung in die Südrichtung, die negative in die Nordrichtung gelegt, u. s. w. 



ßwL 



Kap. 2. Die BerechnTing der Koordinaten aus 
Neigungswinkel und Streckenlänge. 



««. 53. 



X* 



.r^ 



^ 



r 



9U* V 



^TT'f* 



x+ 



Für einzelne Punkte. 

§ 17. 

Gegeben: Die rechtwinkligen Koordinateh ^«,' Xa 
des Punktes Pa, der Neigungswinkel ^ der Strecke PaP 
gegen die ^- Achse beziehungsweise gegen die durch Pa ge- 
zogene Parallele PaN zur jr- Achse, endlich die Strecke 
PaP^s. (Fig. 53.) 

Gesucht: Die Koordinaten /, x des Punktes P, 

Rechenformeln. 
{t) ^yr=.ssmv. 1(3) y^ya-^^y^ 

( a ) /ix SS scosy. 1(4) xssxa-h dx, 

Ist der Neigungswinkel y nicht unmittelbar gegeben, 
ist vielmehr der Neigungswinkel ya einer anderen von 
Pa ausgehenden Strecke PaPl^ und dazu der Winkel ß 



^ § « der Bfwhnmungtl i des Zentnldirektoriums der Vermessungen vom 9g. Desember Z879 ö^' <*«** 
Anichlufi der Spetialvermeistmgen an tSe trigonometrische Ludesaufnahme. 



Digitized by 



Google 



48 
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111 



(Brechungswinkel) bekannt, welchen PaP mit PaPb bildet (Fig. 54), so wird hieraus der 
Neigungswinkel v der Strecke PaP gefunden durch 



Fi«. 54. 



(5) 



v=va'^{ 




Die Neigungswinkel sind, wie bereits im § 12 erwähnt ist und hier noch- 
mals betont wird, bei der angenommenen Art der Zählung der Koordinafen 
immer von links nach rechts, und zwar so zu nehmen, dafs sie als durch 
die Drehung der positiven Richtung der Abszissenachsein rechtläufigem 
Sinne bis zum ^sammen fallen mit der betreffenden Strecke entstanden 
gedacht werden. In demselben Sinne mufs, wenn die Formel (5) für v 
anwendbar sein soll, der Brechungswinkel /9 genommen, also von der 
Richtung, deren Neigung va gegeben ist, ab von links nach rechts bis 
zu der Strecke PaP gezählt werden. Wird die Summe va-^ß gröfser als iw, so ist 
aw abzuziehen. Die Vorzeichen der Koordinatenunterschiede dy^ Jx werden durch das 
Vorzeichen von Sinus» Cosinus, und dieses durch den Quadranten bestimmt, in welchen 
V fUllt, wie solche» in Fig. 53 angedeutet ist (§ 16). 

In vorstehendem Falle ist der Neigungswinkel va der Strecke PaPb im Punkte Pa 

genommen worden, und er wird für diesen Fall, wie unter den allgemeinen Bezeichnungen 

im § 14 bereits angeführt ist, erschöpfender mit va bezeichnet. Wird derselbe im anderen 

Endpunkte Pb der Strecke PbPa, also als vt^ genommen gedacht 

(Fig. 55), so besteht zwischen va und vff* die Beziehung: 

b 



Pi£. s.<- 




ya 
vb' 



Va ± n. 



Von den beiden Vorzeichen von n kann man nach Belieben das 
eine oder das andere wählen , da vb^ + n von vb^ — n , und ebenso 
Va -^n von ra — n um an verschieden ist, die Funktionen zweier 
Winkel aber, deren Differenz gleich db»« ist, gleich sind. 

Aus jener Beziehung folgt , dafs, wenn in dem obigen Falle vb^ 
gegeben gewesen wäre, man v gefunden haben würde nach der Formel: 



(8) 



i.= vi^-H/S±n. 



Beispiel. Gegeben für den Dreieckspunki Ulstrup als Pa die Koordinaten: 

ya= ao 263,29 ro 

Xa= ■38 9X*,82ni 

und der Neigungswinkel va^ der Strecke Ulstrup— GlUcksburg = 37° ig" 02*, endlich der 
Winkel (/J) GlUcksburg — Ulstrup - OxbüH = 1 12046' 08' und die Entfernung (s) Ulstrup 
— Oxbüll= 1275,21"». Es sollen die Koordinaten y, x des Punktes (/>) OxbUU berechnet 
werden. Es ist: 



Va^ = 370l8'o2' 

ß= 112046'os* 

y t=s 150*04' 10' 



^0 = 10263,29» 

^y =g -h 636,26 
jf = 20 899,55 



/ö^ sin y = 9. 69 805 
log 5= 3. 10558 
log cos V = 9. 93 783» 
logjy =S5 log(s sin p) = 2. 80 363 
logdx = log{s cos v) = 3. 04 341 « 
JPä= «38912,82» 
^/;C3S — I 105,12 
*= «37807,70 
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Für die Brediungspunkte polygonaler Züge. 

§ 18. 

Gelben yi, x, fUr Pr, die Brechungswinkel ^a, ßj, $41 ••• ßn '••; die Strecken St, s$, 
Sj, ... sn—i, • . •; der erste Neigungswinkel vi (Fig. 56). 

Fig. 56. 
II 

x4 









^^ 



y« 



vi 




(O 



(*) 



^^/ «» X/ xm y/. 





Recheoformela. 


¥t 


as^i. 


f^0 


«•'i + iJ^diÄ. 


^J 


^y:, + ß3±n. 


^4 


^^j + ß4±n. 


vn^t 


=a »»«—;? H- ßn-'i dz n* 


vn 


« Kji-1 -hßH±n 



äyn-i 



SSM sin vn» 



(3) dxt^Sieos¥t* 

dXg SS Sg cos V9» 
JXjss^SjCOSVj. 

dxn-^ a=s sn^t cos v$^f 
dxn B» Sn cos Vn* 
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(4) ^/«>/- 


• 


(5) 


Xi s=» Jt/. 


yM^yi-^^yi- 








ys^y^-^^y^ 






jy^j^j-^^yj- 






X4^Xj-^JXj. 


• 






• 


ym -■ yn-i + ^ym^f 






Xh = Xn—f 4- ^xm^f 


yn^^yn-^-dyn» 






XM+i^XM-h^Xn. 


Die Anwendung dieser Formeln ist 


an dem auf Seite 50 und 51 abgedruckten, auf- 1 


die Figur 56 besUglichen Beispiele cur Anschauung gebracht, in welchem die Koordinaten 11 


für Pt , dlmlich ^, « + toy,i% und ;ci « + 5 xo, 34, ferner der Neigungswinkel p/ = 45*40,3', 1 


sowie die In Spalte 4 and 6 eingetragenen Brechungswinkel ß und Streckenlängen s als ge* || 


gebesi xoniusgesettt sioid. 




Koordinaten- 


1 

1 

2 


1 
1 

i 


^1 


Brechongs- 
winkel 


Neigungen 
'hßm±n. 


Strecke 


logcoi¥n' 


logsusinvn' 
iogsncosvff 


Ordinaten- 

untcrschied 

Jyn 

^Snsmyn^ 


Abszissen- 
unterschied 
Jxn 




Pn 


e * 


• 


Meter. 






+ 1 - 


+ 1 - 


X. 


2. 


3- 


4- 


5- 


6. 


7. 


8. 


9- 


10. 


X 

1 


I 
2 

3 
4 
5 
n — X 
n 




(4540.3) 
107 39,» 


4540,3 


I43i87 
171.14 
222,85 
157.62 
196,16 
238.00 
170,08 


9-85 45 
2. 15 80 
9-84 43 


2.0X 25 
2.0023 


102,92 

163,95 
98,4* 

x69,io 


"».57 

»»5.85 
x62,40 


100,53 
49." 

50,41 


i99i95 
"0.33 

99*43! 

I00.28 


73 19.5 


9-98 13 
a.2334 
9- 45 78 


2. 2X 47 

1.69 X2 


a6o »7,9 


153 47.4 


9-6451 
2. 34 80 
9. 95 *9« 


X.993X 
2. 30 09« 


15M7.0 

74 53i3 

304 i7i3 

• ■ 


225 34,4 


9. 85 38if 
2. X9 76 

9. 84 51« 


2.05x4« 

a. 04 27„ 


12027,7 


9-93 55 
2. 29 26 

9-7049« 


2.228X 
I- 99 75« 


24505,0 


9- 95 76« 
2,3766 
9. 62 46« 


a. 33 44« 
2. 00 12» 


287 14,6 


9. 98 00>f 
2. 23 06 
9- 47 19 


2. 2X 06» 
1.7025 




\^y\^ 


1367 14,6 


534»39l49o,8a 


200,05 


509,99 


43.5/ |[^*]=309»94| 
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Für den Ansatz der Brechungswinkel ist auch hier sorgfältig zu beachten, dais d&e^ 
selben ebenso wie die Neigungswinkel in rechtläufigem Sinne, wie solches in der Figi&t 56 
angedeutet ist, gezählt werden. Durch die schrittweise Addition der Brechungswinkel p %ti 
der Anfanganeigung v/ unter jedesmaliger HinzufUgung von =i: n nach den Förmeih (i) 
werden nach und nach alle Neigungswinkel v erhalten. Ergibt sich hierbei ein Neigungs- 
winkel >27f, so wird allein der *Überschu(s über 7,n beibehalten.. Der umgekehrte Fall, 
dafs sich ein negativer Neigungswinkel ergeben würde, kann durch die Wahl des oberen 
Zeichens in db ^ jederzeit vermiedenr werden. In der Spalte 4 der Brechungswinkel ist die 
Anfangsneigung y/ SS 450 40/3'' tnit 'Vorgetragen und in die Summe .[/9] mit aufgenommen. 
Indem von dieser Summe soviel mal n, als Brechungswinkel vorhanden sind, subtrahiert 
wird, muCs .sich die Schlufsneigung entweder übereinstimmend mit Sp. 5 oder doch nur um 
%ir oder um ein Vielfaches von «tt verschieden ergeben. Dies ist in dexti Beispiele der 
Fall, da aus 

[/J] = 13670 14,6' 
• — 6n =s logooOjO 



be.rechnun'g. 



Ordinate 
4- I Meter. 



II. 



207,12 



310,04 



473'99 



57MI 



459^84 



Abszisse 
4- I Meter. 



12. 



6i8,94 1+ 4501*7 



5iOr34 



610,87 



659*98 



460,03 



No. 
des 
Punk- 
tes. 



13- 



349,70 



4- 413.09 



250,69 



I49»99 



200,40 



«— I 



«H-i 



287*» 14.6' 

wie in Sp. 5 erhalten wird, wodutch die rechlitin^ 
roäfsige Richtigkeit der Ableitung aller Neigungswinkel v 
sichergestellt ist. 

Eine ähnliche Rechenprobe erhält maq für die nach 
(4) und (5) zu bewirkende schrittweise Addition der 
Koordinatenunterschiede der Sp. 9 und 10 zu den 
Koofdinaten in Sp. 11 und 12, indem 



[Jy\^^ 43,57 



^/ = + 207,I2 



[^*] = - 309.94 



«/-«-*- 510.34 



JPii+/«+ 100,40 



die Summen . . 
zu den Koordi- 
naten des An- 
fangspunktes . . 
algebraisch ad- 
diert, die Koor- 
dinatendesEnd- 
Punktes ...... yn^t = 4- »50,69 

übereinstimmend mit iener schrittweisen Addition er- 
geben müssen. 

Die Berechnung der Koordinaten aus Neigungs- 
winkeln und Streckenlängen bildet die Hauptaufgabe 
der polygonometrischen Punktbestimmungen. Sie 
wird zweckmäßig entweder mit vierstelligen Loga- 
rithmen oder mit sogenannten Koordinatentafeln aus- 
geführt werden. Die Tafeln der vierstelligen Loga- 
rithmen ergeben die zugehörenden Zahlen mit einer Ge- 
nauigkeit, die selbst in den ungünstigsten Fällen noch 



8686 



r 0,000 115 



beträgt, was für die gewöhnlichen Fälle der Praxis 
genügt. Noch etwas gröÄer ist die Schärfe guter 
Koordinatentafeln. Diesen Zwecken, tfowie der üb- 
lichen Einrichtung der Rechentafeln und insbe- 
sondere auch der Genauigkeit der Neigungswinkel 
entspricht es dann weiter, die Brechungswinkel, selbst 
wenn sie nach Graden, Minuten und Sekunden 
von dem Winkelinstrument entnommen worden sind. 
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nur nach Graden, Minuten und Zehntel von Minuten in die Rechnung einzuführen 
und in gleicher Weise die Neigungswinkel zu berechnen. Durch diese Begrenzung i^es 
Zahlenwerks läfst sich eine nicht unerhebliche Abkürzung der Rechnungen erzielen, wetche 
bei deren grofseni Umfange in der Praxis nicht bedeutungslos ist. 

Um die erfahrungsmäfsig leicht unterlaufenden Irrtümer in der Berechnung der 
Koordinatenunterschiede zu vermeiden, welche nur, wenn sie von erheblicherem Belange 
sind, — wie sich weiter unten ergeben wird - bemerkbar hervorzutreten pflegen, empfiehlt 

es sich aber, bei den polygonometrischeä 
(Trig. Form. 20.) Sicherungsbercchn. Arbeiten die Richtigkeit der Rechnung 

d. Koordinatenunterschiede. «^^^ch eine zweimalige unabhängige Be- 

rechnung der Koordinatenunterschiede, von 
denen die eine logarithmisch, die andere 
mittels der genannten Koordinatentafeln aus- 
geführt wird, sicherzustellen. Die lettt* 
gedachten Tafeln pflegen das lO, 20, 30 . . „ 
90 fache der natürlichen Zahlen der Sinus 
und Cosinus der Winkel von Minute zu 
Minute zu enthalten, woraus die gesuchten 
Koordinatenunterschiede nach Mafsgabe der 
gegebenen Streckenlängen, soweit notig 
unter entsprechender Verschiebung des 
Dezimalkommas , zusammenzusetzen sind. 
In dem nebenstehenden Formular ist eine 
solche Sicherungsrechnung für die auf 
S. 50, 51 berechneten Koordinatenunter- 
schiede ausgeführt. 

Nachdem solchergestalt die Koordinaten- 
Unterschiede in beiden Formularen berech- 
net worden, werden die dafür gefundenen 
Werte mit einander verglichen, und wo 
sich unzulässige Abweichungen ergeben, 
berichtigt. An&erdem müssen die Koor- 
dinatenunterschiede in beiden Formularen 
zugweise aufsummiert und muls, was nicUt 
vernachlässigt werden darf, auch die Rieh- 
tigkeit der Summen durch deren Ver- 
gleichung gesichert werden. 

Da gute Koordinatentafeln*) etwas 
gröbere Schärfe gewähren, empfiehlt es 
sich, die Hauptrechnung mit Koor- 
dinalentafeln, die Sicherungs- 
rechnung mit ▼ierstelligen Loga- 
rithmen auszuführen. ^ 

Bei den trigonometrischen Punkt- 
bestimmungen, wo die fiecechnung der 
Koordinaten aus Neigungswinkeln und 




•) Die voin Verfasser bearbeiteten „Polygono* 
metrischen Tafeln" (Verlag von Eugen Strien in 
Halle a. S. 1893) enthahen nicht nur die Tafeln 
viersielliger Logarithmen und Koordinatentafeln, 
sondern auch alle übrigen für die polygonometnsche 
Punktbestimmung nützlichen und notwendigen 
Hulfstafeln. 
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Streckenlängen minder häufig vorzukommen pflegt, reichen dagegen vierstellige Logarithmen 
und Zehntel der Minuten der Neigungswinkel und die Üblichen Koordinatentafeln bezüg- 
lich ihrer Genauigkeit in der Regel nicht aus, wie ebenfalls weiter unten gezeigt werden wird. 
In dem auf S. 50, 51 gewählten Beispiele sind überschüssige Bestimmungen für die 
Koordinatenberechnung nicht vorhanden und können daher Messungsfehler 'nicht zum Vor- 
schein komhien. In der praktischen Anwendung der Aufgabe darf es aber an überschüssigen 
Bestimmungen in der Regel nicht fehlem und erheischt dann die sachgemäfse Ausgleichung 
der Messungsfehler noch besondere Erörterungen, welche in den folgenden Abschnitten 
wiederholt den Gegenstand der Betrachtung bilden werden. 



Kap. 3. Die Berechnung der Winkel und Entfernungen 
aus den gegebenen Koordinaten. 

§ 19. 

Gegeben: Die Koordinaten ya^ x^t yb% xb der Punkte 
Fi«. 57. -fli, Pb (Fig. 57). 

Gesucht: Der Neigungswinkel v der Linie Pa Pb gegaa 
die ir-Achse oder gegen die durch Pa gezogene Parallele zur 
X-Achse, sowie die Entfernung PaPb'=^s* 



Y- 



11 

>• 


k 1 


i 

V 

c 

-r. 

c 



tgvuf 



Rechenformeln.. 
^y _yb — ya 



Jx 

Jy ^ 



Xb^xa 
Jx 



(O 

(») 

(3) 

Nach den in der Figur enthaltenen Andeutungen liegt 
der Winkel vi 

im Quadranten: I II III IV 



sin v^ cos ¥a^' 



wenn 



Die in der doppelten Berechnung yon s aus 



Xa: 



■+■ + 



Jy 



und aus 



Jx 



liegende 



stnva^ cosv^ 

Rechenprobe ist'i^ar nützlich, aber nicht erschöpfend. Denn sowohl bei Bildung der 
Differenzen yb — ya^=^ ^y% xb — xa-= ^x^ als auch bei dem Aufschlagen der zugehörigen 
Logarithmen kann ein Versehen begangen sein und dennoch s übereinstimmend erhalten 
werden, wenn man für die beiden Rechnungen von s die Logarithmen von ^y , Jx wieder 
aus der Rechnung von ig u^ entnimmt. Eine weitergehende Rechenprobe erhftlt man, 
wenn nach § % Formel ( 9 ) und ( 10 ) noch aus 



(4) 



<rÖ»- 



' Jx — Jy 



der Winkel in + va^ berechnet wird, welcher mit dem aus ( x ) erhaltenen Winkel yj^ bisu 
auf einen halben Rechten Übereinstimmen mnls*) 



*) £lDe andere Recheaprob« von Dr. Ig. BUchoff s. io „Zeittchrift Hir VenaeMuogiweien" 1895, S. x. 
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Ist Dicht y , sondern nur / gesncht, 96 ^aim man in der Logvithmentafd Ton /^^ (r *^ 
unmittelbsr aaf log smp oder iogccsr ttberg^en, ohne v selbst in kennen. Dm Nähere 
hierüber ist aus § 51 der Erläutenu^n xu des Verfassen HFOnfstellige ToQst logaritfam. n. 
trigon. Tafeln*' ersichtlich, welche auch besondere Propodbnaltifdchen enthalten, nm den 
Obeigang Ton logtg 9ad hg cm leicht tu Termitteln. 


Die Rechnung fiacb der Formel / « }/{y^ — yaf -k- (** — »mf Ut nur bei Benutsnn^ ' 
diner Quadratlafel (yergl. des Verfassers vorgenannte Tafeln), und auch dieses meistens nur 
in dem Falle sweckmäfsig, wenn nicht icgs^ sondeni s Terlaagt wird. 

In nachstehendem Rechenformular sind einige Beispiele ftlr die Anwendung der 
Foimeln: 




•"*-'-£■ »»•+-)-S±f' 1 




/aa 


dy ^ dx 


! 


tmvtfi ^ cot vt^ 


1 


gegeben, fttr welche v der.^eihe nach im I., IL, HL, IV. Quadranten liegt 


(Trig. Form. 8«) Berechn. d. Neigungen u. Entfernungen a. d. reclitw. 

Koordinaten. 


Pa. 


Die 
Koor- 
dinaten 
sind 
cnt- 
nom- 


ya» X0. 

^y^yb-- ya- -^j: == x^ — *Ä. 
Jx -H dy, dx — dy. 


logidx^dy\ 
log{dx^dy\ 
logtgiinJr^a^), 


hgdy. 
iogdx. 

logtgV^b. 


log sm r«^. 

logcost^gb, 

logs. 

s. 




• men 


± 


± 










16 
*5 

No. I 






17061,77 

45 004.49 
a 058,28 + 
4 113," - 


«54046,87 

-51 99^94 

»054,93 

3;35 


3.614*8 
0. 52 504« 
3. 08 9141» 
90c 02' 48' 


3-3x351 

3. 3X »80 

0.0OO7I 

45«02U8' 


9-84984 

9-84 9J3 
3.46367 
»908,53 


»7 
»5 

No. a 




+ 


27760,35 

25 004,49 

»755.86 

3i5.a3 


— 


«48 9*0,85 

«51 991,94 

3 071,09 

5 826,95 


2. 49 8631. 

3- 76 545« 

8.73318 ^ 

183* 05' 47* 


3. 44 026 

3- 48 7*9» 

9.95*97» 

138» 05^46' 


9. 82 470 

9- 87x73» 
3.61^56 
4 X26,30 


»5 
No. 3 




— 


22200,58 

25 004,49 

2 803,91 

4i59'3i 


+ 


.50636,54 

.51 991,94 

I 355r40 

1448,51 


3. 61 902« 
3. 16 092 
0.45810« 

289» X2' 04' 


3- 44 777» 

3. i3»o7„ 

0. 31 570 

2440 12' 04* 


9-95 440I. 
9.63870« 
3.49337 
3x14,36 


»9 
»5 

No. 4 




-h 


23 210,70 
25 004,49 

I 793i79 
439/60 




«54225,33 

"51 99ii94 

»»33r39 

4027,18 


2. 64 306 1 3. 25 377« 

3, 60 500 3. 34 896 
9.03806 9.90481» 

6» 13' 47* 3ai*X3'46' 


9- 79 67»» 
9. 89 X9X 
3. 4jf 705 
2864.53 


i 


Fig. 58 


SoU (Fig.. 58) der Brechungswinkel ^, welchen die Strecken 
y^?% PaPb und PaPc iu Pa mit einander bilden, aus den Koordinaten 
ya% xai yb, x5i yet »c der Punkte A, Pb% Pc berechnet werden, so 
hat man zunächst, wie oben: 


K 


K 


(5) '^»'«* = 


^yb-ya^ 


(6) <r 


y^c^y-y^ 




xb^xa 


*^- ^ Xc-'X^ 


1 




's und dann: 




(7) /J = K^-r^. 
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Kap. 4. Die Berechnung der Koordinaten für Punkte 
auf Messungslinien (Kleinpunkte). 



Fig. J9. 



Jr, Punkt 

- yü.. Pn-i, 



i? 



(!)• 



§ 20. 

Gegeben sind die rechtwinkligen Koordinaten yat *a% ye% x^ der 
Punkte Pa und P^. Auf der Geraden PaPe sind die Punkte Pi.Pa, .., 
Pn dadurch bestimmt worden, dafs, vom Anfangspunkte Pa dieser 
Geraden beginnend, die Strecken PaPt^Jsa* PtPa^ PaPa^ PaPi 
=s^Sit PaPj^ Paj-'Paa^^ ^Sa • «t ^^W— //»'= PaPn — PaPn—t = dsn^r, 
PnPt^^ PaPt — PaPn^'^ ^Sn gemessen worden sind. Es sollen die Koordinaten 
der Punkte Piy Pat - - Pn—t, Pn, welche in der Landmessung Klein- 
p unkte genannt su werden pflegen (Abschnitt VII), bestimmt werden. 

AVird die Summe der gemessenen Strecken 

PaPt = ^Sa H- JSi 4- ^fsa 4- . . 4- ^S»^j -+- dsn = s 



gesettt, so erhält man aus den Proportionen: 

(a) dya idsa =(^/ — ^«):J, 
dyt : dsj = (yg — ya) : J, 



dym 
^yn 

indem man 
(4) 



: Jsn-t = {yt — yaS ' *• 
: /ßsm *= {yg — ya) : s. 



(3) 



^xa 



:Jsa 



= (Xg ^ Xa)is, 



dxn^t : dSft^i =(*# — Xa) : s, 
/txn : ^J» ={xg'^Xa):s, 



yt — ya 



(5) 



Xg — Xa 



setzt, die Koordinatenunterschiede von Punkt xu Punkt: 



(6) 



Jy^ ^Q^dSa^ 

äyi ^O'/isj, 



dyn ==0'Jsn, 
mit der Summenprobe; 

(6a) dya-^'dy,-\ H 4y» = ^r - >'a , 

und damit die gesuchten Koordinaten: 

(8) 



(7) 



= Ä 



dxa =» a • Jsat 
Jxu = a • /Ssn , 



(7a) ^*« + dx, H h Jxn = Xg- Xm 



yt ^ya + dya. 


(9) 


*/ ^Xa-\-dXa^ 


ya ^yM-^dyi, 

• 




Xa ^Xj-hdxj, 


yn-^i = yt^a -H dyn^a, 




xn^t = XM—a 4- Jxn^a^ 


yn ^ yn^i -f- dyn~~r% 




Xu ^Xn-j-^dxn-t, 


ya ^yn-k- dyn (als Probe). 




Xg = *» 4- ^«ü (als Probe). 



Da die Strecken Jsa, dst^ dsa, •• dsn—t^ dsn slmtlich durch Messung bestimmt 
sind, so werden die Messungsfehler, welche sich darin aussprechen, dafis s von der aus den 
Koordinaten von P» und Pg sich ergebenden Lunge S der Geraden PaPg abweicht» ohne 
weiteres proportional den Streckenlängen mit zur Verteilung gebracht. Selbst wenn die 
Messung der ds in einem.. anderen Längenmals bewirkt wäre, als dasjenige ist, in welchem 
die Koordinaten l^x Pa^ Pg gegeben sind, wflrde die Mafsreduktion durch jene Formeln 
gleichseitig mit vollzogen werden. Damit alles dies aber in der Tat geschehe, darf in (4) 
und (5} für die Berechnung von o und a nicht etwa iST für x genommen werden. Nur 
wenn die Linie PaPg ausnahmsweise etwa nicht bis an den Endpunkt Pg hätte gemessen 
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werden können, also die Schlnfsstrecke x» fehlte, würde S anstatt s eingesetzt werden 
können, dann aber selbstverständlich die Messongsprobe und Fehlerverteilung fehlen. 

Die Länge 5 wird aber dieser Probe halber gleichwohl stets berechnet werden mUssen, 
was im Abschnitt VII den Gegenstand weiterer Erörterung bilden wird. Die Berechnung 
geschieht a) auf logarithmischem Wege nach den Formeln: 



(10) 

(") 



wenn x^^ xa<yt — ya* 
Xt — Xa 



4f9 = 



5 = 



y*- 



■ ya 
ya 



cos (p 



(12) 

(13) 



wena ye — ya<Xt^ jc«: 

y' — ya 



4rqp = 



Xg — Xa 

Xg—Xg 

costp 



Fig. 6x. 



b) bei Benutsung einer Tafel der Quadratzahlen nach der Formel: 
( 14 ) S= V(y.-yay + {*.-Xaf. 

Indem in (lo) und (12) stets der kleinere Wert in den Zähler, der gröfsere in den Nenner 
des Bruchs gesetzt wird, erreicht man den beachtenswerten Vorteil, dais man in den Loga- 
rithmentafeln ausnahmslos von der mit logtang in die mit log cos fiberschriebene Spalte 
Übergehen kann, was wegen der kleineren Tafeldi£ferenzen der letzteren Spalte die Inter- 
polation wesentlich erleichtert. (VgL § 19.) 

Liegt der zu bestimmende Punkt P auf der Verlängerung der Geraden Pa^e^ so 
werden die Koordinatenunterschiede an sich ganz in der nämlichen Weise wie oben be- 
rechnet. Es ist aber zu beachten, dafs nur dann, wenn 
Pnach vorwärts über den Endpunkt Pg hmaus liegt 
(Fig. 60), die Strecke PgP positiv ist, weil sie nach 
derselben Richtung wie PaPe zählt, dafs dagegen bei 
der Lage des Punktes P nach rückwärts von Pu 
(Fig. 61) dieStzecke PaP va umgekehrter Richtung zählt 
und daher negativ zu nehmen ist Dementsprechend 
erhalten in dem letzteren Falle auch die Koordinaten- 
unterschiede das entgegengesetzte Vorzeichen, wie die- 
jenigen, deren zugehörige Strecken nach vorwärts 
gezählt sind. 
Liegt der Punkt P^ dessen Koordinaten y^ x berechnet werden sollen, nicht unmittel- 
bar auf der Geraden PaPg oder auf deren Verlängerung, ist er vielmehr von dieser Geraden 
als Abszisse aus durch eine Ordinate, deren Fufspunkt mit Jy bezeichnet werde, bestimmt 
und ist dabei das Abszissenmais s/ und das Ordinatenmafs. ^ erhalten worden , so können 
zunächst in der oben erläuterten Weise die Koordinaten y/, x/ für ^, nämlich: 




(15) Jy/^M^o-ds/^M, 

(16) yf ^y/--M-¥^ly/^i, 



(17) Jx/^^a-M/^M, 

(18) x/ =*/-,-h^*/-./, 



und alsdann in Beziehung auf diese die Koordinaten y, x i^r P aus: 

(19) Jy/^a\i. I (21) Jx/^r^ — oX^, 

(20) y ^yf-^-^y/, I (22) x ^xf-k-dx/ 
berechnet werden. Dabei ist zu beachten, dafs die Ordinate ^, wenn von Pa nach Pg ge. 
sehen der Punkt P rechts liegt, positiv, wenn P links liegt, negativ zu nehmen ist. 

Die Rechnung kann aber auch mit Überspringen der Koordinatenbildung für P/ zu- 
sammengefafst werden, wie folgt: 
(23) y^y/^t-ho-Js/^i-^aX^, I (24) x^x/^i-^a-dsf^i^o^. 

Sind mehrere Ordinaten ^ zui PaPg bestimmt worden, so empfiehlt es sich., nAch 
Anleitung des § 21 mit den Unterschieden J\^ der Ordinaten ^ von Punkt zu Punkt zu 
rechnen, wodurch die GL (23) und (24) Übergehen in: 
(25) >r =s^/_,4.d.^jr/-,4-o-z/lj, | (26) at =*/_#-♦-«• .^y-' "*• ^^* 
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Diese beiden Gleichnngen sind, wie aus obigen Gl. (4) und (5) und aus (59) und (60) 
des § IX folgt, gleichbedeutend mit Gl. (53) bis (5g) des § 21. 

Die Rechnung wird am zwecknOlfsigsten mit Crelle's Rechentafeln, minder einfach 
mit Logarithmen ausgeführt. Ersteres ist in den drei Beispielen auf S. 5g und 59, letzteres 
unter Wiederholung der Beispiele i und z auf S. 60 geschehen. 

Im Betspiel No. i ist l^p der Anfangspunkt. Pgo der Endpunkt der durch die 
Koordinaten dieser Punkte gegebenen Geraden. Die Abmessungen behufs Bestimmung der 
auf der Geraden belegenen Punkte P^jö, Pmjj% Pa^s sind in Fig. 62 angegeben. 

Im Beispiel No. % ist Pa^4 der Anfangs-, Pa^ der Endpunkt. Auf der durch diese 
Punkte gegebenen Geraden ist P^s^ und auf deren Verlängerung nach rttckwärts ist /J^, 
nach vorwärts Pj^j mittels der in Fig. 63 eingetragenen Mafse zu bestimmen. 

Das Beispiel No. 3 endlich bringt den Fall lur Anschauung, in welchem auf der 
durch den Anfangspunkt Pjg und den Endpunkt PSm gegebenen Geraden unmittelbar der 
Punkt Pt4a% mittels rechtwinkliger Abstünde die Punkte P/^, Pf^j, Pt44 (Fig. 64) su be- 
stimmen nnd.*) 

Die formularmifsige Rechnung beginnt mit der Vortragung der Punktbezeichnungen, 
der Koordinaten des Anfangs- und Endpunktes, sowie der Strecken äs und der Unterschiede 
J\^, Für die Strecken wird sofort die Summe 5 (in den Beispielen: 293.1, ig2,9 und 
3x2,4) gebildet und mit der Urschrift der Messung verglichen. Die ebenfalls zu ziehende 
algebraische Summe der von Punkt zu Punkt zu bildenden Unterschiede d^ mufs gleich 
Null sein (im 3. Beispiel: + 7g,g — 7g,g). 

Daran schliefst sich die Bildung der Unterschiede ye — ya und Xg — xa (im Beisp. i : 
+ 043*76 und — 163,54, im Beisp. 2: — xojo und + ig2,gg. im Beisp. 3: 4-226,45 
und + 2x4,66). 

Von hier ab gestaltet sich die Rechnung verschieden, je nachdem sie mit Benutzung von 
Crelle's Rechentafeln oder logarithmisch ausgeführt wird. Bei nicht logarithmischer Rech- 
nung ist S ^Viyg — yaf -h {xg -^ xaf mit Zuhfllfenahme einer Quadrattafel zu berechnen 
und zur Prüfung der Richtigkeit der Längenmessung innerhalb der zulässigen Fehlergrenze 
die Differenz d^^ S -^ s zu bilden. Die auf d bezüglichen Eintragungen im Rechenschema 
sind in der Weise bewirkt, dafs zuerst die wirkliche Differenz d^ dann mit römischer Ziffer 
die Beschaffenheit das Geländes nach der Hülfstafel XI im II. Teile dieses Buches und 
zuletzt der darnach zulässige Längenmessungsfehler vermerkt ist. 

Es folgt die Berechnung von o und a, indem mit der gemessenen Gesamtlänge s in 
Crelle's Rechentafeln eingegangen wird und daraus die ersten drei Dezimalstellen der 

Quotienten ^ — ^ und -^ entnommen und in das Rechenschema eingetragen werden. 

Jene ersten drei Dezimalstellen von o mögen mit o/ bezeichnet werden. Darauf wird o, in Crelle's 
Rechentafeln aufgeschlagen und vorab der Probe halber das Produkt OiS gebildet, dessen 
absoluter ZSahlwert, da die folgenden Dezimalstellen von o noch fehlen, kleiner als >^r — ya 
sein muis.^) Nachdem auch diese Probe gezogen worden, werden die einzelnen Produkte 
Ofds aus der Tafel entnommen, in das Schema eingetragen und summiert, wobei die 
Summe \pt*äi[ bis auf die unvermeidlichen Abrundungsfehler mit dem vorher berechneten 
Gesamtprodukte O/X übereinstimmend sich ergeben muis. Hat Js mehr als drei Ziffern, so 
kann man äs in bekannter Weise zerlegen und mit den Teilen die Multiplikation ausführen, 
wie solches auf S. 5S mit s8g*36ss 105,7 und auf S. 59 mit s 14^44^ 117.2 geschehen ist- 
Nunmehr ist noch die Differenz (y^ — ya^ — \pi • ds\ zu bilden und diese wiederum mit 
Hülfe von Crelle's Rechentafeln durch s zu teilen, wodurch man die weiteren Dezimalstellen 
von o, wdche mit o# bezeichnet werden mögen, erhält, sodafs o^Bo^^og, Indem nun 



*) Andere Fonaeo der Berechonag (ur diceen Fall ». § ai. 

**) Der Fall, daft sich O/S > yg ^ ya eigiebt, wird zweckmafsig vermieden, damit die weiter tu 
büdeaden Produkte Og • 4^1 gleiche Vorfdchen mit Ot • äs behalten. 
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(Trig. Form. %z,) Berechnung der Koordinaten für Rleinpankte. 






T 



X4 — Xa. 



(ye-y^r 

5*. 



o, 

d. 



Strecken 



ZfJ,. 



yn> 

Meter« 



dxm» 



. e 



• 163,54 
*93.54 



59419 

»6745 
S6164 



+ 0,831648 

-O1557956 
^ 0,44. IL 0,49 



Flg. 68. 




105/7 

4a,9 
781* 
86,3 



293,1 



xojo 
x8i,88 
183,19 



I 14 

3 34 45 
3 35 59 



79i5 
(Verlan- 
gening) 



— 0,058 49» 

H- 0,999 874 

H- 0,29. n. 0,37 




Fig. 63. 



90,4 



9*i5 



x8a,9 



647 
(Verlia- 
gening) 



31 154,39 



-la 574,49 



89 



7 

4,74 
83.10 

31 a4a,30 



19.03 
31261,34 



s 

64,98 
31 326,37 



6 

71,7» 
3« 398,15 



3,17 
55,70 

.125x3,52 



236 



14,76 
«12 500,74 



»37 



8 
43,56 

«i2 457'io 



»38 



9,19 
»43,57 



8 

48,07 

«12408,95 



90 



<V*8 
163,26 



(30 871.68) 



4,61 
30 867.03 



4 

5.»4 



30861,75 



s 

5.37 

30 856,33 



q.09 
10,61 



(.12 194,64) 



(355) 



79,4» 
-12274,13 



364 



H- 



8 
90,31 

.12364,5» 



356 



8 

9»,4i 
«12457,01 



833 



9ri6 
182,72 



3 

3,75 
30 85».55 



6 

64,64 

«12521.71 



357 



Wenn die Unterschiede ^ der Abstände seitswirts gelegener Punkte in Rechnung 
komineni ist: 
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(Trig. Form, 22.) Berechnung der Koordinaten für Klcinpunkte. 














^^x.-^Xa 5=K(>r->'ay-4-(j^^-*aj'. ^yn-^o^^^n. yn^yn^i^^'jn^ || 




s 


^«, 5 j, dxn^=a*JSn» Xn^^Xn—t+dXn» 1 






S. 


{ye-yaY. 

(Xe-XaY. 


0. 


Strecken 
Meter. 


Meter. 

-H 1 - 


^yn* 
yn. 

d= Meter. 


d= 


/fxn^ 
Xm. 

Meter. 


II 




3 


-4- »»6,45 
-h 414.66 

3X2,02 


51279 
46079 

9 73 5» 


4-0,7249*7 

H- 0,687 128 
-o,38.nLo,59 


75.» 

39.3 
45.6 

117.» 
35»! 


»7*4 
5i»4 


*7.4 
35,6 

15.8 




«31457,10 




19400,31 


78 




+ 


54,44 
«31 511,61 


+ 


51.66 










— 


18,82 
«3i49».79 


-h 


3 
19.84 

i9i47X.85 


141 








4- 


»8,45 


+ 


X 

27,00 
19 498.86 






Fig.d4. 


H- 


18,82 
«31 540,10 


— 


3 

19.84 

19478,99 


142 




+ 


4 

33.01 
«31 573.15 


+ 


X 

3Xi33 






/ 


L 




24,46 
«31 548,69 


+ 


»5.77 
19536,13 


M3 




H- 


XX 

",45 
72,40 


+ 


X 

11,82 
68,70 

19616.66 












H- 


3531 
«31668,96 


— 


^ 37.*i 
19 579.40 


144 










+ 


3 

25.41 

.31 694^0 


+ 


24,11 












— 


xo,85 
-3x683.55 


4- 


a 

11.44 

19 614,97 


81 








j 


314.4 


78,8 


78.8 




226,16 


-1- 


0^ 
14,62 
























Wenn die Unterschiede.^ der Abstände seitswärts gelegener Punkte in Rechnung 
«kommen, ist: 
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1 
(Trig. Form. 22.1 Berechnung der Koordinaten für Kleinpunkte. 


c «s • a =s ♦ a SS /ftf .i — leg f' ^ ^ . ^ 




iog{x,-Xa\ 
iogs. 


iogtg^. 
log COS ^. 

logS. 


log 0. 
loga* 


Strecken 
Meter. 


UgJsw 
logdyn^ 
logäxm» 


± 


dyn* 
Meter. ±^\ 


dxn» 
xm» 
Meter. 


51 

6 S 


I 


2. 38 696 

2. 21 362 
2.46702 


9. 82 666 
9.91930 
2. 46 766 


9. 91 994 

9. 74 660 

+64.U.73 


105.7 

78.2 
86,3 


2. 02 407 

1.94 401 
1.77067 




31 154.39 




.12572.49 


S9 


-h 


87.90 
31 242,29 


- 


5S.98 
«12513.51 


«j6 : 








1-35 984 

1.27978 
1. 10 644 


4- 


19.05 
31261,34 


- 


12,78 
■ 12 500,73 


*37 . 








':.*9 321 

X. 81 315 

1.63 981 


4- 


65.04 

31 3*6.38 


— 


43.63 
.12457.10 


238 ! 








1.93 601 

»•85 595 
1.68 261 


4- 


71.77 
31 398.15 


— 


481 15 
■ 12408,95 


90 

i 








293.« 




4- 


243.76 - 


163,54 


; 


2 








79.5 

(Verlan- 
ferung) 
























(30871.68) 




(.12194,64) 


1 

(J55)| 








1.90037 


- 


4.65 
30 867,03 


4- 


79.49 
.12274,13 


SM 


0. 66 754 
1.90032 


1.01938 
2.26216 
2. 26 221 


8. 76 722 

9. 99 926 
2. 26 290 


8.76717 

9- 99 995 

4-69.11.87 


90,4 

9*.5 


0.72334 
1. 95 612 


- 


5.'*9 
30861.74 


4- 


90,39 
.12364,52 


IS'' 


• 






1. 96 6x4 

0.73331 
1.96 609 


— 


5.41 
30856,33 


^ 


92,49 
.12457.01 


1 

1 

233 








182,9 




— 


10,70 


4- 


182,88 












64,7 
(Verlän- 
gerung) 


1. 81 090 

0. 57 807 
1.81 085 


- 


379 
30852,54 


4- 


64.69 
.12 521.70 


357 


Jfr — Jf« < ^r — ^'a. ^« — ^a < Jfr — ■*«. 

. ^^'^9 = /^^(*r — Xa) - /<7^(>'r - ^«). logtgrp^ log(ye — ^a) - iog{x, — *«). 

/ö^ 5 = log {y, ^ ya)-- log COS 9». log S=log{xe'- * «) — log cos ^ 
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oa in Crelle's Tafeln aufgeschlagen wird, erhält man durch Entnahme der Produkte og^Js 
noch kleine Zusatzwerte zu den Produkten Oi^ds, Die Summierung der ersteren mufs 
wiederum mit dem vorher gebildeten Werte [y^ — ya) — (of^ls) bis auf kleine Abrundungs- 
febler, welche sofort verteilt werden, Übereinstimmen. 

In ganz gleicher Weise wird bei Berechnung der Produkte a • ds durch Zerlegung 
derselben in ai • ds und a» • ds verfahren. 

Hiermit ist, wenn seitwärts belegene, durch rechtwinklige Abstände bestimmte Punkte 
nicht vorhanden sind, die Berechnung der Unterschiede dy = ot*ds '\'Oa*ds=:0'Js und 
dx ^B Qf ds '\- aa • ds = a ' Js beendigt , und es bedarf nur noch der schrittweisen Sum- 
mierung derselben zu den Koordinaten des vorhergehenden Punktes, um die Koordinaten 
aller einzelnen Punkte zu erhalten, wobei die Richtigkeit durch den genauen Abschlufs auf 
die gegebenen Koordinaten des Endpunkts sichergestellt wird. 

Sind dagegen seitwärts belegene Punkte mitzuberechnen , so sind nach (25) und (a6) 
vorher auch noch die Produkte mit dX^ zvl bilden, wodurch jedoch die Rechnungsabschlüsse 
und die Zerlegung von o und a in 0| + oa und at -\-aa an sich nicht geändert werden, 
da [z/^]=»o, mithin auch [a/ ^/l)] = [a*-z/^] = [a.^^] = [<?/.^^] = [0,.^^] « [ö-^/Jj] 
«0 ist. Nur in der äufserlichen Gestaltung der Rechnung ist zu beachten, dafs, wie es 
in dem Schema auf S. 59 geschehen ist, für jeden Gesamtunterschied von Punkt zu Punkt 
der doppelte Raum zu verwenden und dafs es in denjenigen Fällen, in denen o^ds und 
a* dt) oder a • ds und — O' d\) je verschiedenes Vorzeichen haben, bequem sein wird, die 
Einzelsummierung dieser Gröfsen*) mit durch die Rechnung laufen zu lassen. 

Ungerechnet die leichte Nebenrechnung mit der Quadrattafel zur Erlangung des 
Probewerts 5 sind bei zweckmäfsiger Anordnung der Rechnung für alle auf einer Geraden 
liegenden oder von derselben aus durch rechtwinklige Abstände bestimmten Punkte nur 
5 Seiten in Crelle's Tafeln aufzuschlagen, worin eine nicht unmerkliche Zeitersparnis gegen- 
über der logarithmischen Rechnung begründet ist. 

Bei logarithmischer Rechnung (S. 60) erfolgt die Berechnung von log S nach (10) 
bb (T3) und für logo und log a mögen noch die Rechenproben: 

logO" loga\ t log{ye — ^«) — log[^Xe — Xt^ \ 
( 17 ) oder \^'\ ^^®'" f ^ ^^ ^^ V 

log a — log 0^ ^ log{xg-~ Xa) — log(jfg^ ya)' 

beachtet werden. Zu (10) bis (13) bedarf es nicht der Berücksichtigung des Quadranten, 
in welchem 9 liegt, also auch nicht der Kenntlichmachung des Vorzeichens der Tangenten- 
und Cosinusfunktion. S wird jederzeit positiv sein. Aber auch bei logo^ loga, logdy, 
logdx kann das Beischreiben des n zur Bezeichnung der zugehörigen negativen Zahlen ent- 
behrt werden, da ein Zwdfel über dieselben nicht wohl entstehen kann. Nach dem ge- 
wöhnlichen Genauigkeitsgrade, mit welchem die Strecken ds gemessen werden, würden 
vierstellige Logarithmen für die Rechnung ausreichend sein. Gleichwohl empfiehlt es sich, 
fünfstellige Logarithmen zu verwenden, weil nach der Art der hier vorliegenden Rechnungen 
die Fehlerverteilungen bereits mit eingeschlossen sind, mithin Widersprüche in den Schlufs- 
ergebnisten nirgend hervortreten können, und es deshalb bequem sein wird, auch die kleinen 
Ungenauigkeiten der Zahlenabrundungen möglichst zu vermeiden. 

Im Beispiel No. % auf S. 5g und 60 sind die Koordinaten für den rückwärts auf der 
Verlängerung der Geraden P9S4^»33 li^irenden Punkt /^. wie leicht verständlich sein 
wird, rückwärts aus yas4% ^9S4 <^l>gcleitet und, um in dem Schema das deutliche Hervor- 
treten des Anfangspunktes Pa^^ nicht zu stören, eingeklammert worden. 

Die auf die Differenzen d bezüglichen Eintragungen auf S. 60, «welche hier in Eln<- 
heiten der 5. Mantissenstelle zu verstehen sind, haben im übrigen dieselbe Bedeutunjg: wie 
bei den Rechnungen auf S. 58 und 59. 



^) In der schematischen Gcttaltung der Rechnung ergiebt die Binzelsiuaaüeniog olcht immer die 
Koordinaten ^ Fufspunktes. 
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Kap. 5. Die Umformung der KoordinateiL 

§ 21. 

Gegeben: Die auf dieAbs2is8enachse/'a/V(<lie x-Achse)bezogCDen Koordinaten Q, £ 
des Punktes P (Fig. 65). 

Gesucht: Die Koordinaten X\* ^«»elben Punktes, besogcn auf 
dieAbtsissenachsePa^^ldie x-Ac1ise),welche mit P^Pc den A9 bildet. 
Die Gmndformeln sind: 



Fig. 65. 




(i) >f = tj«j<^ + jjmy. I (») jr — s^Mf ^1|iOTf. 

Sie folgen unmittelbar aus der Anschauung der Figur. 

Die Koordinaten ^» |, y^ x sind oft so lang, dafs es wegen der 
dann vorhandenen grofi^en Zahlenwecte nicht zweckmttfeig sein würde, 
die Koordinaten in ganxer LKnge in Rechnung zu stellen. Auch wird 
es für die praktische Anwendung notwendig sein, die Rechnung so an 
gestalten, dafs ihre Richtigkeit in sich durch Rechenproben gesichert 
wird, was bei obigen Grundformeln nicht der Fall ist. Aus diesen 
Gründen und. da bei der Anwendung in der Regel die Koordinaten 
mehrere^ Punkte in Rechnung kommen, 'wird man es vorziehen, die Rechnung mit den 
Koordinatenunterschieden auszuführen, welche durch die Differenz der Koordinaten von 
Punkt zu Punkt gebildet werden. Hierfür hat man, wenn für die zwischen P« und Pt als 
Anfang- und Endpunkte liegenden Punkte Pi^ Pg, ..., Pn die Koordinaten umgeformt 
werden sollen, folgende Rechenformehi: 



(3) 



d\^i = ^* — ^i 
^^n «= ^ — ^n I 



1. AuflSsnng. 

(4) 



( 5 ) /tya = d^a cos fp 4- ^ Ja «« <p 

äyi = ^^/ cos if H- J^t sin 9 
dyn ~ -^^jf cos 9 + ^£m sin if, 
( 7 ) .Ti *= >'a -f ^ya 

yn = yn^ H- dyn-^i 

ya —yn 4- ^yn (Probe). 






(6) dx^^^^^lßCos^ — J^sin^ 

Jsfn = ^In cos 9 — J\^m sin p, 
( 8 ) Jtf = Jfa 4- ^xm 

Xg « X7 + Jxt 

Xn = Xn^t + ^Xnr-i 
xe ^xn-h ^xn (Probe). 



Diese Formeln sind für alle Lagen der Punkte unmittelbar anwendbar, wenn nur <p 
stets von Pal^ aus in rechtläufigem Sinne genommen, also durch die Drehung dar -v- Achse. 
{PaPb) von links nach rechts bis zum Zusammenfallen mit der {-Achse (/^a il:) entstandeAT 
gedacht wird, im übrigen, aber die algebraischen Vorzeichen strenge beacjiitet weisen 

Der Winkel <ft wird in der Regel aus den in Beziehung auf beide Achsensysteme 
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gegebenen Koordinaten des Anfangs- und des Endpunktes Pa und P4 erhalten (Fig. 66). 
Man hat in Beziehung auf die ^-Achse: 

(9) '^n=^^, 

in Beziehung auf die x* Achse: 



4FSg. 66. 



X. 


/>• ■■■■■-■:p 




!-l -4 




/ / >r/- 


* 

• 




~F 


¥^^ 


J 


Tk 



(10) 

und daraus 



/^i'^ 



ye — ya 



9 =■ y — lt. 

Meistens wird sich die Länge PaP^ aus den Koordi- 
naten ^, 9r. £^1 &> nämlich 



(«) 



sin n 



COJlt 



um einiges anders ergeben, als aus den Koordinaten ^«, ^r, 
Xm% Xit nämlich 



(13) 



5 = 



ye- ya ^ 



X0 - Xg 

cosy 



Die Differenz wird bei der Umformung der Koordinaten fOr die Zwischenpunkte proportional 
den Entfernungen verteilt werden mUssen, was geschieht, wenn alle ^9, //£, mit dem 
Quotienten 

S 



(14) 



^==6 



rouitipliziert werden. Die Formeln ( 5 ) und ( 6 ) gehen damit über in 

(15) Jyn^qcosip'd\^ + qsm(f-/tlH> \ (16) /Ixn^ gcostp'Jln-^ q.sm,<p'/l\^n9 

oder wenn die Zwiachenbezeichnungen 

(17) a^gcos(fß I (lS>. o^gsmfp 

eingeführt werden, in 

( 19 ) Jyn = a . JUln 4- • ^/ &«.. 



( 20 ) Jjfn = a . ^ j» — ö • z/ ^11 



Fig. 67. 



Wenn die auf die ^- Achsebezogenen Koordinaten in einer anderen Mafseinheit gegeben 
sind, als die auf die x- Achse bezogenen, so wird in den Formeln (19) und (20) durch 
den unter Zugrundelegung der verschiedenen Mafseinheiten nach (i2.)bis(x4) berechneten 
Faktor g zugleich die Malsreduktion vollzogen, sodafs die Koordinaten ^n , xn in der Mafs- 
einheit des Systems der «-Achse erhalten werden. Der besonderen Mafisreduktion bedarf e» 

daher in diesem Falle nicht 

Ist ^=s^, ein Fall, welcher mit ^r=^sso nament«' 

lieh vorkommt, wenn von einer durch die Koordinaten yü% 

^at ytf Xg ihrer Endpunkte PaPe m dem allgemeinen 
P^« Koordinatensystem der Vermessung gegebenen Messungslinie 

aus durch Messung rechtwinkliger Abstände ^i, ^9,... und 

deren Fufspunkte p, ^^a. ••. noch Nebenpunkte Z/»^«, ... 

bestimmt worden sind, deren Koordinaten ^t, Xf, j^a^ xg^ .,. 

in jenem allgemeinen Systeme berechnet werden sollen (Fig. 67}, 

so bt itBSQ, also (pssy und 




(ax) ctffyaas ' — -f I {xi) smgn 



y^ — yä 
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Mit diesen Werten und mit dem Werte fttr g aus (14), in welchem 6 » £r — {« durch 
die unmittelbare Messung gefunden ist, erhält man: 



(*4) o — ^Jmy»^^^-^g^. 



/ X Xf — Xa 

(*3) a^qcostp^ — g — . 

womit für diesen besonderen Fall die Rechnung nach (9) bis (14) entbehrlich wird.*) 
Wenn q nahe ^ i und aufserdem der A 9 sehr spita oder nahe an % ii ist, ein Fall, 
welcher beispiebweise bei der Umfonnung der Koordinaten ftlr Punkte an der Greote 
zweier Hauptkoordinatensysteme (§15) einzutreten pflegt, dann Vaüx sich die Berechnung 
dadurch abkürzen, dafs nur die Änderungen von dX^n, d%jm berechnet und ans der 
Addition dieser Änderungen zu z/)}m, ^{m die gesuchten Unterschiede Jj^u» dxn gefunden 
werden. Wird für diesen Fall zu den Gl. ( 19 ) und ( lo ) auf der rechten Seite des 
Gleichheitszeichens J^n — '^^iH bezw. dln — ^ln addiert, so gehen dieselben nach einer 
leichten Umformung Über in: 

(25) J^n^^r^H-hia- i)dr^n'hO'/flß$, \ {^S) /lxn^J%ß-^{a^i)d%ßt^O'J^m» 

Hier werden die die Änderungen von JX^, J% ausdrückenden Glieder 

(17) +(a— x)^t)i»-*-<»--^Jii. I (aS) 4-(tf— i)ii^— «-^ 

unter der bezüglich des A 9 und des Faktors q gemachten Voraussetzung lediglich mit 
Crelle's Rechentafeln berechnet werden können, wobei da (a — i) und^o konstant aind, nur 
xwei Tafelaufschlagungen erforderlich werden. 

2. AnflOsug. 

Die Koordinatenumformung läfst sich auch allgemein ohne Benutzung des A ^ allein 
uxmiittelbar mit den Koordinatenunterschieden ausführen. Um 9 auszuscheiden, kann man 
wegen ( 11 ) für ( 15 ) und ( 16 ) schreiben: 

( 49 ) ^yn — q cos (v — n) d^n 4- 9 sin {w — tt) -i/ J«. 

( 30 ) dxm ^ q cos (v " ti) Jln — q sin{y n) dX^m 

Indem man hierin nach ( 63 ) und ( 65 ) im § i : 

( 31 ) sin (v ~~ Xi) ^=^ sin y cos n — cos^ sin Xi • 

( 3* ) cos{v — Xi) SS cos y cosxi -h sinv sinxit 

und femer nach obigen Formeln ( 11 ) und (13): 

(33) «„. = ^1^-1^. c«.=*=ii-E^. 
134) " e ~6~' ««" = — g g- 

mithinj 

(35) ^„(..,)^iJ!dS^!ll^d^flMl. 

(j6) .„(,_„) = Mfli^lbJ£^l[£5] 

c 
seut, auch zugleich nach ( 14 ) ^ » -^- und @' « l^X^Y -h [^lY ^^^^^» ^^^^ Bum: 

137) ^tyn~ [J^r + i^lY ^ l^^r + l^ä' ^' 

*) Wegen dieses besonderen Falles vgl. auch § 90 Ponne! (15) bis (96). 
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Will man wie nach ( 25 ) und ( i6 ) mit den Änderungen Ton ^9». jSlß$ rechnen, 
so gehen diese Formeln, indem man auf der rechten Seite des Gleichbeitsaeichens wieder 
d\^'—J\^n besw. ^Iß — Jln hinzufügt und 

(39) f,^i^y\''[^^'\^ 1 (40) A = [^*]-[^d 

setzt, Über in: 

(41) dyn = ^ri»+ [j^Y-^i^lY ^"^ [^W'+[^s]' ^' 

(4*) ^x, = ^j.+ [^^r + C^E]* ''*" t^«>]* + [^j]' ** 

In abersichtlicher Zusammenstellung und unter Einführung einiger Zwisöhmbezeich- 
nungen, sowie unter Scheidung einiger in der Praxis vorkommenden besonderem FlUle, hut 
man mithin folgende Rechenformeln: 

A. bei direkter Berechnung der gesuchten Koprdinateft« 
a) allgemeine Formeln (Fig. 66). 

(43) 6 = vyxiY + [J^' == n^ -n.y+fj^- y,Y. 

(44) 5 = vyyY + yxY = V{y» -j^.r+c*. -*.)». 

6 nnd S mOssen innerhalb der xuUtdgen Fehlergreuen (Taf. XQ -nnler einander llber^ 



(45) 



^Iji = 9* 9/» 



(47) [^9]=-s^-*-'^/H-...+-^i»=lJ#— V 



(46) 






(48) [^d=-i^+-^sH'*..-f4ii»=a>-s«' 



( 47 ) und ( 4g 1 sind Rechenproben« 



(49) D^ldxi\[dy\ + yi\iJx^ 

C53) ^ya^a-Jy^a-^-o-Jy,, 
^yn ^a'JX^n-hO'Jln* 

(55) I^^]=^.y«-h4jKH-...+-^^*==^#— ^a. 



(50) C^[Ji][Jy1^l4^[^x] 



(5O 



6* 



( 54 ) Jxa ^a^dla-^O' dy^, 
Jxt =B a • ^ jf — • d%t% 

(56) [-^x]=«^/jr«+i:/*j+ ...+//*««r^ 



(55) und (56) sind Rechenproben. 



l57) yi^ya-hdya. 
ys^yi-k-^yi, 

yn^yn-^t-k-dyn-t, 
yt^'^yn-k' ^yn (Probe). 



( 58 ) *i a* JP« -f- dxa^ 
xa=^ Xi-^Axt^ 

*n = ^»f— / + dXft^t^ 
x,=xn-h dxn (Probe)- 



bj besondere Formeln, wenn 9a = ^ (Fig. 67) ist und>r», xh gesucht sind* 



(59) 



[Jx} Xt^Xa 

\ ■ ■ as ■ . 

6 Iß-lß 



(60) 



[z/>^]_^^— ^g 



6 



Sr-5s 
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AHes Qbfige nach (43) bis (48) und (53) bis (5g). Hier ist a und aus (59) und (60) 
gleich denselben Werten nach (5) und (4) des §20 bei der Berechnung der Koordinaten 
fttr Punkte anf Messungslinien. (Vgl. auch (13) bis (16) ebendaselbst.) 



c) besondere Formeln, wenn \^ = Xig (Fig- 67) ist und t^n* £» gesucht sind.' 
S und 6 nach (43) und (44). 



(61) 



äyt^ ya — yt% 



dyn^ye-^-yn- 
(63) [4y]=»4y«+4y/+...+4y««>'#— >«. 



(6a) 






dxn ^= *r — *!•• 
(64) [/lx\^/fxa-\'dXi'^,,.'\'Jxn^Xi^Xa* 



(65) 



[Z/X] JTr — Xg 

6 Sr-|a 



(63) und (64) sind Rechenproben. 
(66) 



( 67 ) d\^ a« a . dya 4- o - dxa, 

(69) [^iJ«-^^«-f-/il)7H-...-h^tJi» = o. 



( 68 ) ^/ Ja = a - iijffl — o • Jyat 



^/ J» « a ' dxn — <» • dym* 
(70) [^/j«J=^/ja-h^fji+...+^/E«=S#— )f«. 



(69J und (70) sind Rechenproben. 



(7X) 



l)# = ^i H-z/lj/, 



^# = ^1» -f d^n = 9a (Probe). 



(7*) li^la-^diß, 

J« = J«— 1 + dlM^ßt 

U^ln-^din (Probe). 



B. bei Berechnung von dy^^ dxn. aus den Änderungen von ^t)«, d%n' 

Die Formeln (43) bis (4g) und (55) bis (5g) finden auch hier Anwendung. An 
die Stelle von (49) bis (54) treten folgende Formeln: 



(73) /,«[-^;K]-[^tj]. 
(75) B^f,\JM\^uidi\ 



f77) 



a — I = 



6^ 



(79) dym^d\^a->t-{<l'r\)d\^a'\-0'dla^ 
dy, = 2f ^, H- (a - 1) z/i), + (? .4j,, 

^^'j» = ä^n + (ä — ^11 4- o^Jln- 



(74) /x = U*]-[^d. 

(76) ^=/,[/^E]-A[^rt. 

C 



(78) 



©' 



( go ) äxa = -JE« -4- (a — i) /f|« — o^AH^a , 
^jf/ = -^5/ H- (a — i) z/j, — tf .^^,, 



Die Behandlung des Fallest nach Art der Formeln (59) bis (7a) wird keine 
praktische Bedeutung haben. Die Werte fUi C, a, o aus (50), (51)» (51) sind gleich 
denjenigen aus (76), (77), (7g) und. Z) aus (49) ist gleich ©'-f-^ aus (75), wie sich 
leicht ergiebt, wenn (73) und (74) in (75) und (76) eingesetzt werden. 

Die Formeln der i. Auflösung werden wohl eine etwas schärfere Rechnung bedingen, 
als diejenigen der i. Auflösung, können auch meistens mit ausschliefslicher Benutzung der 
Crelleschen Rechentafeln angewendet' werden. Die Rechnung nach (73) bis (go) hat 
ganz die gleiche iufsere Gestalt, wie bei einigen Arten der Fehlerverteilung in der Be- 
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rechnung der Koordinaten polygonaler Zttge, indem ^ -* i ond ^ nicb Abschnitt VI gleich 
sind a — I und o nach obigen Formeln (77) und (78)* 

Sind gleichzehig mit der Umformung der Koordinaten auch die Koordinaten für 
Punkte auf Messungslinien im Sinne des § 20 zu berechnen, was namentlich im Falle der 
Formeln (59) und. (60) Vorkommen wird, so kann die letztere Berechnnng mit der Um» 
forroungsrecbnung zusammengefafst werden. Hierbei sind , wie fUr ^ es ^ sb o, so auch 
für die auf der {-Achse /^ Pr liegenden Punkte Ph die Ordinaten ^«sso. Aber auch 
umgekehrt kann die Umformung in jene Berechnung mit aufgenommen werden, wie 
im § 10 gezeigt worden ist (S. 56, 57, 59). 

Die Anwendung der Formeln (43) bis (60) ist durch das Beispiel 
No. I, der Formeln (61) bis (72) durch das Beispiel No. 2 auf S. 6g 
und 69, der Formeln (73) bis (go) durch die Beispiele No. 3 und 4 auf 
S. 70 und 71 erlftutert. Die Zahlen in Spalte 13 und 14 sind bei den 
Beispielen No. x und 3 mit Grelles Rechentafeln, bei den Beispielen 
No. 2 und 4 logarithmisch berechnet 

Das Beispiel No. x enthält den Fall der Figur 6g, in welcher 
Pa3 Pa4 eine Strecke aus einem Polygonzuge oder dem Netze der 
Kleinlinien darstellt. FUr Pa^^ Pa^ sind die Koordintftta: 



Fig. 68. 




P. 



»3 
24 



•87 556.»9' 
«87 864,18 



^• 



«72087.65« 

«71 984'48 

gegeben, welche sich auf die allgemeinen Abszissenächgeder Vennettung 
(die ;r- Achse) beziehen. Zwischen Paj und /V^ sind die Punkte Ppi^ 
Ppa^ Ppj^\n der Weise bestimmt worden, dafs die rechtwinkligen 
Abstände \^gt% X^ptt \lpj und die Fufspunkte der Abstände, von 
Pjj aas gezählt, nSmlich |^/, ipa, ipj, sowie auch die ganze Länge /Vj Z*^^ «=" 6 » {^^ 
gemessen sind. Die so in Bezug auf P^j Pt4 als {-Achse gefundenen Koordinaten sind' 

hiemeben zusammengestellt. Fflr Ppt, Ppg, Ppj 
sollen die Koordinaten yp,, xp,, ypg, xpg, ypj, xpj, 
bezogen auf die allgemeine j>Aclise der Vermessung, 
berechnet werden. Hier ist Pa » Pgj und P, » Pg^, 
Da )}^j = ^a^ sr o, so Ist auch [^^] » o, so dafs 
der besondere Fall der Formeln (59) und (60) 
vorliegt. ♦) 

Zum Beispiele No. 2, für welches in dem all- 
gemeinen Koordinatensysteme der jt- Achse die in 
Sp. 15 und 16 nachgewiesenen Koordinaten gegeben 
sind, ist der umgekehrte Fall zur Anschauung gebracht, d. h. es sollen diese Koordinaten 
auf die Gerade PggPga als £- Achse beispielsweise zu dem Zwecke umgeformt werden, um 
mittels der zu berechnenden Koordinaten ^j«, £m die Zwischenpunkte in das Gelände zu 
übertragen oder fllr anderweite Zwecke rechnerisch nutzbar zu machen.. Bs finden also 
die Formeln (61) bis (72) Anwendung. Dabei ist S=r'5 genommen worden, da ein 
durch unmittelbare Messung gefundener Wert für @ als noch nicht vorhanden vorausgesetzt 
ist. Letzteres wird die Folge haben, dafs wenn bei der Absteckung im Gelände das Mafs 
6 abweichend von S gefunden wird, die umgeformten Koordinaten noch nach dem Ver- 
hältnis von S\% verbessert werden mQssen, was am einfachsten in der Weise geschehen 

— I I a f a- 

geftlgt wird. 



91 
9* 
93 
*4 



0.0 

■4- 11.6 

■t- ia.4 

-8.9 
0,0 



0,0 
-+- »03,3 
-4- 176,5 
-♦- 226,0 

+ 3*4,3 



>hin2u- 



*) Die Behaadlimg eines ihnliche« Fallee Sa aaderer Fonn t. § so S. 59. 
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1 
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UfJ^n* ^«•^«. 


1 
l 

1 


[^r. 
[^3*. 












5*. 


D. 
UgD. 


c 


A 
«. 






I. 


x. 


3- 


4- 


5. 6. 


7- 


8. 


9- 


I 


- 


»•Ol 355- 
2.48 840 


— 


A»^6— *.5i095 






1 

1 


— 


10644 
94796 


— 


^^«- 9.97745 
to^o^ 9. 50 160« 






1 


3»4,30 


X05440 
3*4.7* 


- 


•3 


4- 


0,949400 
0,3x8x19 


+ 0,4*» IL 0,5a 




0^ 


6 












1 








ft 


^ 


a.95 86811 
2.5^ 976 


<— 










lo^S^ 


2.99515 


4-49 377« 
1.13*99 


a.088381. 

a. 10 252 


1. 73 360 
»•45730 


— 


8*6735 
15 1188 


— 




9.59461 
9- 96 353 


1 


X. 48 363 
a.a64«o || 


98«»9«> 


57 79*3 
988190 


— 


— 


— 


a. jo ia7„ 
1.8890a 


1.89 588» 
1.85*55 


- 






a CSS 


[^'] 


a.xa969i, 
1.63 347 


1.7*430« 
X. 59 680 


1. 12788 

2. 09 322 


6 


6 


a.i4Sxi- 
1.87*74 


1.73 97*- 
1.83627 


1-4^735 
2.10864 




a.o8 973« 
1.74 88x 


1.68434« 
1.71234 


1- 34 34* 
2.05326 








a.95 868« 
2. 58 976 


*.55 3*9- 
2.55329 


*.X8437 
2.92221 
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1 der K 


oordinaten. 






Die 
Koordi- 
naten 
^nd 
ent- 


^^n. 
^•+'- 








dyn^ 




Nr. 

den 

Punktes 




nom- 
sneu 


±\ 


Meter. 


ifc 1 Meter. . 


± 1 Meter. 


zb 1 Meter. 


±\ Meter. 


±\ Meter. 


A. 




ZG. 


.,. 


12. 


13- 


14. 


15. 16. 


17. 








o.oo 




0,00 


4- 


11,01 


4- 


4 4 

98103 




.72087,65 




«87 556.*9 


*3 






+ 


11, 6o 


+ 


103,30 


— 


11,85 


4- 


101,76 








4- 


II, 6o 


4- 


103.30 


— 


3I185 


4- 


3,69 




«7*065,80 




«87 658,05 


9' 






+ 


0.80 -h 


73,ao 


4- 


0,76 


+ 


69*47 


- 


i»,53 


4- 


69,75 








+ 


I2»40 + 


176,50 


— 


13.18 


4- 


0,25 




»72043,17 




«87 7»7,8o 


91 






- 


ai,30 H- 


49» 50 


— 


— z 
10,21 


H- 


4 9 
46,98 


— 


35.97 


4- 


40,13 








— 


8,90 + 


226,00 


- 


15.74 - 


6.77 




«71007,30 




«87 768,03 


93 






-h 


8.90 


+ 


98.30 


4- 


8.45 


4- 


+ 4 

93.*8 


— 


11,81 


4- 


96,15 










0,00 


4- 


314.30 


— 


31,16 


4- 


1,83 




«71 984.48 




«87 864.18 


24 






+ 


11,30 








0,00 


4- 


307.7^ 
















— 


11,30 


-h 


314.30 


— 


103,13 




0,00 


3 


103.17 


4- 


307,89 








0,00 


— 


103,17 


+ 


307.89 








0,00 




0,00 


a'/Jy». 
. dxn* 


a*/lxn* 

^-O'/Jyn* 




36 419,62 




«41 415,08 


89 






4- 


4,06 


H- 


340.76 


— 


121.57 


-h 


54.15 


— 


3".7* 4- 


137,7* 








-h 


4.06 


+ 


340,76 


4- 


116,63 


4- 


186,61 




36 107,90 


«41 561.80 


114 






— 


7A7 


-4- 


114.45 


- 


78,68 


4- 


4 « 
30,45 


— 


200,11 


H- 


77.45 








— 


3.4X 


4- 


555.1» 


4- 


71.11 


4- 


183.99 




35 907,79 




»41 640,25 


115 






- 


13.48 


H- 


140.84 


— 


53.00 H- 


16,90 


— 


134,80 


4- 


41.98 








— 


16,89 


4 


696,05 


-4- 


39.5* 


4- 


"3,94 




35 771,99 


«41 683.13 


116 






+ 


13.67 


+ 


«57.75 


— 


54,9» 


-h 


19.33 


- 


139.67 


4- 


74.60 








— 


3.2a 4- 


853.80 


-h 


68.59 


-f- 


118,41 




35633.31 




-41 757.83 


117 






-H 


3.11 -h 


i35.'o 


- 


48.34 


4- 


11.05 


- 


111,95 


4- 


56.08 










0,00 -h. 


988,90 


4- 


51.56 


-4- 


113,05 




35 510,37 




•41813.91 


92 














— 


357.51 


4 


151,89 


















0,00 


-h 


988.90 


4- 


357.51 
0,00 


4- 
4- 


4 I 
836,00 

988,90 


— 


909.15 


4- 


388,83 
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Iva. 






in9^. 






iir(*— «) 


.3 [AI*. 












s. 


UgB. 


c 


#■ 


1. a, 3. 1 


4. 


5. 


6. 


7- 


8. 


9. 


3 ».93 «70» 
»•7«S79ü 


o- 99 476« 
x.»2 763 


3.92546 
3. 94 642« 


3.71355 
4.X5833 


6.00029 








746790 
»7 3« 95 


74 37 34 
15 65 Oft 


+ 


S4««i8 
8 83?.4 




5X7x1 6.6x943» 
14 399 1 8.^130 








X000685 
xooo,35 


XOOOft 36 
XOOO,XO 


2. 


4x6.6 
6x97», 


+ «9570 
4. »9 «59 


-H 


0,0004x6 
0,0x9557 


- 0,15. 


1.0,95- 






























4 3.66006 
a. 74 604 


o.8ftOfto« 
X. 7x 64ft 


4. 48 026» 
4. 46 446 


3. 56 624« 
5- 37 648« 


7.32652 








a.79 8ox 
1.36586 


8.55571- 
9.42250» 


7.I2356- 
0.85465 


oo 89 S6oo 
31 0500 


20 83 8ftoo 

37 XftOO 


+ 


30218 
29004 


__, 


3683 
237 950 


5- 75 770. 
8. 05 664» 


2.95684 
2.27082 


8. 7« 454» 
0.32746« 


8.0285*« 

I.Ol 348 


2x209x00 
4605,34 


21 209400 
4605.37 


3. 


X2I4 
08 4**« 


5. 


241 633 
38 316« 


— 


-1-0.03. 


■ 








3.06508 8.81278» 
2.39085 0.44749« 


8.14855« 
t. I2I71 


3.27332 
1.00651 


9.03 102« 
0.06 31 5« 


7.76421. 
1.32996 


_ 












3.66006 
2.74604 


9-41776« 
0-80268« 


8.50374« 
1.7x670 
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der Koordinaten. || 


1 
















Nr. 


l 


^^•. 

^«+i« 






(a-i)^ffe,. 








des 

Pttok* 

tes 


i 
















A. 


±1 Meter. 


±1 Meier. 


±|M«er. 


=fc 1 Meter. 


=t 


Meter. 


± 1 Meter. 




lO. 


ZI. 


Z*. 


13. 


14. 


15. 1 


z6. 


T7. 






43 498.69 




58541.88 




0,06 


4- 


0,0z 




•70675,97 




.37624,89 


a 




+ 


X4»,ao 


— 


36,37 


:♦- 


141.43 


- 


39#i5 








43 640,89 




58 505.5X 


— 


0,71 


— 


*,78 




«70 817,40 




•37 585.74 


75 




— 


X39»6i 


+ 


76,60 


4- 


0,06 


— 


0,03 


— 


138,05 


4 


79'3i 








43 50ii»8 




58 584,11 


4- 


1,50 


+ 


*.74 




•70679,35 




.37665,05 


76 




— 


193.41 
43 307.87 


— 


4*1.87 
58 360,24 


4- 


0,08 

4 • 
4.35 


4- 
4- 


0,09 
3.79 


— 


197.67 
«70 481,68 


— 


2Z8.00 

«37447,05 


77 




— 


477.45 
41 830.4« 


— 


302,34 
58058,00 


-h 


0,20 
+ 1 
5.9» 


4- 
4- 


0,13 
9,36 


- 


483,16 
-69998.5* 


— 


*9*.77 
«37 i54.*8 


78 




— 


x84ra5 


— 


39i47 


-h 


— I 
0,08 


+ 


0,02 


— 


184,95 


— 


35,85 








4» 646.17 




58018,53 


— 


0,77 


-H 


J.6. 




•69 813,57 




•37118143 


t 




4- 


x4a#ao 


+ 


76,60 


4 


0/35 


4- 


0,22 














^ 


994»7* 


— 


599.95 


— 


10,23 


-H 


16,67 


... 


862,40 


— 


506,46 




— 


854r5* 


— 


5*3.35 


— 


9.8« 


4 


16.89 






«41 58x,o8 




ai 135,30 












•4 557,85 




«48 **9,63 


13 




+ 


6»8,07 


4- 


23,22 


— 


0,04 


— 


0,00 


4- 


627.77 


+ 


3o#37 








«44*09,15 




*i 158,5* 


— 


0,26 


4- 


7.15 




«5 z85,62 


.48 260,00 


22 




4- 


905.41 


4- 


186,56 


— 


0,05 


— 


0,0z 


4- 


903,23 


-h 


196,87 








«43 "4.56 




*i 345,08 


— 


*,13 


4- 


10,3* 




«6088,85 




«48 456,87 


17 




+ 


z z6z,65 


4- 


*45i95 


— 


4 I 
0,07 


— 


0,0 z 


4- 


1 158,79 


-H 


*59,i7 








«44 a76.»i 




*i 591.03 


— 


2,80 


4- 


13.*3 




«7 *47.64 




«48 716,04 


*5 




+ 


I 876,37 


4- 


101,5z 


— 


o,zz 


— 


o,ox 


-t- 


1875.10 


4- 


x**,88 








«46 Z5*,58 




21 692,54 


— 


1,16 


4- 


*i.38 




«9 Z22,74 


-48 838,9* 


12 










— 


0,26 


— 


0,03 












-+- 


4 571.50 


+ 


557.*4 


— 


6.35 


4- 


5*.o8 


4- 




609,29 




ZL 


6,6z 


4- 


'5*.05 


4 564,89 


k 
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Griindaufgaben der Punktbestimmungen. 



in. 



In den die KoordinatenomformungeD an der Grenze zweier allgemeiner Koordinaten- 
systeme St und JC behandelnden Beispielen No. 3 und 4 nach (73) bis (80) sind fQr die 
ab Anfangs- und Endpunkte dienenden trigonometrischen Punkte gegeben: 





P. 


im Systeme St 


im Systeme iC, 




^• 


5- 


y- 


X. 


fan Beisp. 3. 
im Beisp. 4. 


a 

e 

13 

12 


43 498169 
4*646;X7 

«41 581.08 
-46 152,58 


58 54i»88 
58018,53 

*i 135.30 
2X 692,54 


-70675,97 
«69813157 

«4 557.85 
«9 122,74 


■37 624,89 
«J7 "8.43 

■48 429,63 
«48 838.9« 



Es soOen für die in Sp. 17 bezeichneten Zwischenpankte die in Sp. 11 und X2 vor- 
getragenen Koordinaten ^1 {« in die Koordinaten ^m* Xn der Sp. 15 und 16 umgeformt 
werden. Die Zwischenpunkte sind im 3. Beispiele Polygonpunkte, im 4. Beispiele trigono- 
metrische Punkte. 

Die Rechnungen in d^ Beispielen No. I, 3. 4 beginnen damit, dafs in Sp. ix 
und 12 durch Subtraktion die Koordinatenunterschiede ^X^n% ^%n von Punkt zu Punkt nach 
(45) und (46) und zum Schlufs die Gesamtunterschiede [^^] und [^£] vom Anfangs- 
snm Endpunkte gebildet werden. Die Suomien der ersteren müssen gleich den letzteren 
sein, worin die erste Rechenprobe nach (47), (48) gewonnen ist 

Darauf werden in Sp. 15 tind x6 die Gesamtunterschiede [/fy] und [/Ix] gebildet 
und bei Anwendung der Fonneln (43) bis (60) auch in Sp. 13 und 14 als Schlufssuromen 
vorgetragen , während bei Anwendung der Formeln (73) bis (80) hier die Differenzen 
f^ mnd/r nach (73) und (74)» und zwar ebenfSalls als Schlufssummen gebildet werden. 

Nunmehr erfolgt die Berechnung der Koeffizienten a und nach (49) bis (52) oder 
tf '- I und o nach (75) bis (tS)* Bevor diese Koeffizienten in die weitere Rechnung ein- 
gefihrt werden,, ist es ratsam, sofort ihre Richtigkeit dadurch zu erproben, dafs nach An- 
leitung von (53), (54) oder (79)1 (80) mit Benutzung der Gesamt unterschiede die 
Gleichungen: 



«[^« + ^[^d-[^^]. 



(8») 



a[^j]-^[z/J,] = [^*], 



(84) («~i)[^d-^[^^]-/* 



(81) 
oder: 

(83) («-0[^W + ^[^d=/^. 

numerisch berechnet und die Zahlenwerte ebenfalls in den Abschlufs der Sp. 13 und 14 
eingetragen werden, wobei sich die rechts des Gleichheitszeichens stehenden Gröfsen in 
Obereinstimmung mit ihren bereits bekannten Zahlenwerten ergeben mttssen. 

Nachdem weiter in Sp. 7, 8, 9t 13. 14 <lie Rechnungen nach (53), (54) bezw. (79). 
(80) für die Einzel unterschiede von Punkt zu Punkt ausgeführt worden, mttssen deren 
Snaaien in Sp. 13 und 14 nach der Rechenprobe (55), (56) ebenfalk auf die bereits 
bekumten Zahlenwerte abschliefsen. Kleine in der Ungenauigkeit des Zahlenapparats 
liegende Abweichungen werden überall nach Verhältnis der Unterschiede verteilt. Letzteres 
tritt namentlich bei Anwendung der Crelleschen Rechentafeln ein, wobei die Multiplikation 
mit den durch die Tafeleinrichtung bedingten dreizifferigen Zahlen bei grofsen Zahlen» 
wetten nicht fanmer erschöpfend ist Wegen des Näheren dieserhalb kann auf die gleich- 
artigen Rechnungen des § 20 (S. 57 bis 59 und 6x) verwiesen werden. 

Endlich werden die Einzdnntersehiede ^^«, ^Xn auir ihren Bestandteilen zusammen- 
gefidst in Sp. 15 und 16 eingetragen and nachdem auch hier die Rechenproben (55), (56) 
gezogen, schrittweise zu den Koordinaten des vorhergehenden Punktes addiert, wobei die 
Rechnung ailf dem Endpunkte ohne jede Abweichung abschliefsen mufs. 
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Im Beispiele No. 2 sind umgekehrt zuerst die gegebenen Koordinaten j^m, xh 
in Sp. 15 und 16 mit ihren Unterschieden Jy, dx einzutragen. . Von hier geht die Rech- 
nung nach Sp. i bis 9 und darauf nach Sp. 13 und 14, endlich rflckwärts nach Sp. ix 
und 12, womit die gesuchten Koordinaten 1), | gefunden sind. Die Rechenproben ge- 
stalten sich ähnlich wie bei den Beispielen No. i, 3, 4. 

Für die Aufsuchung von Rechenfehlern ergibt sich in der logarithmischen Berech- 
nung die Probe, dafs jederzeit in Sp. g und 9 im Falle der Formebi (53)» (54) 

(85) loga^dXin-^ logO'd}^ ^loga^J\n'{'l0g{r'O-A\!^^^ 

im Falle der Formeln (67), (68) 

( 86 ) loga- Jyn -{- iog o » axn ^toga- dxn + Äy (?- « • ^f^*)f 

und im 'Falle der Formeln (79). (80) 

l 87 ) log\a-i) dX^n -i-logO' ^lln^^log (fl— l) dln •¥ log (— O . d^n) 

sein mufs, mit der Abweichung, dafs sich auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens fUr die 
zugehörigen Zahlen entgegengesetztes Vorzeichen ergiebt. Gleiches gilt von 

( 88 ) log [dX^] [dy] -h log [dl] [dx] = log [di\ [dy] H- log (- [dxi\ [dx]\ 
( 89 ) . iogfy [Jxi\ + log/^ [di\ = logfy [di\ + log {'fjo [dxi\) 

nach (49)» (50) und (75). (76) in Sp. 4 und 5. 

Vorbedingung der Erzielung guter Ergebnisse bei der Koordinatenumfbrmung wird 
es stets sein, dafs mindestens zwei Punkte durch die Koordinaten in beiden Koordinaten- 
systemen gegeben sind, und daGs die Punkte, deren Koordinaten umgeformt werden sollen, 
jedesmal zwischen jenen beiden Punkten liegen. Sind mehrere Punkte in beiden Systemen 
gegeben, so wird man, wenn nicht besondere Umstände ein anderes bedingen, die Um- 
formung der Koordinaten für die einzuschaltenden Punkte doch jedesmal nur an die beiden 
Punkte, zwischen welchen sie liegen, anschliefsen, also die Berechnung von a und oder 
a ^ I und o fUr jedes Paar der als Anfangs- und Endpunkte zu benutzenden gegebene» 
Punkte wiederholen, zumal die kleinen Verzerrungen, welche an den Grenzen verschiedener 
Koordinatensysteme durch die Vernachlässigung der Krümmung der Erdoberfläche entstehen 
und wie Messungsfehler wirken, es bedingen, dafs fflr a und o oder a — i und o je nach 
der Entfernung von derAbszissenachseund je nach der Gröfse des Neigungswinkels v vsa 
einiges verschiedene Werte erhalten werden. 

Die Umformung der Koordinaten wird in der Regel je für die trig. Punkte ver- 
schiedener Ordnungen, sowie fttr die trig. Beipunkte, die Polygon- und Kleinpunkte ge- 
sondert durchgeftihrt. 

Sind die Koordinaten trig. Punkte I. und II. Ordnung, wenn dabei die KrUomiung 
der Erdoberfläche zu berücksichtigen ist , umzuformen , so reichen die oben gegebenen 
Formeln nicht mehr aus. Vielmehr werden in diesem Falle aus den im Koordinaten- 
systeme St gtgthtntn Koordinaten ^«y %ft nach Abschnitt VIII entweder die geographischen 
Koordinaten und dann aus diesen die rechtwinkligen Koordinaten im Systeme JT gefunden, 
oder CS werden aus ^«, £1» die sphärischen Neigungen und Entfernungen abgeleitet 
und sodann mit den letzteren und den sich aus den Neigungen ergebenden Brechungs- 
winkeln die Koordinaten ym xn des Koordinatensystems K im Anschlufs an die gegebenen 
Koordinaten ya% xa, ^#, x, und die gegebenen oder aus den gegebenen Koordinaten ab- 
aaleitenden Neigungen berechnet. Der erstere yieg wird in der Regel vorzuziehen sein 
«nd am achnellaten zum Ziele füliren. 
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Kap. 6. Die Bereclmiuig einzelner Dreiecke mit QQlfe 
von Dreieckswinkeln. 

Die Btfedmung der Dreiecke aus einer Seite und den drei Winlteln. 

§22. 

Die Berechnung der Dreiecke aus einer gegebenen Seite und den g^ebenen Winkdn 
geschieht nach den Formeln ( 107 ) bis ( 109 ) im § x. Sie kommt in der Landmeasnng 
häufig vor, weshalb die Frage, wie das Rechenformular hierfür einsurichten, von besonderer 
Wichtigkeit ist. 

Nachstehend sind drei Formnlare mitgeteilL 

X. Formular. 



Die 
Winkel 
sind ent* 
nommes 



Gemessene 
WinkeL 



Verbesserte 
Winkel. 



a 
*»«»-: — . 
sma 



I. 29 
I. 19. 
J. 30 




«j 54 
ßl 46 

y\ 79 



180 



6 
04 54 



5*1 46 
79 



175180 
»7 



00 



loga 
— log sin a 

Ugm 
-^logsinß 

logb 
b 



3- *4 845 
9. 90 924 



3. 33 9« 
9. 86 005 



3. 19 916 
I 584/19 



a ans ^ x6 
aas 1771,96 



logm 
-\-iogsmy 

logc 

c 



3. 33 9*1 
9. 99 »44 



3- 33 165 
1 146,10 



(Trig. Form. 13.) 



a* Formular. 



Die 

Winkel 
sind ent* 
oorniHCP 



Gemessene 
WinkeL 



Verbesserte 
Winkel. 



a 
sma 



Log. der 
Seiten. 



Seiten. 



Log. der 
Sinus. 



a=samsma, 
bsssmsmß, 
c^srnnHy. 



l. 29 
I. 19 
i. 30 




a| 54 
y 79 



180 



iog m 



3. 33 9ai 



a aus A 16 



6 
04 II S4 

5 
51 46 

6 
22 79 



180 



9. 90 9*4 
9. 86 005 
9. 99 244 



3- *4 845 
3. 19 926 
3- 33 165 



X 771,96 

1 5R*#«9 

2 x46,xo 
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3. Formular. 



Die 
WinlMl 
sind ent- 



Gemessene 
Winkel 



I Verbesserte 
Winkel. 



sma 



■ sin y* 



X. 29 
I. «9 
1. 30 




54 
46 

79 



180 



54 
46 
79 



180 



00 



lo^ sin ß 

loga 

cpl log sin a 

log sin y 

logb 
lüge 



9. 86 005 



3- *4 845 

o. 09 076 



9. 99 244 



3. 19 926 
3-33165 



a ans ^ x6. 



I 771,96 



X 58»,i9 
2 246,10 



Das Formular i empfiehlt sich für minder geübte Rechner, erfordert jedoch den 
größten Aufwand im Zahlenschreiben. 

Das Formular 2 beschrankt diesen Aufwand und gewShrt sngleich den Vorteil gro&ter 
Übersichtlichkeit, da die Winkel und deren Sinnslogarithmen, sowie die Logarithmen der 
gegenüberliegenden Seiten und diese selbst auf gleiche Zeile zu stehen kommen. 

Das 3. Formular bedingt den geringsten Aufwand im Zahlenschreiben. 

Zur Erläuterung des 2. Formulars diene die Bemerkung, da(s man, nachdem das 
Einschreiben der Winkel erfolgt ist, sunlchst die Logarithmen von sinut sinßj süty und 

von a einsutragen , hierauf log m as log — — au bilden und nunmehr der Reihe nach 

stn a 

log sin a, log sin ß^ log sin y zu m au addieren hat, wodurch man die Logarithmen der 

Seiten erhält. Indem hierbei log m 4- log sin a wieder den bereits eingetragenen log a 

ergeben muls, ist eine Rechenprobe für log m beschafft Man hat aber auch gans all- 

ti h c 

gemein m b= — ^ — es-; — :'=— : — » woraus folgt, da(s wenn nicht a, sondern b oder c 
stn a stn ß sin y 

gegeben ist, die Rechnung nur auf einer anderen Zeile des Formulars beginnt, an sich aber 
dieselbe bleibt. Dieser äniserlich abweichende Lauf der Rechnung vollzieht sich am ein- 
fachsten in dem 2. Formular, worin ebenfalls ein Vorzug des letzteren liegt. 

Im Formular 3 ergibt, wie aus der im Kopfe des Formulars angegebenen Formel 
erhellt, die Summierung des x., 2. und 3. Logarithmen den Logarithmen für ^, die 
Summierung des 2., 3. und 4. Logarithmen den Logarithmen für c. 

Die Eintragung der Seitenlängen in die Rechenformulare wird in vielen Fällen ent- 
behrlich sein, da in der Regel nicht die Seitenlängen selbst, sondern nur deren Logarithmen 
für die weiteren Zwecke zur Verwendung gelangen. 

Das 2. Formular war in der ersten Ausgabe der preußischen Katasteranwebnng IX 
als besonderes trig. Formular 13 für die Berechnung der Dreiecke aus einer Seite und 
den drei Winkeln oder aus zwei Seiten und einem gegenüberliegenden Winkel (Aufgabe 
des folgenden § 23) angewendet Daneben war für die Berechnung der Dreiecke aus zwei 
Seiten und dem eingeschlossenen Winkel (Aufgabe des § 24) ebenfalls ein besonderes 
trig. Formular 14 vorgesehen. Die zweite Ausgabe jener Anweisung hat beide Formulare 
in ein gemeinschaftliches trig. Formular 13. 14 zusammengezogen, das in den folgenden 
§§ 23 und 24 abgedruckt ist Im Falle der Aufgaben der §§ 22 und 23 bleiben die auf 
die Aufgabe des § 24 bezüglichen, vor der ügnrenspalte stehenden Sonderspalten unbenutzt 
In dem vereinigten Formular ist die Spalte «Verbesserte Winkel* weggelassen, was un- 
bedenklich erscheint. 

Die vorstehende Dreiecksberechnnng enthält keine Sicherung gegen 
Rechenfehler, mögen sie bei Entnahme der Sinnslogarithmen oder der Seitenlängen aus 
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der Logarithmentafel oder sonst yorgekommen sein. Eine erschöpfende Sicherung wird 
hergestellt dnrch einmalige Berechnung der Seitenlange a ans dem Ausdruck: 

was für a Übereinstimmung mit der formularmäfsigen Rechnung ergeben muft. Im Falle 
des obigen Beispiels hat man: 

* -h « =» 4- 3 7*8/*9 I /J+y=4-i25*46'oi' 

^ — y = — 3* 54 30 



* — <: — — 563,91 
Probe:a&8K4- 3 164,38 



i(ß'hy)^-h 6a 53 01 
*(/»— y) = — 16 27 X5 



Zo^rwf (/8-f-y) = 9. 65 87s 
epl lo^ cos i{ß—y)=s 0.01 816 

Ä»^Ä = 3.a4 845 
Probe: /9 = + 46 25 46 a = i 771,96 

Minder sicher wird der Schutz gegen Rechenfehler dadurch erreicht werden können, 
dals die formularmäbige Rechnung zweimal ausgeführt wird. 

Die Rechenprobe nach ( i ) gilt auch lür die Aufgaben der §§23 und 24« 

Die Berechnung der Dreiecke aus zwei Seiten und einem gegenllberliegendenWinIcel. 

§ 23. 

Die Berechnung erfolgt nach den Formeln ( 1 10) bis (117) im § a, f%r deren An- 
wendung beachtet werden mag, dais diejenige der gegebenen beiden Seiten mit a bezeichnet 
wird, der der gegebene Winkel gegenüberliegt. Der Aufstellung eines besonderen Rechen- 
formulars f&r diese in der Landmessung nicht häufig vorkommende Aufgabe bedarf es nicht, 
vielmehr können hierzu die Formulare des § zz und das trig. Form. 13. 14 unmittelbar 
▼erwendet werden, indem nur eine andere Reihenfolge der Eintragungen als dort stattfindet. 

Die bei jenen Formeln angegebene Zweideutigkeit der Auflösung folgt auf trigono- 
metrischem Wege aus dem Umstände, dals man zu dem Sinuslogarithmen des der zweiten 
gegebenen Seite b oder c gegenüberiiegenden Winkels ß oder y aus der Logarithmentafel 
den gesuchten Winkel sowohl im I., als auch im IL Quadranten entnehmen kann, da beide 
gleichen Zahlenwert und gleiches Vorzeichen haben. Wenn die zweite gegebene Seite b 
oder e gleich oder kleiner als a ist, so erledigt sich die Zweideutigkeit schon dadurch, dafii 
ß oder y stets im L Quadranten liegen muls, einerseits weil der kleineren Dreiecksseite der 
kleinere Winkel gegenüberliegt, also ß oder y<:a ist, andererseits weil a-\- ß oder 
a-^y<:.7f sein muls. Ist dagegen die zweite gegebene Seite gröber als a, so fehlt in 
der Rechnung selbst ein Entscheidungsmerkmal für die Zweideutigkeit, ein solches wird 
aber dann meistens aus anderen bekannten Umständen entnommen werden können. Fehlt 
es auch hieran, dann ist die Aufgabe unanwendbar. 

In nachstehenden mit Benutzung des trig. Form. 13. 14 berechneten Beispielen 
ist die Reihenfolge der Eintragungen durch die in Klammern beigefügten Nummern kennt- 
lich gemacht. 

Unter No. x ist ein A berechnet, wofür a, c und a gegeben sind. Die Zweideutig- 
keit von siny entscheidet sich sofort, weil c<ia und deshalb y \m \» Quadranten liegen 
muls. Wäre y im 11. Quadranten genommen worden, so würde man hierfür 144** 32,5', 
mithin a + 9^^= 219* 30,0' >>ff erhalten haben, was nicht möglich ist. 

Unter No. a und 3 ist zweimal dasselbe A t wofür a, & und a gegeben sind, be- 
rechnet. Da hier b^a, so bleibt die Zweideutigkeit von nnß bestehen, und es kann 
sowohl ^Bs öl** 12,0', wie in No. a geschehen, als auch ^e=a ii7'48,o', wie in No. 3, 
genommen werden, wonach sich dann weiter >^ ^^ 89* 32,4' oder j^as 33** 56,4' und 
rs=s497jo oder <r = 477^90 ergibt. 
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(Trig. Form. 13. 14.] 



Wenn zwei Seiten und 

der eingeschlossene 
Winkel gegeben sind. 




Dreiecks- 
winkel. 



sm a 

b 
sin ß 

c 
sin y 



Log. der 
Sinus. 



Log. d. Seiten. 



a ssB IM .n» a. 
b=imsin ß. 
c^msin y. 



Seiten. 



M«t«r. 



b-^c 



iiß-y) 



lo^ib-c) 
cpilog{b^c) 



logtgW-y\ 




log^ 



74 57,5 (0 
6935/0(10) 
35^7,5 (9) 



180 



6i 61 



Fehler 



00,0 



a.7373 (7) 



Gegeben a, c^ a. 



9-9«49 (6) 
9.9718(11) 

9-7635 (8)l|g 



4.712a (4) j 517,43 (i) 
a. 7091(11) j 511,80(13) 
1.5008 (5)1316,81 (3) 



Entnommen 

aus 
trig. Form. 



Form. 



y u Form, 
18 



b — c 
b-^c 
1« 



iog{b-c) 
cpllo^ib-k-c) 
log ctg i» 



iifl+y) 




logt 



57 



56 



180 
Fehler 



1. 6970 (7) Gegeben a, *, a. 



15/6 (1)19.6753 (6) 
11,0 (9) 9.9467 (8) 
31,4(10) 0.0000(11)11 <r 



00|0 



*-37a3 (4) U35/64 (*) 
4-6437 (5) 440,31 (3) 
1.6970(11) II 497,70(13) 



Entnommen | 

aus 
trig. Form. 



IForm. 



y Form, 
18 



b — c 
b-^c 



i(/»-hy) 



log{b^) 
cpllog(b+c) 
log ctg ^a 



k{ß-Y) i^£r^i(ß-r) 




logt 



4. 6970 (7) 



18 

"7 

33 



180 
Fehler 



15,6 (I) 
48,0 (9) 
56,4(10) 



9-6753 (6) 
9-9467 (8) 
9.7469(11) 



Gegeben a, b, «. 



».37*3 (4) 
4-6437 (5) 
1. 4439('*) 



435,64 (4) 
440,31 (3) 
477,90(13) 



Entnommen 
aus 


Form. 


a 


ß 


7 


Form. 


a 


*: 


trig. Form. 


X 


14 


• 


' 


18 


4 


4i 



Ist der der zweiten gegebenen Seite gegenüberliegende A. ß oder y nahe gleich f tt, 
so ist die Auflosong migenan. Es folgt dies schon daraus, dals die Sinus der Winkel nahe 
an i TT nur wenig voneinander verschieden sind. Auch dadurch, da(s man etwa den Wert 
^ smß oder siny aus (xxi) oder (X15) im § 1 in die Formel (39) des § x cinsetst und 
dann A. ß oder A / je aus 



(O 



<r«« 



-iß)^f 



a — bsina 
a -h bsina 



«i« 4r(i»-*y)- 



,yp 



a 4- csina 



berechnet, wird die Genauigkeit der gefundenen Winkel an sich nicht erhöht werden, da 
in diesem Falle im Zahler der unter dem Wurzelzeichen stehenden firüche a nahe gleich 
bsina oder csina, die Differenz also ebenfalls wenig scharf sein wird. Aulserdem wird 
in diesem Falle sich ein Mangel zuverlässiger Merkmale für die Entscheidung der oben 
erwähnten Zweideutigkeit besonders bemerkbar machen. 
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In zweifelhaften Fällen empfiehlt es sich xnr EnUcheidttog der Frage, ob die Genauig- 
keit der berechneten Stücke genügend ist, ans den mittleren Fehlem der gegebenen Stflcke 
die mittleren Fehler der berechneten Stücke au ermitteln. Es ergeben ach aus der all- 
gemeinen Formel ( $ ) im § 44 Abschnitt IV die Formeln: 
a) wenn a, b und a gegeben sind: 



(*) 


mß~.±Q' tgfi V|-i- «..jV (•!-«*♦)'+ («5f « «*•)'. 


(3) 


m^wm±,\ma*-^mf. 


(4) 


«.* = ± « V(:j'»«)'+ (««r« «««)• 4- («5ry «•r)'. 




b) wenn a, e nnd a gegeben sind: 


(5) 


«-r - d= e- <ry V(-1*m)'+ (-7««*]'+ («<j- « «^)*. 


(6) 


•»A—d:V«««'-H»»»r*. 


(7) 


•»* - ± » 1^(4«^)'+ (**■ « "««)*+ (*'5«'^ «"A)'- 



Hiemach würden, wenn in dem oben nnter No. a berechneten Beispiel a, e tnd a 
mit den mittleren Fehlern «« = ±0,10», «n^ =» db 0,17 », «« «s ± la' =ss ± 0,000 06 
gegeben wären, die mittleren Fehler m^, m^, m^t von d, /9 und / erhalten werden an: 



«y -= =b xo6 000 X lao y (^ 0,10 j -H f -~ 0,17 j -h (1,86 X 0,000 o6f 

mß^±, Via* 4-13 730* = ifc 13 730 = ± 3*4S' 50' -" o#o67, 

•«* «= ifc 440 y ( ^ o, IG j -H (i,S6 X 0,000 06)* 4- (0,5 3 X 0,067)* — ± 1 5#6 ■. 

Jeder einzelne dieser für die mittleren Fehler gefundenen Zahlenwerte labt sogleich er- 
kennen, da(s die berechneten Stücke ihrer groisen Ungenanigkeit wegen nicht brauchbar sind. 
Wegen der Sicherung gegen Rechenfehler TgL | 22. 

Die Berechnung der Dreiecke aus zwei Seiten und dem eingesctilossenen Winkel. 

§ 24. 

Für die Berechnung der Dreiecke, von denen swei Seiten {b und e) und der ein- 
geschlossene Winkel (a) bekannt sind, werden sich aus §a entweder die Formeln (118) 
bis (123)9 oder die Formeln (124) bis (128) und (133) bis (135) cur Benutzung eignen. 

Auf S.79 ist für die erste Art der Auflosung die Rechnung im tiig.Form. 13. 14 ausgeführt. 

Wenn ^ > tf, ist * — c und i(ß — y) positiv; wenn ^ < c, so wird b — c und i{^— y) 
negativ, was wohl zu beachten ist. In den Rechnungen auf S. 79 veranschaulicht daa 
A X den ersten, das A ^ den zweiten Fall. 

Auch dieser formularmaJsigen Rechnung fehlt die erschöpfende Sicherung gegen 
Fehler. Denn wenn lo^ sin a unrichtig aus der Logarithmentafel entnommen ist, so werden 
ach auch io^a und a unrichtig ergeben, ohne dals dies hervortritt Auf den richtigen 
Ansatz von lo^sma ist daher besondere Aufmerksamkeit zu verwenden. 

Man kann aber auch aus der bereits in § 22 benutzten Formel: 

(I) «=(i+^)£?üI^±^=.j_,)f^A(^±y! 

^^ ^^^cosi(ß-Y) ^' 'siniiß—y) 

den Wert für a lediglich zweimal berechnen. 
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(Trlg. Form. 13. 14.) 



Wenn swei Seiten und der ein> 
gMchlotsene Winkel gegeben sind. 

4(/»+y)-4«-J«. 



P. 



A 



P« Pb 



Dreiecks- 
winkel 



"««o Log. der || 

- *_ I Seiten. 
'iimß 

"timr 



Log. d. 
Sinns. 



a=m 9ima,Vi 

i=:msimß.\ 

'm»im7^ 



ISeiten. 



Mtter. 






I« 



57#*» 



io£r{b-c) 
eplIc^ib-^-c) 



i5jxi| Ä>^4rf (A— y) 



I. 7575 
7. 4556 

o. X918 



9. 4049 



No. I 
5» 

A 



45 



logm 



a. 33«! Gregeben d, «, a. 



180 
Fehler 



9. 9590 
9. 9770 
9-8338 






a. 29x1 195,50 

a. 3091 203,75 
2. 1659 [146,53 



X3 



b-^-c 



7i7#8x 
787,65 






iogetg\a 



logtg\(ß-y) 



*. 856O1 
7. 1037 

o. 0x05 



No. 2 

19 

A 



hgm 



%. 8767 Gegeben 6, c, a. 



88 

2 

X 88 



9- 970*1 



17 x8 



x8o 
Fehler 



4* 



9.9999 Ä 



30 8* 6664 b 



48 



9' 9999 II c 



%. 8766 [752,70 

1. 5431 1 34,9a 

2. 8766 [75^,73 



8 . 
liiS 



Wird unter besonderen Umständen anf die Beschaffung allseitiger Rechenproben 
▼erachtet, so ISfst sich die Rechnung noch weiter abkürzen, indem man sie mit Zugrunde- 
legung der Formeln (59) und (62) im § 2 folgendermalsen ausfuhrt: 

(2) asmi(ß^y)r:={b — c)cosia, 

(3) atfaj|(/J— y) — (6-f-tf)jwi«, 



^iiß-y)- 



(5) 



acosiiß — y) 

asthliß — y) 

sütKß-y)' 

acosi(ß'-y) 



(Probe). 



casiiß — y) 

Für das Torstehende A * wirde sich die Rechnung, wie folgt, gestalten: 
/öi^(* — tf)=a2. 8560» 
Ug cos ia — 9-,8547, ^ 

A>^«>ii« — 9. 844X ' 

Ä)!if (* + tf) — 2^^963^ 

ü^^awiiO» — y) = ».7i07» 

logacosl{fi-^ y) « 2. 7404 

^^<f§(^-y)'= 9'9703» 
Ätf' -w» * (^ — y) =» 9* 834X» 
^^ '«**(^ — y) "^ 9- 8638 
iogawat%. 8766 

— 2.8766 (Probe> 



*(/»-y)--43'02,5' 



.752,6 
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Kap. 7. Das Vorwärts- imd Seitwärtseinsdmeiden. 

§25. 

Die Berechnung der rechtwinkligen Koordinaten flQr ein seine Punkte aus Neigungs- 
winkel und Streckenlänge kommt in der Landmessung meistens beim Einschneiden eines 
trigonometrischen Punktes (Abschnitt V Kap. 6 und 7) vor. Der einfachste Fall ist, wenn 
die Koordinaten ya^ x^t yb^ xb für die Endpunkte Pa und 
Ph einer Dreiecksseite PaPb% und hierdurch zugleich der Nei- 
gungswinkel t^a g^eben sind, und die Koordinaten y, x für 
den Pa Ph gegenüberliegenden Dreieckspunkt P mit Benutzung 
der ebenfalls gegebenen oder bereits berechneten Dreiecks- 
winkel <fai ^b% ^ und Dreiecksseiten PaP^^^Sa* PbP^=»sb gcr 
funden werden sollen (Fig. 69). 

Man wird dann y, x der hierin liegenden Rechenprobe 
halber doppelt, das eine Mal von Pa aus, das andere Mal von 
Pb aus berechnen. 
Tut diesen besonderen Fall hat man: 




(') 



, = yj 



ya +1 



l») 


Jya ^Sasinvo' 


(4) 


y = j'» + äym. 


(3) 


^Xa <=» Sa cos k«. 


(5) 


« st jc« 4- ^xa. 


Zur 


Rechenprobe: 






17) 


dyb -= sb sin vb. 


(9) 


y^yb + ^yi- 


(8) 


Jxb = Sb cos Vb* 


(10) 


X SB'Xi -^ dXi. 



( 6 ) y* = y«' — (f* ± TT. 



Diese Formeln haben allgemeine Gültigkeit, wenn in dem A PPaPb die Pujßkt- 

bezeichnungen und dem folgend auch die übrigen Bezeichnungen so gewählt werden, dafs 

von P ausgehend die in rechtUufiger Ordnung zuerst folgende Ecke mit Pa% die 

andere Ecke mit Pb bezddmet wird (Fig. 70). Es wird dann nicht allein 

stets (Fig. 69) 

(II) va^va^-ir^m, 

sondern auch, wenn unter pb der Brechungswinkel im Sinne des § 14, 
also hier die Ergänzung des A(f^ zu %n verstanden, mithin 




(II) 



<f4 =» *» — ßi 



(13) 
(M) 



gesetzt und dieser Wert in ( 6 ) eingeführt wird, stets 
yb = »»a* — (*7i — Pb) dl n. 



sein, was den allgemeinen Formeln (5) und (8) im § 17 entspricht. 

Im Vorstehendem ist von der Voraussetzung ausgegangen, dafs va nach § 19 und 
sa% Sb nach § i% bereits berechnet gewesen seien. Es würden also, um von den Koordi- 
naten ya, *a, yb, xb zii den Koordinaten y, x für Pzu gelangen, im ganzen drei ge- 
trennte Rechnungen erforderlich sein, nämlich: 

1) die Berechnung von va^ und PaPb» 

2) die Berechnung von Sa und sb, 
■ 3) die Berechnung von y uiid x. 
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Dieses Verfahren ist sehr weitläufig und kann durch das Zusammenfassen dieser 
Operationen in eine Rechnung und in ein einziges Formular wesentlich vereinfacht werden. 
Geschieht dies, so hat man: 



(15) igvj>^ 
( r6 ) va^ 



yh — ya 



(17) 



yb'-ya 



Xb — Xa 



sin d sin v^ sin <f cos v^ 



( 18 ) /Sya-=*nsin^bsinva* 
(19) ^xa^mstndbcosvoß 



( 10 ) ^ = ^fl + /jya. 
( ai ) JC a=s JCtf -f- jix^ 



(11) y* = v^* — <f*±^. 



Zur Rechenprobe: 
( *3 ) ^yb = mstn dasin vb» 
( 14 ) /lxb^=msinSaCOSvb' 



(as) y^yb-k-dyB. 
( 26 ) je = jc^ -f- dxb. 



Die Gleichungen (17). (18). (19)1 (^3)f (m) erhält man, wenn mit Beachtung 
der verschiedenen Bezeichnungsweise der fUr PaPh nach (2) im § 19 »ich ergebende Wert 
als a in (107) bis (109) des § 2, endlich die so erhaltenen Werte für Sa und s^ in die 
obigen Gleichungen (2), (3), (7), (8) eingesetzt werden. 

Wegen der Anordnung der Punktbezeichnung gilt auch hier die oben gegebene 
Regel (Fig. 70). 

Dafs diese Formeln die Längen der Linien PaPb% Sä, sb nicht hervortreten lassen, 
wird keinen Nachteil haben. Denn einerseits pflegen dieselben in der Praxis unmittelbar 
selten gebraucht zu werden, andererseits müssen sa und sbt wo von ihnen in der Tat 
ein Gebrauch gemacht werden sollte, erst wieder aus den Koordinaten abgeleitet werden, 
weil der Punkt P auch noch aus anderen Punkten bestimmt zu werden pflegt, alle Be- 
stimmungen aber zu etwas abweichenden y, x führen werden, welche in ein gemeinsames 
Ergebnis vereinigt werden. Will man aber dennoch sa^ sb aus den Elementen obiger 
Formeln kennen lernen, so hat man in der Erwägung, dafs m hier gleichbedeutend ist mit 
m im § 22: 



{^7) 



Sa = m sin db ■ 



I («8) 



sb = m sin cf«. 



Für die Ableitung der Neigungswinkel va, vb werden statt der Formeln (16) und 
(22) zweckmäfsig allgemeinere Formeln aufgestellt, um danach- auch anders gestaltete Fälle 
behandeln zu können. Wird zunächst der in Fig. 71 dargestellte allgemeine Fall be- 
trachtet, in welchem der Neigungswinkel r^*« der 
*"»«• 7«- Strecke Pa Pm in Pa und der Neigungswinkel 

V/n der Strecke Pb Pn '\Ti Pb gegeben, sowie- die 
Brechungswinkel ßa -= PmPaP und ßb^ PnPhP 
gemessen sind, dann ist nach der allgemeinen 
Formel (5) des § 17: 

(49) va^= y'a^ -{- ßat 

( 30 ) f* = »'^ 4- ßb- 

Die für die Anwendung der obigen Formeln 
(17)» (18), (19). (*3). (*4) weiter crforder- 
lichen,Winkel des A PPa.Pb werden erhalten aus 




(31) 
(3*) 
(33) 



^a*. 



<fa — »'a - 

$b = Vb*^ — yb = v/ — vbdin. 



(34) 



Probe. 



Ist (f ebenfalls gemessen, so wird <fa + cf^ + cf wegen der unvermeidlichen Messungs- 
fehler nicht genau auf n abschliefsen. Der Gesamtfehler wird dann auf dat cf*, cf zu ver- 
teilen und dementsprechend rUckwärts auch va und vb ^u vierbessern sein. 



6 
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Fig. 7« 




In dem in Fig. 71 wiederholten Falle der Fig. 69 ftUt nun Pm mit /^. A mit 
A lumnmen. and es ist: 

^n ==> da , 

v^n ^ v^« •= F^* dl ff « Vj^ ± ff. 

Man erhält: 

39 ) »'- = i'ü'* + /»« = "'ii* + ^- = "»Z + «'«• 

(40) vh^ ^iT -+- i»* = »'** + ^* = "** -*'*» 

( 41 ) «r =r y* - Vü = ff - («fa 4- <f*). 

Ist aufser «f« und db auch <f gemessen, so wird man 
hier von vornherein die Summe dieser drei Winkel bilden. 
den dabei zum Vorschein kommenden Messungsfehler gegen n auf diese Winkel ver- 
teilen und dann umgekehrt mit den so erhaltenen verbesserten Winkeln die Neigung- 
Winkel va und vb ableiten aus: 

(44) i'« -= v/ 4- <fa. 1(43) vb-=-r^-^k±n. 
Ist <f nicht gemessen, dann kann man in (17) auch ohne weiteres 

( 44 ) siTtd-^ sin (da 4- db) 

setzen, 6a d, da, db Dreieckswinkel, also stete «f -H («f« H- d^) « ff und daher die Sinus- 
fimktionen beider Winkel jederzeit einander gleich sind. 

Von der vorstehenden in der Landmessung dasVorwanseinschneiden genannten 
Aufgabe ist in den hier in Betracht kommenden Beziehungen nicht wesentlich verschieden 
die Aufgabe des sogenannten Seitwärtseinschneidens. Bei letzterer ist nur einer 
der beiden AA,ßa, ßb (Fig. 71}. sowie aufserdem der A.d durch die Messung gegeben. 
Man erhält dann nach (29), (30), (33): 

a) wenn ßa und d gegeben sind: 

(45) ya^ya'^-^ßa* I (46) 

b) wenn ßb und d gegeben sind: 
(47) y* = i'Ä"H-^*. I (48) 

und alles übrige wie beim Vorwkrtseinschneiden. 

Die Anwendung dei Formeln im Falle des Vorwärtseinschneidens ist auf S. &3 
an zwei Beispielen erläutert. 

Die Beispiele beziehen sich auf Fig. 73. In beiden 
Beispielen ist Pj der zu bestimmende Punkt. Die Be- 
stimmung Seinet Koordinaten ist erfolgt unter No. i der 
Rechnung aus P, und P^, unter No. 2 aus P, und Pj. Aufser- 
dem kann Pj noch aus Ps und Pj bestimmt werden, wofür 
gegeben ist: 

^^m = v/ = 185° ^6' 04' r*« == v^ « 105« *6' 04* 

-^ßa= 36 I* 36 
ra == Z^l 38 40 
Die hierauf bezügliche Rechnung, welche nicht mit abgedruckt 
ist. in übersichtlicher Zusammenfassung mit No. x und a liefert folgende Ergebnisse: 



!'*=*'• + <^i 



pb 



-rf. 



Fig. 73 




-hßb^ 
¥b- 



' »45 59 06 
. 351 25 10 



nach No. I 

.. 2 

1» it 3 



«68 352,36 
«68 35*»3» 
"68 352'38 



25 683,05 
25 683.01 
25683.02' 



welche eine sehr gute Übereinstimmang zeigen. 
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«70986,00 
1168911,01 


xa 

Xb 




x8 650,90 
»1 980.79 


Pm' 4 





107 

113 

XXI 


• 
47 

47 

35 




»5 
43 
08 




No. 4. Kedm. 

z 




— 


»074,99 
»633,65 

558T64 


Xb — Xa 
JXa 
^Xb 


+ 


6670,11 
X 967,86 
•3 7o».»7 




fl.: 1 


'4- 


105 

»45 
351 


x6 
59 
»5 


04 
06 
10 




^ 5 


^ 




.68 35M6 


X 




»5 683.05 




hgtgv,* 


J. 3X ?<»• 
3.8x4x4» 
9*49^88 


hg sinva 

hg,m 

hgsin&b 

hg C9S va 

hgäya 

hg/lxa 


9. 8x xoo« 

3-95W9 
.9.63967 

9.873881. 




r97 


16 


49 




»4 

»5 
1x9 


x8 
51 
50 


19 
39 
ox 




3. 4X 056» 
3. 47 »441. 


X80 


00 


00 




eplUgtini 

togixt—*,) 
logm 


3. 3« 7«* 
0. 52 718« 


hgsinwb 

hgm 

hg sin im 

UgCQS¥b 

hg/lyb 
hgdxb 


9- X7 377« 


SeitwürtseiDScboeiden. 

Gegeben: 

•'a-. /»•. d oder H^» Pb. d. 

dvm iü: 

9^^^t^J^'hßaOdei9^b^^b'^ß^ 
vb^t^a-hd. ra^rb'-d. 




3. 95 «89 
9.61447 




0. II 469 




0»0A006ip 

3.8X414« 


9,99511 




»-74 713« 
3.56847 




3- 95 889 










«70 986,00 
■71 944,86 


Xa 

Xb 




»8650,90 
»I 143 «8 


em.4 





to7 

"3 

XXI 


' r 

47 
47 
35 


■ • 
»5 

43 
08 




No. d. Rechn. 


yf^-ya 
ayb 


+ 


958,86 
3 59*»5o 


xb — xm 

dXu 

Jxb 


4- 


7 507.7» 

»967.93 

4 539.90 




1 


Pm- » 




»85 

36 

3x1 


x6 

IX 

38 


04 
36 
40 


/^s 


y 




•68 35*13» 


X 




»5 683iOi 
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X.98I75 
3- 87 551« 
9. 10 6x4» 


hgsinvm 

hgm 
hg sm db 
hg cos va 

hgdya 
hgJxm 


9. 8XX00» 


d6^rt^^^¥b±n 

d 5F»'^-— •'« 

dm^dbr¥d=n 


17X 


43 


»9 


1 iv{*t—y,) 


3- 88 575 
9-71 »8» 
9- 87 3881* 


48 

3» 

100 


51 
04 
03 


49 
39 
3» 
00 




ygtg^j> 


3.4x057« 
3. 47 »45« 


180 


00 




ctlhgsmy,» 

cflltgtini 

cfllegcosPg* 


»•98 175 

..*^.?97*7. 
0.Ö0673 

0.00 35 In* 

3.8755«« 


hgsinpb 

hg m 

hg sin cf« 

hg cos »b 

h^dyb 


9- 79 »77« 
3.88575 
9. 87 688 
9. 89 44» 


Seitmlrtseinsclineiden. 

Gegeben: 

y^'^f Pa,id Oder v^»,ifh d, 

dann ist: 




3. ^S ^40« 




3.88575 




hgdXb 


3 


• 65 705 


»'*=«'•+* 


f. 


y««* 


• 
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Grundaufgaben der Punktbesthnmiingen. 



m. 



Unter No. 3 fällt Pm mit A, Pn mit Pa^ zusammen. 

Nachdem die Koordinatenunterschiede berechnet worden sind, empfiehlt es sich,, stets 
sofort die Rechenproben: 

( 49 ) -^^fl — ^J^^ ^ yb— ym^ I ( 50 ) ^*a— ^xh ^ Xh - Xa 

zu bilden und etwaige, durch die Ungenauigkeit d^r letzten Ziflfem herbeigeführte kleine 
Fehler auf yb — ya und x^ — Xa auszugleichen, worauf dann y^ x aus den beiden Teilen 
derselben Rechnung immer genau Übereinstimmend erhalten werden. 

Wie erheblich die Vereinfachung durch Zusammenfassung der oben bezeichneten drei 
Rechnungsoperationen in dem vjorsteheiiden Formular, ist, erhellt daraus, dafs dasselbe für 
den zu bestimmenden Punkt (P) nur 22 Zahlen und 19 Logarithmen, im ganzen 41 Posten 
bedingt, während die getrennte Rechnung in drei Abteilungen tiach den betreffenden 
Formularen das Schreiben von 31 Zahlen und 13 Logarithmen, zusammen 54 Posten er- 
fordert, ganz abgesehen von den Wiederholungen der Punktbezeichnungen und der Un- 
bequemlichkeit der 2^rstreuung zusammengehöriger Rechnungen in verschiedenen Formularen. 

Die obigen Formeln lassen in gewissen Fällen einen etwa untergelaufenen Fehler in 
der Berechnung der Neigungswinkel v^^ va% ^b nicht hervortreten. Wenn nämlich zu 
Fig. 69 v^^ unrichtig berechnet ist, so kann gleichwohl die ganse übrige Rechnung ohne 
Widerspruche abschliefsen. Das Gleiche kann zu Fig. 72 eintreten,, wenn nur zwei von 
den AAcf, Sa% ffb durch die Messung gegeben sind. In Fällen dieser Art wird daher 
auf die Herleitung der Neigungswinkel besondere Sorgfalt zu verwenden und, um gan> 
sicher .zu gehen, die Probe nach ( 4 ) im § 19 mitheranzuziehen sein. Es mag aber be- 
merkt werden, dafs die Aufgabe, wie sich weiter unten zeigen wird, in der Praxis meistens 
unter Umständen vorkommt, welche unbeachtet bleibende Fehler der erwähnten .Art nicht 
wohl aufkommen lassen. 

Kap. 8. Das RückwärtseinsclmeidezL 



^t 



Das einfache Rllckwärtseinschneiden. 

F>ff-74. (Aufgabe des Snellius.*) 

§26. 

Gegeben die drei Punkte Pm, Pa, J^ durch ihre rechtwinkligen 
Koordinaten y^t Xm, yat Xa, ybt x^. Es sollen die Koordinaten y, x 
eines vierten Punktes aus den in P gemessenen drei Richtungen nach 
Pm» Pm, J^ bestimmt werden (Fig. 74). 

1. AnflSsiiDir. 

Wird durch Pa J^ P ^n Kreis gedacht, welcher die Gerade PPm 

(oder die Verlängerung derselben) in Q schneidet, so sind die mit 

a tmd tt, sowie mit ß und fi bezeichneten Peripheriewinkel, welche 

je auf gleichem Bogen stehen, paarweise einander gleich. Die A A a 

durch die Messung bekannt, nämlich a^^PmPPat ß^^PmPPb» 

ersichtlich, dafs der Punkt ^ durch Konstruktion' bestimmt werden ksdm 

*) Die Aufipabe pflegt nach dem Frmnxoten Pothenot, welcher über dieselbe Im Jahre 169a tchrleb, be- 
nannt SU werden, aber mit Unrecht. Der Niederländer Snellius hat die Auf|;abe bereits im Jahre 1617 anf 
gestellt und in dem Werke: „Entosthenes Batavus, De Tenae ambitus vera quantiute, a Willebrordo Soellio." 
Lugdini Bauvorum 1617. beschrieben. Die anderweit vorkommende Angabe der Jahreszahl 1614 (Matt 4617) 
ist unrichtig. VgL Prof. Dr. G. D. £. Weyer „Konstruktion zu einer Kfistenaufnahme im Vorbeifahren, unab- 
blngig von derStrSmung und Fahrtmessung ; nebst Beitragen cur Geschichte der geometrischen AnflSraagieB 
der sogenannten Pothenot'schen Aufgabe". Annalen der Hydrographie and Maritimen MetWMOlocia. 
Heft IX. s88a. S. 537. 
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4n der Weise, dafs an die Gerade PaPb in Pa der A ^, in Pb der Aa nach Anleitung 
der Fig. 74 gelegt wird. In dem Durchschnittspunkte der Winkelschenkel wird Q erhalten 
und wird dann weiter durch die drei Punkte Pa Pb Q ein Kreis geschlagen, auch Q durch 
eine Gerade mit Pm verbunden, so wird der Durchschnittspunkt der letzteren selbst oder 
ihrer Verlängerung mit dem Kreise der gesuchte Punkt P sein, da dieser der einzige Punkt 
iät, in welchem die A.A.PmPPa und PmPPb den durch die Messung gefundenen Winkeln 
gleich sind. Zur Konstruktion wird man des Kreises nicht notwendig bedürfen. Man kann 
nämlich, wenn nach Bestimmung von Q die Gerade Pm Q gefunden ist, an diese den A a 
so legen, dafs der andere Schenkel durch Pa geht und solchergestalt den Punkt /'bestimmt. 
In gleicher Weise wird man durch Anlegen des A ^ an Pm Q in der durch Pt gehenden 
Schenkellage den Punkt P zum zweiten Male erhalten. 

Diese Art der graphischen Lösung rUhrt von John Collins, 1671, her*) und zeichnet 
zugleich den Weg der Lösung durch Rechnung vor. Aus den Koordinaten fUr Pa und Pb, 
sowie den A.A.a und ß können nämlich in dem ^ QPaP^ die Koordinaten y^ , x^ für 
den Collins'schen H Ulfspunkt Q ganz wie beim Vorwärtseinschneiden, nach § 25 berechnet 
werden. Aus den Koordinaten ym% Xm% ygt Xq erhält man dann weiter die Neigung v^q 
der Geraden PmQt welche gleich ist der Neigung der Geraden PmP» womit unter Zu- 
aiehung der A.A.a und ß auch die Neigungen ra und yb der Geraden PaP und I^P 
leicht gewonnen werden, deren Durchschnittspunkt unter sich und mit der Geraden Pm Q 
der gesuchte Punkt P ist. Hiermit ist die Berechnung der Koordinaten y, x für P nun- 
mehr auf die Aufgabe des Seitwärtseinschneidens und damit ebenfalls auf § 25 zurück- 
geführt, und zwar kann dieselbe hier in dreierlei Weise ent weder aus den Neigungen der 
Geraden Pa /'und Pb P oder der Germden Pa P und Q P oder der Geraden Ph P and Q P 
vollzogen werden. 

In Übersichtlicher Gruppierung erhält man hiernach folgende Rechenfonneln: 



a) Berechnung der Koordinaten des Collins'schen Hülfspunktes Q. 



(1) 



(5) 



<rV 



xb — *«' 



(3) 
(4) 



yb — y ^ *^ — 






xa 



sin $ sin v^ sin dcos ¥^ 

(6) ^yjl^msinasinv^. 1 (g) yg=^ ya-^- dy^f. 

(7) äxji^m sinn cos ¥ji. {9) Xq^Xa'\'Jx^, 



(10) 



(14) 



(19) 
(*o) 



Zur Rechenprobe: 



^yfß ssmsm{in -^ ß)sin p^t, 
dxf/l ^ m sin {m ^^ ß) cos v^ß. 



(") 
(13) 



y^^yb-^ ^yb^' 

Xq^Xb-^- ^Xffl. 



b) Berechnung der Koordinaten des gesuchten Punktes P, 



^^m^' 



. yq — ym 

' *^— Xm' 



Jya SS tn sin db sin ra» 
Axa SB msindb cos f«. 



(15) ra = Vg^f -f- a. 

( 17 ) ^a^p^f - y^f± n «V— «'«• 
(18) ib^^nfi — •'«^±»==>'* — »'/iw. 
Rechenprobe : <fa -^ (f^ = (f. 

(4x) y^ym-^äya, 
(za) x^xa-^-Jxa* 



*) „A SoluUoD, givea by Mr. John Collias of a Chorognphical Probleme etc.' 
f. 167X. pag. 8093-9096. Vgl. die Yorgedachte Schrift Weyer's. S. 541. 



Philo«. Transact. 



Digitized by 



Google 



86 



Grundaufgaben der Funlctbestimihungdi.. 



m. 



Zur Rechenprobe: 

( 44 ) ^xb = fn sin 6a cos y». | ( 26 ) * = Jt* 4- Jxb> 

Die numerische Auswertang dieser Lösung wird dadurch vereinfacht, dafs der Wert 
für m aus ( 5) fDr das A 0'^«'^ suglexch auch für die beiden ^^PQPa und P/^Q 
gilt. Denn der unmittelbare Ansatz nach § 25 Formel (^17) wUrde ergebea- 

in dem Ci^PQPa' 



(»7) 



(»S) 



m^i 



ya — yq 



sma stH vj* 



sin a sin v^f- 



in dem ^PPbQ' 



sin (2 n «- /9) sin Vffl /m (2 ;f — /}) sin v^ß 



woraus durch Eihsetsen des Wertes für dy^9 und Jy^fl, aus (6) und (10) folgfr 

( *9 ) mi^m»^ «I. 

Derselbe Wert fUr ni würde auch in dem vorstehend nicht unmittelbar benutsten A Pl^b Pa 
erhalten werden. 

Die vorstehenden Formeln sind unmittelbar anwendbar für alle Punktjagen, von 
denen in den Tig. 75 bis 77 einige dargestellt sind, wenn nur die Regel streng beachtet 



Ftf. 7S. 





Fig. 77. 




wird, dafs von /'aus nach Pm gesehen in reohtlätifiger Ordnung der erste der 
übrigen beiden gegebenen Punkte mit /*«, der zweite mit P^ bezeichnet 
und in demselben rechtläu figen Sinne stets A PmPPa^' o, A. PmPPb =* ß ge- 
nommen wird. Dabei darf es nicht auffallen, wenn die Neigungen u^9 und y^7 in ge- 
wissen Punktlagen um dr n anders in der Rechnung auftreten, als der aus der Anschauung 
der Figur nach den Regeln des §§ 14 und 17 sich ergebenden Vorstellung entspricht« 
Denn die hierdurch bedingte Änderung der Vorzeichen der Sinus- und Cosinusfunktionen 
von ¥^9 , ¥^9 wird durch das gleichzeitig eintretende umgekehrte Vorzeichen von sin d, 
sin da , sin db wieder aufgehoben. 

Aus der Betrachtung der Figuren 74 bis 77 ergiebt sich, dafs P unbestimmbar ist, 
wenn auch Pm auf dem durch P^ Pa^ Pb gehenden Kreise liegt. 

P wird am schärfsten bestimmt werden, wenn 

I. unter den Richtungen von P nach den gegebenen drei Punkten Pmt Pa% Pb 
sich zwei Richtungen nach nahe gelegenen Punkten und eine Richtung nach 
einem entfernteren Punkte befinden, und zugleich 
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2. die beiden Richtongen nach nahe gelegenen Punkten sich 
günstig schneiden, d.h. wenn ß — adb n sa:cra + cf6 3=s<^.etwa zwischen 
6o<* und iicy> oder zwbchen 240» und 300*» beträgt 

Die Schärfe der Bestimmung wird aafserdenr erhöht werden, wenn 

3. P zwischen Pm und Q (Fig*. 75 und 77), nicht aber auf der Verlängefung 
von Pm Q (Fig. 74 und 76) Uegt, 

weil der mit Hülfe der AAce und ß bei der Bestimmung des Punktes Q gemachte Fehler 
sich im Punkte P im ersteren Falle vermindert, im letzteren Falle vergröfsert. Im übrigen 
empfiehlt es sich für die Rechnung, mit Pm den weitest gelegenen der gegebenen drei 
Punkte zu bezeichnen, weil dann die Koordinatenunterschiede dya* ^xat ^yb% dxbt in 
kleineren Zahlenwerten erscheinend, numerisch schärfer aus den Logarithmen erhalten 
werden. Abgesehen hiervon kann Pm nach Belieben auch für einen näher gelegenen 
Punkt gewählt werden, weil dann der CoUins'sche Httlfspunkt Q sich in entfernter Lage 
ergeben und die Lage der Geraden QPm^ auf welcher P liegt, ebenso scharf bestimmen 
wird, als wenn Pm der weitest gelegene Punkt wäre. 

Wenn die Neigungen v^fl und v^9 annähernd einander gleich sind, so werden sich 
für ^yfflt ^yt/^t ^*t?% ^Xfß sehr grofse Zahlenwerte ergeben können, welche in den 
Grenzen der logarithmischen Rechnung starke Abrundungen an sich tragen. Dies wird 
jedoch auf die Bestimmung des Punktes P insofern ohne merkbaren Einflufs bleiben, als 
in einem solchen Falle auch die Neigung v^f aus grofsen Zahlen herzuleiten sein, und 
damit die Wirkung .jener Abrundung aus der Rechnung wieder verschwinden wird. 

Rückwärtseinsch neiden. 



Pa'. Boltrup 
Pf. HaidfeldN 



y» 

yh 

lyd^y» 



Pm 
No. 



Q 

Romme 



d. Rechn. 
X 



P, Strand 



^ya^ 

^yö^ 

y? 

ym 

yf—ym 






^ya 
dyb 

y 



+ 



11415.76 
7 319.38 



5 08^.38 



— 3 
' "3.37 

+ 5 
• 861,93 



191.36 
611,96 



L 419,60 



3 



— I 
*79.03 

807,33 



II 136,71 



xa 
xb 

xb^Xa 



/fx^7 

/JXf/l 

Xm 
Xq^Xm 



dxa 
/Ixb 

X 



»60870.81 
.60914,33 



53.5» 



3 967*00 

4 010,60 



«56903.77 
«64916,18 



8 011,41 



I 33ii97 
I 478,44 



«61101,77 



171 — /f 



V«f=f/- ß 

Pb = y^9-{-ß 



<^a = «'«* — »'« 
(f =ß — «±7I 



116 
141 
II8 
170 



19 

3»4 



190 

316 

71 



314 
340 
195 



^giyb—ya) 

log tg vj> 



logiyb — ya) 

cpl log sin vj> 

cpl log sin <f 

cpl log cos vj^ 

logixb — Xa) 

logm 



i<>g{y<i—ym) 

log {x<i — Jf «) 
log lg ^m^ 



3.70641« 

1.71851 

_i^97789« 



3.70641« 
o. 00 001» 



0.04 371« 

"»•97791 
1.71851 



3.75014« 



3. 15 511« 
3.90430» 
9. 15 091 



log sin v^ 

logm 

log sin tt 

log cos v^9 

l^g^ya^ 

logdx^l 



log sin ¥f,9 

logm 

log sin (1 71 — /9) 

log cos Vfß 

log Jy 1,9 
logJx^9 



9:..68?i3 .. 
*"3'.'75Öi4« 
9. 90 764 



9- 94 068 



3- 34 701« 
3- 59 846« 



log sin va 

logm 

log sin ^b 

log cos ¥a 

logdya 

logjxa 



?;.76346« 
'3.75014«' 
9. 94 311 



9>9'094 



3*45681 
3. 60 419M 



log sin vb 

logm 

log sin da 

log cos Vb 

logJyb 

logJxb 



"3;'75oi4ii 
9.5161411 
9."858ii 
3* 10 68811 
3- II 449 

5!:9768o 

3.75.014» 

9: ?.5.36?* 
9. 50186 

3. 58 061 

3. xo 668 
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Fig. 78. 



Liegt P auf der Geraden PaPh oder deren Verlängerung, d.h. ist /? = «zbw, so 
wird v^9 = viß = v^ = k^* — ff ± n = y^* — /?, womit die Berechnung der Koordinaten 
yq^ xq für den unendlich weit entfernten CoUins'schen Hülfspunkt in Wegfall kommt. 

In dem Rechenbeispiele auf S. 87, welches sich auf Fig. 78 
besieht, ist die Anwendung der Formeln verdeutlicht. 

Indem vorstehende Lösung der Aufgabe des einfachen 
Rückwärtseinschneidens sich auf die doppelte aber alleinige 
Anwendung der in der Praxis bei den trigonometrischen Punkt- 
bestimmungen sehr häufig vorkommenden und deshalb dem 
Trigonometer geläufigen allgemeinen Aufgabe des Vorwärts- 
und Seitwärtseinschneidens im § 25 beschränkt, enthält sie ein 
Moment, welches für die schematische praktische Auswertung 
um so mehr einige Beachtung verdienen dürfte, als die Lösung, 
was die Beschränkung des Arbeitsaufwandes anbelangt, hinter 
den sonstigen Lösungen (§ 27) nicht zurückbleibt, zugleich 
aber den inneren Vorgang bei der Punktbestimmung und die 
gröfsere oder geringere Genauigkeit derselben anschaulich her- 
vortreten läfst. 




§27. 

Andere Lösungen der Aufgabe des einfachen Rückwärtseinschneidens sind in folgendem 
zusammengestellt. Die Bezeichoungen werden durch die Fig. 79, 80 und 81 erläutert. 



Fig. 81. 




Um die Koordinaten ^, x des gesuchten Punktes P bestimmen zu können, kommt 
es auf die Berechnung der AA-^A/wi PPmPb an. Zu diesem Behufe können die 
beiden Grundseiten a und b aus den gegebenen Koordinaten der Punkte Pay Pmt Pb her- 
geleitet werden. Auf demselben Wege erhält man die Summe der Dreieckswinkel y und cT. 
Die A A.ti und /} sind einzeln durch die Messung bekannt. Es bleiben daher nur noch 
die unbekannten Dreieckswinkel tp und yf/ zu bestimmen, womit alsdann auch y und <f 
einzeln bekannt werden 

2. Aufldsmig. 

In dem Vierecke PmPbPPa hat man die Winkelsumme 

(i) ßH-/J-l-(y + cf) + # + ^^==:27f, 

welche Gleichung, wenn 

(*) a + /9 4-(y + cf) = acr 

gesetzt wird, übergeht in 

(3) i(0-f ^^)«7i-cr. 
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In dcD beiden ^^PPaPm und PPmPb hat man nach (51) in §a: 



(4) 
(5) 

(6) 
(7) 

(8) 
(9) 

(10) 
(ti) 

(!*> 

(«5) 



a sin A bsin\l/ 

im= . ^ . J^ > also 

smß 



stna 
sinyl^ asinfl 
sin ^ bsin^ 
asinß 



% und wenn 



b sina 



ig yL gesetzt wird, 



igli- 



siny// 
sin <p 

Aus (7) erhält man der Reihe nach: 

sinyp 



lH-<rA«^ I -I- 



sin iP 



sinyL 
sin (p 
sin\p 



1 — tgfA' 



14- 



sin <p sin ^ + sin yp 

sin \[/ sin ^ — siny// 
sintp 






Aus (3) und (tj) k«nn ^ und \fi ohne weiteres erhalten werden. In übersichtlicher 
Zusammenstellung bat man mithin folgende Rechenformeln: 

a) Berechnung der Neigungen »j- und »'^m, der Lungen a und ^, 
und des A.{y + df). 



(14) f^ya 

(«5) 
(t8) 






ym — ym _ *m — i 



(16) 
(17) 



m ym — yb 

'^"i =Z Tl' 



sm ¥^ cos v^ 

(y 4. <f ) =r v^ — Wir* 



Ä = 



/'ä» — ^d *« — Xb 



smPf,'^ 



cos K^'" 



<f/* = 



b) Berechnung der A.Z-0, ^, y, cf. 



(19) '*^~ÄW«« 

(> Xf /f et 

(»i) t(^+^) = T-«r. 



(14) i^ = 4(<fr + .^^)-i(#-v^). 
(*S) y=»»— (0 + ^). 

(46) rf=.»-{/J+^t)=(y+,f)-y. 



(*7) 



* stny 



c) Berechnung der A A PPaPm und PÄ»/%. 



Äff a 



a b 

(%%) Sm'=^smiP-j—t:^sinyp-z-^* 
^ sm a sin p 

sin p 



(JO) 



Rechenprobe: 
sin^l^ 
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d) Berecbnuag der rechtwinkligen Koordinaten y^ x für P, 



(31) v^^yrnJ^i 



( 36 ) vh^ vf,^ — ^. 



(33t) Jy^^sasinv^. (34) y^ya-^^ya* 

(33) dxa^sacosva^ I (35) * — Jf« + ^*«. 

Zur Rechenprobe: 

(37) ^yb^sbsinvb^ I (39) ^^ « ^* 4- -^^'Ä. 

( 38 ) ^xb = J^ föj vb^ I ( 40 ) x^xb-^- Jxb* 



Da als Schlufsergebnis der Rechnung die Koordinaten y^ x verlangt und auch allein 
weiter verwendet zu werden pflegen, so wird die Kenntnis von Sat sb, Sm nicht erforder- 
lich und daher die besondere Dreiecksberechnung unter c entbehrlich sein. Hierdurch 
und in der Erwägung, dafs in dem Falle dieser Aufgabe stets jx» y sr jui (a 4- ^) und 
sin d = sin (ß -^ yp) genommen werden kann, lassen $ich die Formeln (25) bis (40) xur 
Abkürzung der Rechnung, wie folgt, zusammenliehen: 



(41) ^^a 
(42) 



asin{a'-i' ip) 



sm va» 



. a sm (o 4- ^) \ 

^x^ = ^ 2-^ cos va» . 

sma 



(45) ^yf^' 

( 46 ) Jxb = 



b sin (fi -f- ^) 
sin ß 

ö sin {ß H- ^) 
sinß 



sm yb, 



(43) 
(44) 

Zur Rechenprobe: 

(47) 



cos Üb. 



(48) 



y=^ya'h ^ya 



JC as: 4C^ -f- ^JC^. 



y^ yb-^ Jyb* 



■ xb -f Jxb* 



dya — ^yb = yb — ya% 
Jxa — dxb =^ Xb— X9 



Dabei ist man im Laufe der Rechnung in der Lage, noch die Proben: 

( 49 ) (y 4- (^) + (ff + ^) H- (^ 4- vf') = 1 Ti , 

(50) 
(51) 

zu ziehen. Hiervon mufs die Winkelprobe (49) scharf, die beiden anderen Proben (50) 
und (51) aber müssen bis auf sehr kleine Differenzen abschliefsen , welche aus der unver- 
meidlichen Ungenauigkeit der letzten Ziffern der betreffenden Zahlen entspringen. Werden 
diese Differenzen dadurch, dafs Jyat Jxa^ dybt dxb die entsprechenden Korrektionen 
beigefügt werden, sogleich verbessert, so mufs y^ x aus beiden Herleitungen Qberein- 
stimmend hervorgehen. 

8* ivflVsiiDg* 



Setzt man in (5) 



(5») 
(53) 

(54) 

(55) 
(56) 



a sm ß . , 

— . — - = m, so erhält man: 
sm a 

m sin yj/ 



b sin <p 

m sin yb 

"IT »-^-"^ 

b sm <p 



m 
T 

- m 



sin ^ -+- sin yj/ 
sin yl/ sin <p — sin yp 



sin <p 
_ tg\(<l>-^yP) 

b — m 



(§ I, Form. 9*). 



tgi(<l>-yP)=^, 



<rl(*-4-\{'). 



Die Formeln (52) und (56) können an Stelle der Formeln (19) und (iz) zur Be- 
stimmung von i[<p — yf/) verwendet werden. 
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RUckwärtseinschneiden. 




öma 



b=^ 



ym — ^a __ ^m ~- Xg 
sin vj» cos vj^ 

ym — yb Jfm — x^ 



Jya » ^^ ^ «f «I »'«. 



(ri (# - ^) = ^'^tt « + /*) <r *(#+ ^). 

^y^ = r ^ nn vb. 

stft p 

. bsinifl+yff) 



Rechenproben: 

^^ SS — ; • 

{xm — *a) — (*!« — Xi) oa (4P6 — JCa). «« # 



ya-h^fya ^yb + Jys « j'. 

Jttf 4- ^.«a = JP^ + ^Jf* ■» X, 



/'«•'.Romme 
/>«:Haidfeld| 
Pr- Qoltrup 



P: Strand 

No. d. 
Reclin. 

I 



ym 
y^ 
yh 



y^^y<^ 

ym-yh 

ybr-ya 



^ty» 

^yh 

y 



XI 611,96 

7 349»38 

I» 415*76 



4292,58 Xm-Xa 

793.80 Xm-Xb 

5086,3$ Xb-Xa 



Xm 
Xm 
Xb 



3 807,33 
1 179,09 



XX X 36,68 



^Xa 
JXh 



■64 916,18 

'60914,33 
«60 870,8 t 



4001,85 

4055,37 

53.5a 



I 178.47 

— 9 

» 33*.03 



>6i 101,81 



K^«" 



y + rfasK^m- „^1» 



ia«« + il + (y4-«r) 

va = »'«*• 4- ^ 
vb =» K3*t — ^ 



47 
348 



58 
ii8 
116 



301 

HL 

18 



*4 
3» 



71 
316 



35 



10 



50 



00 



^og{ym—y^ 

log sm vj^ 

log cos vj^ 

loga 



log{ym—yb) 
log{xm — **) 
log tg ¥if^ 
log sin ¥^m 
hg cos F^« 
logh 



3. 63 171 
3. 60 116 
0.03 046 



9. 86 4x9 
9- 83 37» 
3- 76 853 



1. 89 97^»« 
3. 60 803 
9. 19 i68ii 



9.1835a«» 
9.99184 
3. 61 619 



ioga 

cpl log b 

cpilog sina 

log sin ß 

logtg IM, 

logctgWn^-ii) 
logtgkiip^yP) 



3-76853 
6. 38 381 
o. 05 679 

9. 90 764 



0.11677 1 





» 


« 


5a 


36 


41 


97 


}6 


41 



log sin va 

Ioga 

cpl log sin a 

log sin (« -I- <p) 

log cos Va 

log Sya 
log Jxa 



9. II 591» 
9. 73 652 
8. 86 244n 



y + cf 

Soll = 2 71 



143 

158 

58 



360 00 00 



log sin v^ 

logb 

cpl log sin ß 

log sin {ß H- yl/) 

log cos Pb 

log Jyb 

log /Ix b 



9.97 680 

3- 76 853 
o. 05 679 

...?.'.7785o 
9. 50 187 



3. 58 062 

3. IG 669 



9.84050« 
3. 61 619 
o. 09 236 

9-55 785 



9-85811 



3. 10 690« 
3. 12 451 
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m. 



4. Aaflösmig« 

Nach Formel (3) hat man 

(57) <P'\-\l/ = in ^ z<ft und wird femer 

(58) tA = (0 + \^)~0 

in Formel (4) eingeführt, so erhält man: 



a sin <l> b sin ((^ -f- \^) — ^) 
sin a sin ß 

( 60 ) asinß sin <f>^=b sin a sin ((0 -f. ^) — ^), 



(59) 



(6.) 
(6») 

(63) 
(64) 

(65) 
(66) 



= J /in e siH(f + yf/) cos f — b sm n eos {^ -^- y//) sin ^ , (§ i, Form. 63), 

a sin ß s= b sin a sin(^+ \p) ctg ^ — bsintt cos (^ 4- ^)i 

asin ß + b sin a cos{<p + 4') 
ctg ^ = 



bsinasin{<p + ^) 

Ähnlich läfst sich mit Bezug auf 

= (0 4- ^) _ ^ die Gleichung 
. h sin a t . MX 



a Ji« ^ sin[<p 4- ^) 

entwickeln. Die Formeln (57), (58)1 {64), (65), (66)* können anstatt der Formeln (19), 
(21), (22), (23), (24) zur Bestimmung von ^ und yf/ benutzt werden. 

Die Formeln dieser drei Auflösungen sind ohne jede Abänderung unmittelbar an- 
wendbar für alle Lagen der Punkte, wenn bei ihrer Bezeichnung, von P aus gesehen, der 
mittelste der gegebenen drei Punkte mit Pm^ der links liegende Punkt mit 7^,. der rechts 
liegende Punkt mit Pb bezeichnet wird, und im Anschlufs hieran die übrigen Bezeichnungen 
nach Anleitung der Figuren 79, 80, 81 gewfthlt Werden. 

ig H in (19) wird stets positiv, und ^'v/ird ein spitzer Winkel (im L Quadranten) 
sein. Auch m in (52) wird sich stets positiv ergeben. <f i(^ — ^) in (22) und (56) 
kann positiv oder negativ ausfallen. A|(^ — ^) wird jedoch ebenfalls jederzeit ein 
spitzer Winkel sein, welcher, jenachdem die Tagentenfunktion positiv oder negativ ist, 
zweckmäfsig mit positivem oder negativem Vorzeichen in (23) und (.24) eingeführt wird. 

Die zweite Auflösung ist eleganter als die dritte und vierte. In Ansehung des 
Rechnungsaufwandes wohnt ihr jedoch kein wesentlicher Vorzug beL 

Das auf S. 91 durch die Wiederholung des Beispiels im § 26 erläuterte Rechen- 
formular bringt die Anwendung der Formeln der zweiten Auflösung zur Anschauung. 



Das doppelte RUckwärtselnsctineldeif» 
§28. 



Gegeben sind die rechtwinkligen Koordinaten der vier Punkte Pai% Pbi% Paa^ P^m» 
Die Koordinaten der Punkte Pt und Pg sind zu bestimmen, zu welchem Zwecke in Pi dS© 

Richtungen nach P^, Pai, Pbu 



Fig. 8s. 




in Pg die Richtungen nach'/^, 
Pait Pba gemessen worden 9nd 
(Fig. 82). 

Die Lösung der Aufgabe be- 
steht lediglich in der doppelten 
Anwendung des einfachen Rück- 
wärtseinschneidens nach § 26. 
Wie ohne weiteres ersichtlich, 
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RUckwärtseinsch neiden. 


Pb- 37 


ya 

yb 

yb-ya 




«43 677.79 
«43 »21,19 


^a 

*b 
^b — ^a 




20274,11 
20953,88 


a 
ß 



lOI 

*35 
124 
320 


08 


m 

53 
14 
46 
21 


- 


556,60 


-h 


679.77 


Q2s8 

Pm' Qrio 


dya^ 
^yb'i 

yg-ym 


— 


1209,17 
65^.59 




- 


110,71 

+ 2 
790.50 


^a = ^«^ 4- a 
^b^^m'l'^ß 


84 
39 




07 
28 




«42468.61 
«44212,11 




20 163,40 

21 349.02 


»35 
336 
III 


42 


00 
53 
14 


No. d. 

Rechn. 

I 


— 


I 743.50 


— 


I 185,62 


^ya 

^yb 

y 


H- 


»34.99 

— f 

321,62 


^^a 
^^b 

X 


-h 


551.76 

128,01 


-<fa-^^b 


343 
331 

3»4 


45 

:6 


28 

53 
21 


/*: 1.58 




«43 442,80 




20825,87 


^g{yb - y^ 

^g(*b — ^a) 
log lg ^^J' 


i. 74 554« 
1. 83 »3^ 
9.91 318« 


log sin vj 

logm 

log sin a 

log cos v^9 
iogdy^9 
logJx^q 


9-99 819 
3.09258« 

....?;?9i7* 

8. 95 989 


log sin y^ 

logm 

log sin cf^ 

hg cos y^ 

log^ya 

logdx^ 


9-.59.31O'' 

"3.09258« 

9. 68 537« 


logiTb — ya) 

cpl log sin ¥^ 

cpl log sin ^ 

cpl log cos r^* 

log{xf, - x^ 

logm 


a. 74 554- 
0.J9824» 


9. 96 380 


3. 08 249« 
.2.04419« 


2. 37 105« 
2.74175 


< 


3. 14 880« 


D. II 141 


log sin Vf/l 

logm 

logsin{Z7fß) 

log cos V 1,9 

logdyfß 

logdXffl 


9. 80 389 


log sin ¥^ 

logm 

hg sin (f a 

log cos Vi, 

hgJyf, 

hgdx^ 


9. 96 807 


2.83*36 


3.09258« 
9-9i8»7 


3.09258« 
9. 44 669« 


3.092581. 


t^giyq-ym) 

log{'q - ^m) 
iogtgv^9 


3. 24 I42n 

3- 07 394» 
0. 16 748 


9-88715 


9. 56 797« 


2.81 464« 
2. 89 790» 


2.50734 
2. 10 724« 


Pb' 35 


ya 

yb 

yb-ya 




•43 436.14 
■44276,21 


*a 

^b-^a 




21 461,18 
21 591,03 


ß 
%n ^ ß 




66 
162 
197 

81 


22 

59 
00 
12 


40 

20 
40 
48 


-h 


840,07 


-h 


"9.85 


Q»70 


^ya^ 

^yb^ 

ym 
yg—ym 


4- 


775.96 
64,10 


dx^9 

dXf,9 

*<l-'^m 


- 


112,16 

242,01 


^a = »'m^ 4- « 


278 
194 


»3 

50 


28 
08 




»44 2ll.li 
«42468,61 




21 349.02 
20 163,40 


55 
122 

218 


47 


00 
40 
20 


No. d. 
Rechn. 

7, 




S. No. I 




S. No. I 


^ya 

4yb 
y 


H- 


488,88 
351,21 


^'b 

X 


— 


307,39 

+ I 

437.^5 


^a^-a'—a 


3X9 

276 


03 08 
33 32 
36 40 


P\ 270 




.43 9*5.01 




ai 153.79 


logKyb - y^ 
l^gi^b-^^s) 

hgtgvj> 


2.9243a 
2. XI 344 
0. 81 088 


log sin ¥j 

hgm 

log sin a 

log cos v^9 
logdy^9 
logJx^9 


9.9955»« 


hg sin v^ 

logm 

hg sin (f ^ 

. hg cos y^ 

logJya 

hgdx^ 


9. 92 766 
'*. 93*34« 
9. 82 920« 


2.93234« 
9. 96 199 


iog{yb - ya) 

cpl log sin v^ 

cpl log sin <f 

cpl log cos v^ 

log^^b - *a) 
hgm 


2. 92 43a 
0.00512 


9- »5 549 


■9.72 6i5« 
2. 68 920 
2. 48 769« 


2. 88 984 
2. 04 982» 


0. 00 290« 


0. 8 1 601 
2. II 344 


log sin Vf/I 

logm 

logsin(zn — ß) 

log cos yf,9 

log Jy 1,9 

log/Sxffl 


9.40831» 


hg sin Vfy 

hgm 

hg sin da 

hg cos vf, 

hjT^yb 
hgJxf, 


9.79673« 


2.93234« 
9.46621« 


2. 93 234« 
9.81649» 


2.93234» 


log\y^—y^ 




9. 98 528« 


9. 89 190« 


l 


og lg v^ffi 




S. No. I 


1. 80 686« 

2. 38 383« 


2. 54 556« 
2.64073« 
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ni. 



erhält man nach den dort gegebenen Formeln (i) bis (13) mit den AA/^Pi/^/ = a/ 
und PaPiP6t^=ßi die Koordinaten des zu /'i gehörigen ColUns'schen HUlfspunktes Qi^ und 
mit den A.A.PtPaPa9=^ €ta und PiPtPha^^ßt die Koordinaten des au P» gehörigen Httlfs- 
Punktes Qg, Da nun die gesuchten Punkte Pi und P9 auf der Geraden QiQa (oder 
deren Verlängerung) liegen mttssen, so hat man bei Anwendung der wetteren Formeln 
(14] bis (i6) des § x6: 

1. zur Berechnung der Koordinaten für Pi den HUlfspunkt 0^ als Pm% 

2. zur Berechnung der Koordinaten für P» den HUlfspunkt Qg als Pm 
zu nehmen, womit alles geschehen ist. 

Zu beachten ist im Hinblick auf das im § 26 Gesagte auch hier, dafs dieAAa 
und ß auf jedem der beiden Punkte Pt und Pg jederzeit von der Richtung 
nach dem anderen dieser Punkte als Anfangsrichtung ab in rechtläufiger 
Ordnung gezählt werden sowie dafs in dieser Ordnung der erste der 
gegebenen beiden Punkte mit Pat der zweite mit Pb bezeichnet wird, gleich- 
viel welche Lage alle diese Punkte gegeneinander 
haben. 

Ein auf die Fig. 83 bezagliches Beispiel fllr 
diese Aufgabe, welche- die unveränderte Benutzung 
des Rechen formulars für das einfache Rückwärts- 
einschneiden (S. 87) gestattet, findet sich auf S. 93 
durchgeführt« In diesem Beispiele ist sowohl unter 
No« I, wie auch unter No. 2 die Rechnung zu- 
nächst nur bis zur Bestimmung der Koordinaten 
yf , Xf far den ColUns'schen HUlfspunkt Q voll- 
zogen, worauf diese Koordinaten als ymt xm aus 
No. I in No. 2 und aus No. 2 in No. i Über- 
nommen sind und nunmehr unter jeder No. die 
Rechnung wieder für sich weiter und au Ende 
geführt ist. 
und PaaPba (Fig. 82) einander parallel sind und gleichzeitig Pi auf 
PatPbt, PiT auf PaaPha Hegen, so ist die Aufgabe nicht lösbar. 

Fällt (Fig. 82) einer der beiden Punkte Patt Pii mit einem der beiden Punkte P^t 
P^j zusammen, sind also nur drei gegebene Punkte zur Bestimmung von Pt und Pm be- 
nutzt worden, so wird das an der Anwendung der obigen Lösung nichts ändern. Eine 
andere Art der Lösung ergibt sich für diesen besonderen Fall aus § 30.*) 



/ 




Wenn PaiP^t 



Flg. 84. 



of<: 



§29. 

Sind nur iwei Ponkte Pa und Ps ihrer 

Lage nach gegeben und daraus awei andere 

\ Punkte Pi und P^ mit Benntsong der auf 

\ diesen geme«enen A A.PgPjPa^ «ii 

I PgPtPj^^ßt, PmPmP^^u», P»P»Pa^P» 

zu bestimmen**) (Fig. 84)1 so hat man 

wiederum lediglich einen besonderen Fall 

der allgemeinen Aufgabe des § iS vor sich, 

welcher sich von letaterer nnr änfserlich 

dadurch untenchddet, dals (F!g. 8^) der 

*) Somtiges über diete Aufgabe t. in Dr. W. Jordaa's Haadbneh der ViiiinMiiiii£i1iiinii1n 3. Aufl. 
Stuttgart 1888. 9. Band. S. 957. 

^) DieM besonder« Aufgabe wird auch die Au^be der uasagäagliclieB Dittaitt genanat. 




■^^Q^ 



^- Pf^' 
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Rück 


wärtseinschneiden. 




Pa: AUcnbcrg 
/^: Bendorf 


yb—y^ 




«10632,17 
-18114.96 






»13079.71 
»13*45.84 


n 

ß 
2n — /J 




29 

3*7 

3* 

88 


*5 
43 


• 

11 

*3 

37 

41 


4- 


7 481,69 


H- 


166,13 


Qff 
Pm: Qht 


^y.i 
^ybi 

ym 
yi-ym 


-f- 


3 579.08 

+ 9 
3 903.64 


dx^9 

/IXffl 

*m 
*9-»m 


— 


- 1 

2 1 50,90 

+ a 
2 317.06 


y^9==¥^»—a±n 

^b = ^m^^ß 


121 
139 


00 
18 


18 
30 




«14*11.34 
• 14300,99 




«10918.80 
•07 730,17 


358 

»7 

316 


*3 
48 

07 


40 
51 
03 


No. d. 
Rechn. 

I 


— 


89.65 


H- 


3 198,63 


^ya 

^yt 
y 


-h 


+ 9 

3 34M5 

— ft 

4 141.50 


X 


-*- 
4- 


+ 7 
6 333,*9 

- 6 

6 167,19 


S^ß^a±n 


60 

57 
118 


54 
*3 
18 


50 
22 
11 


Pi Herrenberg 




*i3 973.44 




«19413.07 


logiyt-ya) 

logtgvj» 


3. 87 406 

4.21045 

1.65 361 


log sin y^f 

log m 

log sin a 

log cos vjl 
log dy^q 
log dx^9 


9- 93 305 


log sin v^ 

log m 

log sin cf^ 

log cos ¥^ 

log dy^ 
log dx^ 


9. 66 895 


3. 92 946 
9. 69 116 


3.9*946 
9. 92 549 


logb^ö-ya) 

cpl log sin vj» 

cpl log sin (T 

cpl log cos vj» 

logi^s — x^) 

logm 


3. 87 406 
0. 0001 1 

i.6s37i 
2.11045 


9.7» 190»! 


9. 94 668 


3-55 377 
3- 33 *6i« 


3. 52 390 
3. 80 163 


log sin ¥(,9 

log m 

logsifi{\n'ß) 

log cos Vf,H 

log Jy^ 

log dXf/l 


9. 93 446« 
3. 91 946 
9 7*755 
9.70793'» 


log sin ¥^ 

logm 

log sin dg 

log cos r^ 

log Jy^ 

log dx^ 


9. 74 624» 


3- 9* 946 
9. 94 146 


3. 91 946 


log^g-ym) 
^og[x^-^x^) 

logtgy„<l 


»•95*55« 
3.50496 
8. 44 759» 


9.91917 


3- 59 ^47*» 
3- 36 494» 


3.61 716» 
3. 79 009 


Pa: Bendorf 
Pö: AUcnberg 


ya 

y» 

yi-ya 




*Ig 114,96 
«10631,17 


'b 
*^ — x^ 




-13*45.84 
«13079.71 


a 

ß 

%n —ß 



113 

*34 
115 
168 


10 
03 
56 
43 


17 
55 
05 
41 


— 


7 481,69 


— 


166,13 


Pm: Qff 


^y.i 
^ytt 

y^-ym 


-t- 


+ 3 
3 814,00 

3 668,75 


dx^9 

dXfß 

*q-^m 


- 


■fr- 4 
5515.7» 

5 349.50 


'^b^'^m^'^ß 


34139 
3*5|33 


46 

*4 




-14300,99 
-14111.34 




«07730.17 
«10918,80 


178 
301 

5* 


*3 
33 
27 


40 
57 
35 


No. d. 
Rechn. 

a 




S. No. I 




S. No. I 


^ya 

^yö 
y 


+ 


+ 9 
4 038,10 

— 1 
3 444.62 


/IXa 
^*b 

X 




-♦- a 
2 480,94 

* 647.1* 




3*7 
3*3 
290 


09 
43 
53 


44 
54 
38 


P'. Warte 




«14076,88 




«X5 726,80 


i^^iya — ya) 

log \Xf, - x^ 
logtgvj 


S. No. X 


log sin ¥^ 

logm 

log sin Ol 

log COS »Jl 

logdyjl 
log /Ix ^9 


9-75 49* 


log sin ¥^ 

logm 

log sin ^l, 

log cos ¥a 

log^ya 
logdx^ 


9. 93 0461. 


3.90371» 
9. 92 275 


3.90371« 
9.77*01« 


logiyi^ — ya) 
cpl log sin v^ 
cpl log sin <f 
cpl log cos y^^ 
log{x^-x^) 
logm 


3. 87 406« 

0. OOOII» 


9.91514 


9.7x890 


3. 58 138» 
3. 74 «6o» 


3. 60 61 8m 
3. 39 462 


0. 02 954» 


1.65372« 

2. 22 045« 


log sin Vffl 

logm 

logsinizn-ß) 

log COS ¥iß 

logAytfl 
logJx^f 


9. 75 450« 


log sin ¥^ 

logm 

logsind^ 

log cos ¥^ 

i^gAyb 

logdy^ 


9. 89 9** 


3.90371« 
9.90831 


3.90371« 
9- 73 4*1« 


3-90 37X» 


*!r(>,-^») 




9.91629 


9-78485 


u 






S. No. X 


3.5645* 
3-7*831- 


3.53714 
3.4**77 
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Grundaufgaben der Punktbestimmungen. 



m. 



Punkt Pai mit Pb^, der Punkt Pbt rti\\ Pag zusamroenföllt, an sich aber ganz wie dort ge- 
zeigt worden, behandelt werden kann. Dies ist in dem Rechenbeispiele auf S. 95 geschehen, 
welches sich auf die Fig. 85 bezieht. Hier ist eine ungünstige Punktlage zur Anschauung 

gebracht, indem die beiden Collins'schen Hülfspunktc 
Q// und Qu/ nahe zusammenfallen und die gesuchten 
Punkte // und fV auf der verhältnismäfsig grofsen Ver- 
^^' längerung der Geraden QivQ// liegen, mithin nach 

den Erläuterungen im § 26 S. 87 nicht sicher bestimm- 
bar sind. Die Unsicherheit des Rechnungsergebnisses 
spricht sich auch in den Koordinaten 



Fifif. 85. 




für Herrenberg ■T3 973i44 "19 4*3.07 

„ Warte «14076.88 «15726,80 

aus, da anstatt deren nach einer anderen Form der 
Lösung 



für Herrenberg 
„ Warte 



«13973.09 
»14076,61 



i 19 413.07 
.15726,7s 



Sit 



gefunden werden, ohne dafs deshalb das eine Ergebnis 
vor dem anderen den Vorzug verdient. Dafs die Ab- 
weichung beider Lösungen hauptsächlich in den Ordi- 
Jiaten ^ hervortritt, folgt schon aus der Betrachtung 
der Fig. 85 . wonach die Gerade Qtv Qh fast in der 
Abszissenrichtung liegt, die Unsicherheit der Verlan* 
geninjg bis W (Warte) und H (Herrenberg) also in 
den Ordinalen zum Ausdruck kommen mufs, und »war bei dem entfernteren Punkte H 
mehr, als bei dem näheren Punkte IV, 

Die Aufgabe ist nicht lösbar, wenn die su bestimmenden Punkte Pt und Pa (Fig. 84) 
beide gleichzeitig in der Geraden PaP^ oder in deren Verlängerung liegen. Die Lage 
eines von beiden Punkten auf der Geraden PaP^ oder deren Verlängerung beeintrilchtigt 
nicht die Schärfe der Lösung. 

Anstatt diese Aufgabe auf die allgemeine Aufgabe des § 28 zurückzuftlhren , kann 
dieselbe auch durch die Vierecksformeln (139) bis (184) im § 3. d. i, durth die 
Methode des Einkettens (Abschnitt V. Kap. 9) gelöst werden. Andere Arten der Lösung 
mögen hier übergangen werden, da dieselben für die Praxis füglich entbehrt werden 
können. *) 



Fig. 86. 




Das erweiterte RUckwärtseIntchneiden. 

§30. 

Gegeben sind die drei Punkte PaPmPh durch ihre 
rechtwinkligen Koordinaten, sowie die gemessenen A.A.atf 
aa, aj,«-, a«-/, a«, /J/, ßg, ßj*" » ßn-t, ßn- Es sollen 
die Koordinaten für die n Punkte //, P^t Pjt"f Pn-^it 
Pn bestimmt werden. (Fig. 86.) 



*) S. Hartmann, „Astron. Nachr." Band 7 (1839), S. 839. Hansen, „Astron. Nachr." Band x8 (i84<)t 
S. 165. Jordan „Handbuch der Vermessungskunde", 3. Aufl. Stuttgart 1888, a. Band, S. 95a. 
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(O 
(*) 
(J) 



Nach §« Formel (sO ist 
•o» /o =- 

PmPM-- 
PmPj^ 



stnat 
PmPj ' smßt 
sinaa 

PmP»'smßg 

t : , 

strittj 



im A if 
.. AI. 



(4) 
(5) 



(M 



(7) 



.. A « H- I. 



z> p _ PmPn^t'Smßn^t 

x'm ^M = : 1 II £i "f 

sman 

. PmPm ' sinßn 

sin xf/ 

Indem man den Wert ftir /U Z'/ aus (i) in (2) einsetzt, den so gefundenen Wert 

fUr PmPt in (i) einführt und so bis (5) fortfllhrt, erhält man: 

asin^ smßiSin ßg" ' sin ßn—t sin ßn 

o «» : : : : : — 3 — 1 

sm Qa stn aa stn a^ * » * stn an stn yp 

wofür man auch schreiben kann: 

sin yy a sin ßi sin ßa* • * sin ßn—'t sin ßn 

sin^ b sin ut sinaa- • • sin an-^i sin an 

Wird die rechte Seite der Gleichung (7) gleich t^ fA gesetzt, so gelangt man gans 

zu derselben Formelentwickelung, wie in (7) bis (»13) des § 27. 

In ähnlicher Weise läfst sich in Formel ( 52 ) bis ( 56 ) des § 27 

f ^ a sin ßj sin ßa '• • sin ßn^i sin ßn 

\o) w := — : : : : , 

Jtyt at stn aa * * * stn an-—! stn an 

und in Formel (59) bis (66) des § 27 

. . g sinßt sin ßa" ' sin ßn^i sin ßn . * . . #% 

^^ b sin a t sinaa-" sin an^i sin ttn sin (<p-^yl/) ^ ^ 

herleiten. 

Hiernach hat man cur Lösung der Aufgabe zuerst A'(y/ + y«+yj-+-" -f y« + y»+i)» 

sowie die Geraden a und b nach den Formeln (i) bis (7) im § 19, oder nach (14) bis 

(lg) im § 27, und dann unter Beachtung der Bemerkungen am Schlüsse des § 27 die 

AA^ und ^ aus folgenden Gleichungen, in denen wie bisher n die Anzahl der neu lu 

bestimmenden Punkte bezeichnet, zu berechnen: 



(9) 



(10) 

(") 

(") 
(IJ) 

(M) 
(«5) 

(16) 



(»7) 



<i Stn ßt stn ßa 
o stn ffi stn aa 



1. Anfldsmig. 

• sin ßn—i sin ßn 



• • sin an—t stn an 
aa— «/ -H a#H h tcn-i -h an -h ßt -h ßa -\" 

-H {y'+y»-^ ^yn+yn^i\ 

*«*(*-ht/')+l(^-^), 

sinyl/ ^„ , .V 

2« Anflftsnng« 



. -f. ßn-i 4- ßn 



(18) tg\{<p^yl,) 



A sin ßt sin ßa ■ * sin ßn—t sin ßn 
stn at stn aa * * stn an — 1 stn an 
b — m 



b'\-m 



<^i(*-H^^)i 



und das übrige nach vorstehenden Formeln (11), (12), (14), (15), (16). 
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m. 



(19) 

(10) 

(«I) 
(*3) 



8. AvflSraiir. 

^ + ^ = («+1)» — ^«, worin ao wie in (11), 

sin flj sin 82 • • sin fin—i sin ßn 

Ctg fp = *^ "^ —^ 



oder cig"^ = 



b sin ttt sin ag • • sin ffn./ xm air xm (^ + ^) 

.6 sin aj sinttM» ' sin un-^t sin otn 

sin ßn-'t sin ßn sin (^ H- ^) 



4-tf/^(^4-\^). 



^-rf^(*-^^^). 



a sin ßjf sin ßg • 

Da hiemach nunmehr alle Winkel bekannt sind, lassen sich die noch unbekannten 
Seiten der A A ii ii ** »i » 4- x mit Benutzung von a und b, wie im § 22, nach den Drei- 
ecksformeln (107) bis (109) im § 2 finden. Wird diese Rechnung, von a ausgehend, der 
Reihe nach durch die A A ii ^i * * ^i " + i geführt, so mufs dieselbe auf b mit der be- 
kannten Länge dieser Dreiecksseite schliefsen, womit eine Rechen^robe hergestellt ist. Die 
Koordinaten der Punkte Pj, P^,'", Pn endlich finden sich leicht nach § ig. 

Wenn a mit b zusammenfällt, dergestalt, dafs y/ + yjr + ** + y«t + yn-^i = an, so 
kommen aus der Formel (10), (20) und (22) für tg ftt ctg<p und ctg\J/ die Faktoren a 
und b in Wegfall. 

Wenn ff ^2f also nur 2 Punkte zu bestimmen sind, reduziert sich die Aufgabe auf 
den am Schlüsse des § 2g erwähnten besonderen Fall des doppelten RUckwärts^inschneidens 
und kann daher auch auf dem dort gezeigten Wege gelöst werden. 



Kap. 9. Die Berechnung der Dreiecke aus den 

drei Seiten« 

Die Berechnung der Oreieckswinkel. 

§ 31. 

Zur Berechnung der Winkel ans den drei Seiten eines Dreiecks empfehlen sich ftir 
die Anwendung in der Praxis vorzugsweise die Formeln (146) bis (149) im § 2. Das 
anzuwendende Rechenformular wird sich dabei zweckmäfsig gestalten wie folgt: 



Gegebene 

Seiten. 

2jsa-{-6-t-f. 

Meter. 



sb ^^s — b. 
Sc ^^ s — c. 

Meter. 



^__^ ysasrs^ 

' s 



tg^a^ris^, 
tgiß^risb, 
tgky^r\sc* 



Halbe 
Winkel. 



Log. d. Tang. 



Dreieeks- 
winkeL 



No. I 



4g 

A 



36 



49 



177I196 

2146,10 
5500,25 



9781I65 
"67,935 

604,025 
2750,125 



Ugr 

logsti 

logsb 

logsc 

cpllogs 

%logr 



2.69977 



2.99041 
3.06 74* 
2.7g 106 
6. 56 065 



9.70936 
9. 63 235 
9- 91 871 



90 



5-39 954 



00 



igo 



04 
41 
14 



00 



Nach Berechnung von j«, sb, sc hat man die Rechenprobe: 
( ' ) Sa-hsb-\rSc^s 
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und am Schlüsse der Rechnung ergeben sich die weiteren Proben: 

( 3 ) a -h /J -H y = n. 

Kleine Abweichungen in den Sekunden, welche die Probe (i) etwa hervortreten läfst, 
wird man ohne weiteres verteilen können, wonach dann auch die Probe (3) genau ab- 
schlieisen wird. 

Die Berechnung der H8he und des Htthenfufspunktes eines Dreiecics. 

Fig. 87. g 32 

Gegeben: Die drei Dreieckaseiten o, 6, r (Fig. 87). 
Gesucht: Die Höhe h und die Projektionen p und q von b und c 
auf der Grundlinie a.*) 

1. AnflOsiiiif • 

% 2« 




%a 



% 2 



9 



Rechenprobe: / + f «= a. 



^^y^'-f ^'¥V(C'¥q){c-^q). (Rechenprobe.) 



Die Berechnung von h aus VP"^^ rss YPZTp nach (5) und (6) wird bei Be- 
nutzung einer Quadrattafel schneller von statten gehen, als die logarithmische Berechnung 



*) Die FonnclD der i. und 9. Aufl&iung folgen unmittelbar aus (86) bis (98) und (lei) des 9 s. 



% 



(Trig. 

^T; >zi£^(i±f)(*jii). 



P* 



P-^g ^ p — q 

% 2 

p-\-q p^--g 






No. I 




14 a 13 



k{jP-q) 



»95*3 

401,7 

264,8 



147.65 
49.84 






590,6 

466,5 

63,1 



97.S1 
197.49 



295,30 



cpllog%a 

log{b - r) 
iog\{jp-q) 



7.1*87« 
2.66885 
1.8000311 



1.69 759» 



40683 
9567 



701 19 
3 9002 



3 II 16 

176,40 



No. 2 




410,5 
493.7 

6x2,5 



2a 
b-^c 
b—c 



821,0 
906,2 
3iS,8 






205,25 1 
351.881 



146,63 
557.13 



cpllog^a 

^^(* + 
iogib'-c) 

^gi{p-q) 



7.08 566 
2.95 722 
2.50 352«! 



2.54640» 



86260 
21501 



37 5« 56 

310394 



17 a 1-6 



410,50 



64759 

6a 
454.48 



7* 
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aus V(^ +/)(*— P) = V(^ -*- y) (^ — 9)' Wird die erstere Berechnung angewendet, dann 

p — c (* 4- c)(b ^ c) b' ^ c' 

wird CS sich empfehlen ^ nach (2) aus ^^ ^^ und nicht aus zu be- 

2 2a 2fl 

rechnen, weil im letzteren Falle, wenn die Quadrate von b oder c in (z), (5), (6) mit dem 

gleichen Rechenfehler behaftet sind, die Rechenprobe denselben nicht hervortreten Tafst. 

Das nach diesen Gesichtspunkten entworfene Formular auf S. 99 veranschaulicht die 
Ausführung der Rechnung. 

Im A I sind p und g positiv, h liegt also innerhalb des Dreiecks. Im A ^ dagegen 
ist p negativ und zugleich ^>a. woraus folgt, dafs h aufserhalb des Dreiecks fällt, und 
zwar der Fufspunkt auf der Verlängerung von a Über P^j hinaus liegt. 



(7) 

(«) 

(9) 

(.0) 



(13) 
(«4) 



2. Anflösnn?. 

ts =s a -i- i + e. 
Ss'^ t — a. st — s — i. Sc = t — e. 

ta + si+ Sf^ s (Rechenprobe). 

F — VsIsHTs (Flüche des Dreiecks). 

A — i^ — — 
a \a 

p^±Vb' ^ h\ 



p -\- q =r a (Rechenprobe). 
Diese Formeln sind nachstehend auf dieselben Beispiele angewendet, wie bei der 
I. Auflösung. 



No. I 




14 a 13 



a 
b 

c 



k 



aoi,7 
»64,8 
761,8 



»47r65 
176,40 



Sa 

Sb 

Sc 

s 



85.6 

179.* 
xi6,i 

38o»9 



26 045 



log Sa 
log 5h 
log Sc 

logs 

2 log F 

UgF 

log\a 

log h 



»•93*47 
2.25334 
2.06483 
2. 58081 



8.83 145 
4.41 572 
2. 16 923 
2. 24 649 



b' 
f 

p 



40*6*83 
70119 ] 



9566 
3 9002 



97.81 
'97,49 



295.30 



No. 2 




a 
b 

c 
%s 



14 a 13 



h 



410,5 

^93.7 
612,5 

1316,7 



sb 
Sc 

s 



247.85 
364,65 

45.85 
658.35 



52231 



205,25 
254.48 



log Sa 

log Sb 

log Sc 

logs 

%log F 

log F 

log\a 

logh 



2.39419 
2. 56 188 
I. 66 134 
2.81 845 



9.43586 
4. 71 793 
2. 31 228 
2. 40 565 



b' 
c' 
P' 
9' 
P 
9 
a 



647 60 
37 5' 56 



2 15 00 
3' 03 96 



— 146,63 

-H 557.13 
410,50 



Ein Teil der hier berechneten Gröfsen wird bei der praktischen Anwendung je nach 
Lage des Falles entbehrt werden können , wie sich u. a. aus Abschnitt VII ergeben wird. 

Die bei der Herleitung von p und q als Quadratwurzel aus p' und ^ folgende 
Zweideutigkeit des Vorzeichens wird dadurch beseitigt, dafs p -^ q = a sein roufs. Im A 2 
ist q'> a, weshalb p mit negativem Vorzeichen angesetzt werden mufste. 

Die Aufgabe dieses Paragraphen stellt die in der Landmessung sehr häufig anwend- 
bare Bestimmung eines Punktes durch den Bogenschnitt von Messungslinien in ihrer 
einfachsten Form dar. Die allgemeine Form ist in der Aufgabe des § 34 enthalten. 

Die Bestimmung der Höhe und des Höhenfufspunktes hängt in ihrer Schärfe wesent- 
lich von dem der . Gruyidseite des Dreiecks gegenüberliegenden Winkel (dem Schnittwinkel) 



Digitized by 



Google 



3*- 



Berechnung der Höhe und des Höhenfufepunktes eines Dreiecks. 



101 



ab. Wenn derselbe «wischen jn und ^n liegt, wird sowohl die Höhe als auch der Fufs- 

pnnkt im allgemeinen befriedigend scharf erhalten werden. Aufserhalb dieser Grenzen wird 

bei sehr spitzem Schnittwinkel (Fig. gg) nur die Höhe, nicht aber 

pjg 33^ der Fuispunkt scharf bestimmt werden. Fällt aber bei sehr spitzem 

Schnittwinkel die Höhe h aufserhalb des 



Fig. 89. 



|.-.-f- 



Fig. 90. Dreiecks (Fig. g9), so wird' aufser der Fufs- 

punktbestimmung auch die Höhenbestimmung 
um so unzuverlässiger ausfallen, je gröfser 
^'im Vergleich zu a wird. Sehr stumpfe 
Schnittwinkel (Fig. 90) werden umgekehrt eine jg:ute Fufspunktbestimmung, aber eine 
schlechte HÖbenbestimmung ergeben. 

Diese Gesichtspunkte folgen ohne weiteres aus der Betrachtung der Figuren, welche 
bei geringer Änderung der bestimmenden Stücke je nach den angedeuteten Umständen eine 
kleinere oder gröOsere Verschiebung des Schnittpunktes bedingen werden. An den Rechen- 
formeln werden die angedeuteten ungünstigen Wirkungen dadurch ersichtlich» dafs da, wo 
die gesuchten Gröfsen sich aus den Differenzen gegebener oder berechneter Gröfsen be- 
stimmen, der Differenz der gleiche mittlere Fehler beiwohnt wie der Summe, im Vergleiche 
zu der Differenz selbst aber, wenn diese verhältnismäfsig klein ist, jener Fehler das für 
die Bestimmung der gesuchten Gröfse durch direkte Messung zulässige Mals' weit über- 
steigen kann. 

Den besten Anhalt für die zu erwartende Genauigkeit gewährt die Berechnung der 
mittleren Fehler i»/, mq, mk der Projektionen p, q und der Höhe h aus 'den mittleren 
Fehlem m«, m^^ mc der Dreiecksseiten a, b^ c nach (5) im § 44 des Abschnitts IV. 
Hiemach i^: 



(16) 
(17) 






Werden diese Formeln auf die in obigen Figuren dargestellten Fälle angewendet, 
indem die yier fachen Beträge der mittleren Fehler jw«, m^, m« als d^«, i^^, de aus Taf. XI 
für Gelände n entnommen werden, so ergiebt sich: 

X. für Fig. 88 mit ö aa 50111, b^c^ xoo«, p mm q ^ as», k « 96,Sm, 
4iy^ss dr o,z8>B| 4^^ =* A^c «= db o,a6a: 

4 OT^ a 4m, » ± K(o,5 • o. 1 8)* -h (a,o • 0,26)* + (4,0 . o,%ey = ±, 0,74m 

Amk =« ± V{p,iyo,i%y 4- (o.54-o,a6)' + (o,5a.o.a6)* = ± 0,19m 

%, für Fig. 89 mit ass5om, &aei2om, ^aigom, /ssio^m, ^88.^5501, 
Ä = 58,i>n. 4««=»±0|iS»i 4«**=±o#*9«*i 4»»c ~ db 0,23m; 

4 w^ = zh K(i,i -0,18)* 4- (2,4 -0,29)' -f. (ifi'Ofl^if — ± o,8i=> 
4«^ = ± K(2,i. 0,18)^ + (2,4. 0,29)* -i- (1,6.0,23)* = ± 0,87m 



A^h = db 1^(1,99 -0,1 8)^4- (2,27.0,29)*+ (2,89.0,23)* = ± i,ooa 

3. für Fig. 90 mit ä s=3 igom, * sä ^ sa« 95m, ^ ss ^ 5= 90m, ä- 
4^»« = ± 0,36m, 4m^ =s 4»ftf a=5 db 0,25m: 

4«/ — 4«^« ±^(0,5-0,36)* 4- (o.53-o,25)* + (0,53.0,25)* = zfc 0,26m, 
4«Ä = ± y(i|48-o,36)*4-(ii56-o,25)*4-(i,5^-«>,25)* = ± 0,77m. 



' 3«>/4«i 
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Die hiemach erhaltenen vierfachen mittleren Fehler sind nachstehend mit den nach 
Taf. XI zulässigen dp^ d^^ dk übersichtlich snsammengestellt, wodurch das oben Gesagte 
vollauf bestätigt wird: 





4m/ 


4»»^ 


4»«A 


dp 


^ 


dh 


Fig. gg 


0.74 


0,74 


0,19 


0,13 


0,13 


0.25 


Fig. 89 


0,81 


0,87 


1,00 


0,27 


0,19 


0,19 


Fig. 90 


0.26 


o,a6 


OJ7 


0,25 


0,25 


0,14 



Derartige ungttnstige Wirkungen sind im folgenden Paragraphen noch in > anderer 
Weise siffermäfsig veranschaulicht. 

Die Unterscheidung der Fälle, ob die Höhe oder der Fufspunkt zuverttfing erhalten 

wird, ist für die praktische Anwendung nicht unwichtig. Denn beim Bogenschnitt weiden 
in der Regel mehrere Schnittlinien vorhanden sein, und es wird, dann wesentlich daranf 

ankommen, dieselben m zweckmäfsiger Weise su kombinieren, jenachdem die Höhe oder 
der Fußpunkt bestinunt werden soll. 



§33. 



Fall vor, dafs man (F^. 91) aufser 
g eines Dreiecks auch die Höhd y 



In der Landmessung kommt nicht selten der 

den drei Seiten Pt Pn^st, Pa Pn = sg und Pj Pg = 

auf ^ durch Längenmessung mit hinreichender • Genauigkeit unmittelbar bestimmen kann, 
dafs es aber, namentlich wenn y sehr lang ist, an den Httlfsmitteb 
fehlt, um auch den Höhenfutspunkt P im Felde genügend genau ab- 
zustecken. In diesen Fällen ist es empfehlenswert, die im Felde er- 
folgte Annahme des Fufspunktes P' als eine genäherte anzusehen 
und die genäherten Werte P, P' =» %j und P* Pg =» g,, deren 
Summe 91 + fi« == ^ unveriLndert bleibt , durch eine genauere Be- 
stimmung mittels Rechnung zu ersetzen, wobei die gemessene Länge 
y^ P' Pttt welche durch eine geringe Verschiebung des Fufspunktes 
P' auf der Grundlinie g nach P nicht merkbar von PPn abweichen 
wird, als wahres Mafs der Höhe (Ordinate) y in der Rechnung bei- 
behalten wird.*) 
Man wird dann in einfachster Weise aus 




(O 



Ji = Vsi s, — yy 



la^g — VsgSg'-yy 



xwei anderweite Bestimmungen fttr den Fufspunkt erhalten. Die beiden Einzelbestimznungen 
(i) und (2) sind nur dann gleichwertig, wenn ^/ und ^^ annähernd einander gleich 
sind, und dürfen, wenn man scharf rechnen will, nur in diesem Falle in das einfache 



arithmetische Mittel xb 



p-+-£* 



vereinigt werden. Anderenfalls wird die Differenz SiSg —yy 

bezw. sg sg — yy und damit auch die Quadratwurzel aus diesen Differenzen an so unge- 
nauer ausfsllen, je näher y gleich j# bezw. Sg kommt Für die Gewichte Pj und pg der 



*) Auf Gnind pndctischer Erfahraog mag darauf hingewieieii werden, dafs die Absteckung rechter 
Wiatol im Qelfinde nicht selten ao Schärfe su wünschen übrig UUst. Dieses tritt deutlich hervor, wenn der 
rechte Winkel durch Hypotenusenmessungen nach Art der Fig. 91 gesichert ist, indem dann die Berechnung 
der Katheten Pt P und Pa P aus den Hypotenusen und der anderen Kathete der vorhandenen beiden recht- 
winkligen Dreiecke und die hierdurch ermöglichte doppelte Herleitung des Höhenfufspunktes im ^ P* PaPn 
zwei Werte liefert, welche unter sich besser übereinzustimmen pflegen, als mit der Fufspunktbestimmung im 
Gelände durch unmittelbares Abstecken des rechten Winkels. Diese Erfahrung weist darauf hin, dafs es nch 
uüter sonst geeigneten Umständen empfiehlt, den Fufspunkt durch die angedeutete Rechnung genauer zu be* 
stimmen und. namentlich bei der Berechnung von Kleinlinieimetzen (Abschn. VII) diese beswre 1 
als die mafsgebende anzusehen. 



Digitized by 



Google 



33- 



Berechnung der Höhe und des Höhen fuTspunktes eines Dreiecks. 



m 



beiden Werte ^i und ^^ crglebt sich, da 
(Abschnitt IV) 

Pi giSi Psi gigi Py 

oder 
(4) Pi^ 



dg_ 
57 



dg 



y X. 



— und ^s. SB «. -i- IjIj nach (6) im § 45 



d> 



Sa Sa X 



yy I 



gtgi 



I I 

P*t Py 



pM grga Ps9 g9ga py 
g»ga 



Pgss» 



l . 1 

P»9 Py 



worin — > -- und -- die ans Taf. XI su entnchmendeD resiproken Werte der Gewichte 
pst pta py 

der Streckenlängen x/, sg und y sind 

Mit geringerer Genauigkeit kann anstatt (4): 

(5) pt^Ugi I pB^SMgM 

und meistens noch minder scharfi 

(6) pi^gi I P»^g9 

genommen werden, woran sich endlich mit der geringsten Genauigkeit 

(7) pi^pa^i 



TL. 



m. 



IV. 

d. h. die Bildung dea einfachen aridimctischen Mittels anschltelsen %ird. Die vier Ge- 
wichtsbestimmungen 1, n, TD, IV werden um so mehr von einander abweichen, je mehr 
gt und ga unter sich und von y verschieden sind. Die Gewichtsbestimmung I gestattet 
aufserdem, für die einseinen Messungslinien Ji, j«, ^, wenn sie in 'Cverschieden beschfiffenem 
Gelinde im Sinne der Taf. XI liegen, die entsprechenden versduedenen Abweichungsgrenxen 
ansuwenden. In den Formeln ( 4 ) bis ( 6 ) können, wenn man sonst will, die Gröfsen gi 
und ga auch durch die Näherungswerte gj und g« ohne wesentliche Bedenken ersetzt 
werden-, obwohl eine Nötigung hierzu in der Regel nicht vorliegen wird, da die ersteren 
Gröfsen ohnehin in der Rechnung vorkommen. 

Die Anwendung der Formeln wird durch folgende beiden Rechenbeispiele erläutert, 
in welchen die Wirkung aller vorgedachten Gewichtsbestimmungen zur Darstellung ge- 
bracht ist: 



y 

s 









133.» 
463,6 


*57.» 

»89.5 
369.6 


^61 5% 

83810 
1 3 66 04 


396,» 





I. Beispiel 



«7658 
7045* 



X. Beispiel. 



I3^'S8 
»^5#43 



396,8 



gt 
g» 



13I188 
'3^37 



*98.3 
ai.o 



3*0,3 



X47»» 



387.» 
248«6 



6 11 08 



149846 
6 x8oi 



8 87 38 
694 



297.89 
»6.34 



gt 
3*0.3 - gM 



*97.89 
493,96 
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Gnindaufgaben der Punktbestimmungen. 



UL 



Gewichte I und Abszissen x des Punktes Pn» 



T 






Py Ps 



P = 



- 1 ^ I 
Py p9 



^t 



P-^h 



III. 0,17 •) 



III. 0,31 
lU. 0,44 



n. 0,19 
n. 0,35 
0,19 



17900 



II. 



a6ooo 
60 100 



II 600 



I. Beispiel. 

43900 
7S000 



0,40 
0,90 



5*500 
II 700 



a. Beispiel. 

64 100 
23 300 



1,30 



1.3S 
0,03 



1.88 
0.37 



1,41 



0,83 
«3^83 



4,89 
0,96 



0.75 
0,33 



4.81 
*97.8i 



1,08 



6.75 
0,03 



6.78 



Abszissen x des Punktes Pn, 



Gewichte II. 



P^ig 



H 



P'^ 



Gewichte III. 



P=^g 



n 



P'^i 



Gewichte IV. 



39 
98 



»37 

X -' 



"5 
7 



1.88 
0.37 



I2Z 
Xi 



0,80 
131.80 



4.89 
0,96 



73»3* 
36,26 



I. Beispiel 

13 

*7 



109,58 



40 



1.88 
0,37 



4.66 
297,66 



2. Beispiel 

56a,35 I 30 
6.7* II 3 



569.05 



33 



0,86 
131,86 



4.89 
0,96 



44.44 
9.99 



4.53 
*97.53 



34^43 



146,70 
2.88 



t3*'88 
«31.37 



X=: 132,1» 



»97.89 
^93.96 



i49i58 



r 295,92 



In übersichtlicher ZusammeDstellung ergeben sich hiemach folgende Abszissenwerte x, 
welchen zugleich die daraus folgenden Verbesserungen v, und vg der gemessenen Strecken 
St und St und die Summe [mi\ der Quadrate der Verbesserungen beigefügt worden sind. 

2. Beispiel. 

* Vi vj [tw] 

297,81 —0,06 —0,38 0,15 

297,66 —0,18 —0,36 0,16 

»97.53 — 0,28 — 0,35 0,20 

»95.9» — ».51 —0,20 2,32 

*) Die römischen ZiAern Üezeichnen di« Geländebeschaffenheit im Sinne der T«f. XL 



Gewichts- 




I. Beispiel. 




bestimmung. 


X 


V, Vj 


M 


I 


'31.83 


— 0^8 - 0,33 


0,34 


II 


131,80 


— 0,50 —0,31 


0.35 


Ul 


131.86 


-0,47 -0,35 


0.34 


IV 


132,12 


-0,35 —0,54 


0,41 
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Aus den "Werten [vv\ erhellt zunächst, dafs die Bildung des einfachen arithmetischen 
Mittels (TV) an Genauigkeit den anderen Bestimmungen merkbar nachsteht, im Übrigen 
aber die verschiedenen Bestimmungen in der Reihe der Ziffern I, II, III, IV einander 
folgen. Besonders deutlich tritt dieses hervor beim a. Beispiel, welches nach dem Ver* 
hältnis der Strecken ^, j, ^ einen sehr ungünstig gestalteten Fall zur Anschauung bringt. 
Weniger ist dies der Fall bei dem viel günstiger gestalteten i. Beispiele, wo die Be- 
sthnmungen I, n, in annKhemd gleiche ^gebnisse liefern. Es wird hieraus die Regel 
hergeleitet werden können, 

1. daft, wo es auf besondere Schärfe ankommt oder wo die Gestaltung des 
Falles eine besonders ungünstige ist, die Gewichtsbestimroung I sich aur An- 
wendung empfiehlt, 

2. dafs die Bestimmung IV nur in günstigen Fällen, d. h. bei annähernder Gleich- 
heit der Strecken ^t und ^«, besw. sj und j« und namentlich wenn es sich 
um kurze Strecken handelt, am Platze ist 

3. dafs im übrigen aber die Bestimmungen II und m für die Praxis meistens 
zu ausreichenden Ergebnissen führen werden. 

Jedoch auch weiter wird ersichtlich, dafs ungünstige Fälle, in denen ^ im Vergleich 
zu ^ sehr klein ist, in der Praxis ganz zu vermeiden sein werden. Denn wenn die un- 
günstigen Wirkungen der Fehlerhäufungen, welche hier eintreten, auch durch die Gewichts- 
bestinmiung I unschädlich gemacht werden können, so treten die dabei erhaltenen Werte ^ 
doch mit einem so geringen Gewichte in der Rechnung auf, dafs sie für die Punkt- 
bestimmnng praktisch ohne Bedeutung bleiben und daher ebenso gut unbenutzt gelassen 
werden können. 

Wie bereits erwähnt, können die Gewichte p ohne Veränderung ihrer Wirkung mit 

der gleichen Zahl multipliziert (oder dividiert) werden. In vorstehender Rechnung ist 

solches geschehen, um bequemere Rechenansätze zu erhalten, bei den Gewichten 11 durch 

Abwerfen von 3 Stellen und bei den Gewichten III durch Abwerfen von x Stelle. Femer 

sind aus demselben Grunde überall nicht unmittelbar die Produkte / • ;, sondern die 

Produkte / • (f s berechnet, wobei <f| » S "" £0 genommen ist, unter lo den vorkommenden 

kleinsten Wert für i mit Weglassung des Dezimalbruchs verstanden. Indem dann schliefslich 

{p . (f xl f^il 

jc CS |o 4. *^ J*:* gebildet worden, ist die gleiche Wirkung erzielt, als wenn x = 4f-^ 

unmittelbar berechnet worden wäre.*) 



*) Die Bestimmung von Läncen aus rechtwinklichen Dreiecken möffe wegen der ihr in der Landmeuung 
beiwohnenden grofsen praktischen Bedeutung hier noch einer allgemeinen, tugleich auf §§ 31, 32, 34 und 33 
bezüglichen Betrachtung unterzogen werden. 

Wenn a und 6 die Katheten, c die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks bezeichnen, so wird 
man bei rechnungsmäßiger Bestimmung der Hypotenuse aus fs? Va^ + b^ eine ungünstige Wirkung der 
unvermeidlichen Messungsfehler, mit welchen a und 6, sowie der rechte Winkel behaftet sind, in bezug auf 
c in allgemeinen nicht zu belurchten haben, und nach den Voraussetzungen, auf welchen die Tafel XI be- 
ruht, werden die unvermeidlichen Fehler sowohl in der Messung von «, ^, c, als auch in der Besdmmung 
des rechten Winkels in ihrer Gesamtwixkung innerhalb der Grenzen bleiben müssen, dafs wenn c aus 
Va' 4- ö^ durch Rechnung hergeleitet wird , die hierdurch erhaltene Länge um nicht mehr als dort ange* 
geben von /der durch die unmittelbare Messung gefundenen Länge c abweicht. Wesenüich anden gestaltet 
sich aber die Sachlage, wenn eine der Katheten aus a sss Yc' — 6' oder b^s}l<^^a' bestimmt 
werden soU. In diesem Falle wird, wie oben ausfiihrlich geaeigt worden, eine Fehlerhäufung zu befürchten 
sein, welche um so gröfser ausfallen kann, je näher die unter dem Wurzelzeichen stehende Kathete an Länge 
der Hypotenuse gleichkommt, je kleiner also die Differenz tf* — Ä* oder C* — o* wird. Die Berechnung 
der Kathete kann hier unter ungünstigen Umständen so unsicher werden, dals, selbst wenn die Messung der 
Hypotenose und der anderen Kathete jede für sich mit unzulässigen Fehlem nicht behaftet ist , gleichwohl 
eine Länge erhalten wird, welche von der wirklichen Länge weit über das zulässige Mafs hinaus abweicht. 

Hieraus ergib! sich zunächst die allgemeine Regel, dafs wenn ein' rechtwinkliges Dreieck, dessen 
Seiten sämdich durch Längenmessung bestimmt worden sind, daraufhin geprüft wird, ob die durch die un- 
miuelbare Messung gefundenen mit den aus o' + 6^ ss ^ durch Rechnung sich ergebenden Werten inner 
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Wenngleich in der vorangedeuteten Art für den geniiherten Ordinatenfuftpunkt F 
der verbesserte Punkt P durch x gefunden worden ist, so mufs dennoch die Gerade F Pm 
wenn vermittelst derselben noch weitere Messungsbestimmungen gemacht worden sind, in 
ihrer Eigenschaft als MessungsJinie mit dem Ausgangspunkte F bei- 
behalten werden. 

Die gemessene Ordinate y wird von der wahren Ordinate (Dreieckshöhe) ent dann 
uro 0,01 n» abweichen, wenn PF sä y^*— (^ — o.oi)'', also die genäherte Annahme des 
Fufspunktes uro dieses Mafs verfehlt ist. Innerhalb dieser Genauigkeitsgrenxe darf, 

wenn y = $o loo loo 300 400 500» 



PF über i.o 1.4 2,0 a,4 2,8 3A^ 

nicht hinausgehen. Wird aber für die Abweichung, was oft unbedenklich sein dttrft^, 
noch 0,05» ftir xulässig erachtet, so darf. 

wenn ^ = 50 100 *oo 300 400 500» 

PF bis zu a,a 3,1 4.5 5,5 6,3 7,1 m 

erreichen. Selbst schon die erste engere Reihe der Fehlergrenzen PF fUr die genltherte 
Annahme des Fufspunktes wird aber in der Praxis unschwer innegehalten werden können, 
so dafs für die praktische Anwendung der Auflösung weiter Raum gegeben ist. 

Die Aufgabe dieses Paragraphen kann oftmals auch dann angewendet werden, wenn 
die Höhe y nicht durch Messui\g, sondern durch Rechnung bestimmt worden ist, und dann 
mit ihrer Benutzung als der einen Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks und der gemessenen 
oder ebenfalls durch Rechnung gefundenen Hypotenuse die andere Kathete ^ bestimmt 
werden soll. Dieser Fall ist im § 35, sowie im Abschn. VII an mehreren Beispielen erläutert. 



halb der Granen der Tafel XI übereinstimmen , allein die Hypotenuse e aus Va^ + ^ tu berechnen und 
mit dem lugehörigen Tafelwerte zu vergleichen ist. 

Die Messung einer Hypotenuse im Felde zu dem Zwecke, um die Bestimmung einer auf einer Messungs- 
linie errichteten Ordinate gegen Irrtümer sicherzustellen, wird man, da hierbei noch andere Rücksichten mit 
in Betracht kommen, tunlichst immer so zu wählen haben, dafs die auf der Messungslinie liegende Kathete 
des entstehenden rechtwinkligen Dreiecks mindestens ebenso lang genommen wird, als die Ordinate (vgl. die 
preufs. Kat.'Anw. VHI v. 95. Oktob. 1881, § 81 No. 3). Sie darf aber auch, soweit es sich lediglich um diesen 
Zweck der Messungspro^e handelt, nicht unnötig weit darüber hinausgehen (etwa höchstens das Doppelte der 
Ordinate erreichen), weil sonst der zulässige Fehler der Hypotenusenmessung so grofs wird, dafs darin ein 
Irrtum in der Ordinatenbestimmung unbemerkt verschwinden kann. Die praktisch zweckmäfsigste Gestaltung 
des Falles nach beiden Richtungen wird darin zu finden sein, wenn beide Katheten annähernd einander gleich, 
gewählt werden. 

Ist fesner die Aufgabe dahin gerichtet, aus der Hypotenuse und der einen Kathete die andere Ka- 
thete zu bestimmen, so wird man von erheblichen Bedenken bezüglich der praktisch ausreichenden Genauig- 
keit der Bestimmung in der Regel so lange absehen können, als die zu bestimmende Kathete gröfser ist als 
die gemessene. Die Messung und deren Berechnung wird von vornherein tunlichst so zu gestalten sein, 
dafs dieser Gesichtspunkt zur Geltung kommt. 

In der i. und a. Auflösung der Aufgabe dti § 33 und in den Aufgaben der §§ 31. 34 und 35 wird die 
ungOastige Wirkung der Fehlerhäufung in den in den Rechenformeln auftretenden Differenzen im allgemeinen 
nur dann von Belang sein können, wenn der Schnittwinkel sehr stumpf oder sehr spiu ist. In der Rechnung 
des § 31 und der a. Auflösung des § 3a wird dies deutlich hervortreten, wenn die Differenzen Sa ^^ S -^ a^ 
Sd^= S — ^, Je ^ J -— C in ihrem Zahlenwerte erheblich von einander verschieden sind. 

In der Auflösung des § 33 dagegen wird die ungünstige Wirkung durch Einfahrung der Gewichte 
nach (4), unter Umständen nach (5) oder (6) im wesentlichen beseitigt werden. Gleichwohl wird es sich 
empfehlen, es tunlichst zu vermeiden, dais ^/ oder ^g (Fig. 91) kleiner als \y bis {^ ansflUlt. 

In allen Fällen,* in welchen aus mehrfachen Bestimmungen Mittelwerte gebildet werden, werden die 
Genauigkeitsgrenzen der Taf. XI nur flir die aus den endgültigen Mittelwerten abgeleiteten Llngen , nicht 
schon für die Einxelbcstimmungen, welche rar Bildung der Mittelwerte gedient haben, ab naC^^bead anau- 
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Kap. 10. Die Berechnung der Koordinaten eines Punktes 
ans dem Bogensclmltt von Messnngslinien. 



r«. 9*. 




Unmittelbare Berechnung. 
§34. 

Gegeben: Die Roordinttoi y^^ *a> yh% »h der Punkte 
A. Pby, sowie die Längen PaP^U und PbP^sb* (Fig. 92.) 
Gesucht: y, x für P. 

1. Anf188iiiige 

Aus den gegebenep Koordinaten erhält man: 



<'> '-^"-'-S^- I <»)''•'»• 



sm v^ cos ¥^ 



Hiermit sind in dem hPP^Pb die drei Seiten bekannt, ans welchen nach § 31 die 
drei Winkel and darauf nach § 17 die Koordinaten y^ x berechnet werden können. 

2. AvflSsvng* 
Es beseichnen / und q die Projektionen von $a md $b auf /^A, h die Höhe 
des ^ PmPbP auf P^Pb. (Fig. 93.) 

t±l^iy^y^^ y^Y^^xb-x^'f. 

2 

2 »(/ + y) 

2 2 




>>-■ 



^ = 



P-+-^ ^—g 



Rechenpr.: / + 9 »^ ••- f« 



Ä = K(.ar-p^ 



(9) 

(lO 

(13) 



(15) 
(16) 



yb-- ya 



y\,sif^f. (Rechenprobe.) 
(10) 



P^9 


\ '^ 1 


P + 9 


4Üy = ah-\' op. 


(I») 


Jx ^ ap — oh. 


y^ya + Jy» 


(14) 


X=s *a + ^*' 



Schlufsproben. 

ja=K(^/^r-h(^*r. 



<.' + «• « I. 

(Rechenpr. ) 



5* = ^'tr-^*)^ + (*— «*)'• 
Diese Formeb folgen aus (3) des § 19, aus den Formeln unter A der i. Auflösung 
im § 21 und aus (i ) bis (6) des § 32. 

Anstatt obiger Formeln (4) bis (g) können auch (7} bis (14) des § 32 ange- 
wendet werden. 

Ist aufeer Sa und sb auch PaPb durch unmittelbare Längenmessung bestimmt und 
hierdurch ein Wert p + q gefunden worden , welcher von dem aus den Koordinaten yay 
Xa% yb% Xb nach (3) sich ergebenden Werte p -^ g abweicht, so werden alle gemessenen 

p-h9 



Längen p + q, Sa, Sb in dem Verhältnis von (P + q) : (/ + ^) reduziert, d. h. mit 



P + q 



multipliziert werden müssen, bevor sie in die Formeln (4), (7), (g) eingeführt werden. 
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Gnmdaufgsben der Punktbestimmungen. 



m. 



Aus (7) und (8) ist h positiv oder negatiy zu nehmen, jenachdem P, von i^ nach 
gesehen, rechts oder links von PaPtb liegt. Das negative Vorzeichen von h wird aber 
ganz vermieden« wenn bei der Punktbezeichnung die rechtläufige 
Reihenfolge (Fig. 94) beachtet, d. h. wenn von P nach /^/^ gesehen, 
der in rechtläufiger Ordnung zuerst folgende Punkt mit i'«, der andere 
mit P^ bezeichnet wird. (§ 25.) 

In dieser Auflösung sind die Aufgaben der §§ 3a und %\ znsammen- 
gefafst.Wird PaPh in der Abszissenachse liegend angenommen, so da& 
y^z= y^ssxa^^o Und die Höhe A =s ^, so bleibt allein die Aufgabe 
des § 31 Übrig. 

Das nachstehende Rechenbeispiel bringt die Anwendung der Formeln (3) bis (x6) 
zur Anschauung. 




76192 

5 Sa 88 

134480 

366,71 



Pa'. 264 
Py 249 



P 275 



No.d. 
Rcchn. 

1 



yb 

yb- ya 



55**03 
276,00 

^76,03 1 



Xa 

Xb 

x^—Xa 



«40 297,72 

«40 056,29 

Mi*43 



^ya 

y 

y — yb 



306,34! 
30,34! 



^x^ 



■xb 



26.36 

«40 3»4iOS 



{yb-yaY 



»67.79 



Sa 

Sb 

Sa-i-Sb 

Sa — Sb 

log(sa-{'Sb) 
lo^isa — sb) 



147' 10 
269,50 
516,60 
22,40 
733>44 



2.71 315 
1.35025« 
7. 13464 
X. 19 80411 



k(P^9) 
k(p-9) 
P 
9 

(^bY 
9' 



183.36 

15.78 

167,58 

i99>M 



6 1058 
28083 



7 26 30 
39657 



3*9 75 
73 

181,59 



^giyb-ya) 

lo^xb—x^ 

^S(P'^9) 

U>go 

U>ga 

logh 

logp 

log ah 

logop 

iogap 

log oh 



2.44096» 
2.38279» 



»-56433 



9-87663» 
9-81846« 



2.25910 
2.22422 



2.07756» 
4.10085» 
2.04268» 
»•X3573» 



ah 

op 

Jya 



"9.55 
126,14 
»45*69 



ap 
^oh 

^Xa 



110,33 

136,69 

26,36 



Schlufsprobe. 



{,^yaf 

9a, 



603 63 

695 
61058 
»47i'0 



(yyif 

[x-xif 

Sb 



921 

71712 

7 »6 33 
269,51 



Fig. 95 




Berechnung mit Parallelverschiebung von Messungsiinien. 
§35. 

Bei der Bestimmung von Punkten durch den Bogenschnitt von 
Messungslinien wird zur Sicherstellung zuverlässiger Ergebnisse tun- 
lichst dahin zu streben sein, in dem zu bestimmenden Punkte' mehr 
als die zur einmaligen Bestimmung notwendigen zwei Messungslinien 
zu vereinigen. Ist es aber beim Vorhandensein örtlicher Hindemisse 
^p oder aus sonstigen Gründen nicht ausführbar oder zweckmälsig, die 

^i^ Vereinigung schon in der unmittelbaren Messung zu erzielen, so kann 

' sie leicht durch Rechnung herbeigeführt werden. 

Angenommen es seien die beiden t^ t^PaPa P4 und Pa Pj ^, 
worin Pi Pj Pj und Pj P4 ijj- je eine Gerade bilden (Fig. 95) , un- 
mittelbar gemessen, also für die Bestimmung des Punktes P^ durch 
den Bogenschnitt unmittelbar nur die Geraden Ps P2 und j^^ er* 
halten worden, so läfst sich die Gerade P4 Pa parallel so verschieben, 
dafs die durch P^ gehende Gerade P^ Pa erhalten wird. Hierdurch ent- 
steht das t^PgPgPa't welches dem unmittelbar gemessenen t^P9P4Pt 
ähnlich ist. Aus der Ähnlichkeit folgt, wenn 
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(X) 

gesetzt wird, 



P»P4 



q'P4Pi. 



(3) 



P^P,*^qPjP,, 



womit nunmehr die drei Geraden Pj /*/, Pj P2, Ps Pj *" Verbindung mit Pa P/ und Ps Pj 
für die Bestimmung des Punktes Pj gegeben sind. 

Aus nahe liegenden Gründen wird es sich zur Erhöhung der Schärfe der Rechnung 
empfehlen, die Verschiebung im Sinne der Vergröfserung, nicht der Verkleinerung der 
Messungslinien zu bewirken. Nur wenn in einem Punkte sich bereits mehrere Messungs- 
linien vereinigen, wird aus Rücksichten der RechnungsabkUrzung die Verschiebung im 
letzteren Sinne in Betracht kommen können. 

Bei schärferer Berechnung des Bogenschnitts ist, ähnlich wie bereits im § 53 gezeigt 
worden, auch die Kenntnis des zulässigen Messungsfehlers J' oder des Gewichtes p' oder 
der Quadratwurzel Vp' der verschobenen Linie erforderlich. Diese Gröfsen können nicht 
unmittelbar aus der HUlfstafel XI entnommen werden. Denn in demselben Verhältnis ^, 
in welchem durch die Parallelverschiebung die unmittelbar gemessene Gerade s vergröfsert 
(oder verkleinert) wird, findet auch eine Vergröfserung (oder Verkleinerung) des nach den 
Erläuterungen zur HUlfstafel XI das Vierfache des mittleren Fehlers der Längenmessung 

bildenden zulässigen Messungsfehlers </ = — statt, während die Tafelwerte nicht pro- 

portional der Länge s wachsen. Es werden daher mit der unmittelbar gemessenen 

Länge J, je nachdem das eine oder das andere gebraucht wird, die Werte <f, p, Vp, — 

aus der HUlfstafel zu entnehmen und dann fUr die durch die Parallel Verschiebung erhaltene 
Länge 



(4) 
(5) 



ä' =■ gd. 



Vf- 



I 



(7) j; = g'j = (,äf 



ZU berechnen sein. 

In Fällen, in denen genäherte Gewichte z. B. nach (5) und (6) des § 33 angewendet 
werden, wird 6s oft unbedenklich sein, dieselben mittels der parallel verschobenen, nicht mittels 
der ursprunglichen Messungslinien zu bilden, vorausgesetzt, dafs es vermieden wird, die 
Verschiebung soweit auszudehnen, dafs etwa ^ >- 2 wird. 

Gesetzt mit Bezug auf Fig. 95 sei gegeben: 

Pj Pf ^iio.<), A/V=88»3. /V^/^i8*^ P^Pi — iiS.o, 
so hat man nach ( x ) bis ( 3 ) r 



^ 88,3 



i.*5 595 Ps P' = «'*5 595 x »82.6 = 119,34 

/>, Pi' = 1,15 595 X X15.0 = 156.99. 



Für j-=/V/#=s 181,6 erhält man aus Tafel XI in der Voraussetzung, dafs diese 
Linie in mittlerem Gelände II liegt. 



i/s= II • 0.37 



^^ = n . 1.70 



mithin för x' = /^ /»/ nach (4) bis (7): 

4^=1,256x0,37 

= 11 »0,46 = 11-2,15 



1,26 



/ = II . 7,29. 



1.58 

=sr 11.4,61 



= 11.0,137. 



— =1.58X0,137 
P 



II .0,116 
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m. 



Hätte man diese Werte mit f ' = ^ Pi = 219,34, anmittelbar aus der Tafel ent- 
nommen, so würde man die nicht sutrefienden Werte: 



<f = n • 0,42 



V? = n.2.3^ 



^'«n.5,66 



- = 11.0,176 



zu klein oder zu grofs erhalten haben. 

Als einfache Rechenproben, welche, auch wenn die übrigen Rechnungen logarithmtsch 
ausgeführt werden, mit Crelle's Rechentafeln /leicht zu bewirken sind, ergeben sich folgende: 



(8) 

(9) 
(10) 

(") 

wogegen }lp\ f* mit einer Tafelaufschlagung für ^ aus den Beziehungen 
Fig. 96. _ 

(12) l^-i' /' 



^ ' P2P4 P9P4 «8.3 

Ps Pi ^P4Pi + (^—0 P4 Pi « 18».^ -*- 0^*56 X 182,6 s« 229,35 
Pa Pi ^P^Pi-h fe— P» Pi = 125,0 -h 0,256 X 125,0 =B 157.00 
d»=sJ-+-(^— i)rf «0,37+0,256x0,37 —0^6, 







sichergestellt werden kOnnen. 

Zur Veranschaulichung der vielgestaltigen Anwendung 
der Parallelverschiebung diene femer noch .das Beispiel 
der Fig. 96. Hierfür seien gegeben: 



die Koordinaten 

Pa tx I84i07 «2000,81 

f^ 11064,35 «*304i5* 

Pe I1373.9* «a 596,74 

^6^ -Mi9i7* —303171 

^y -h 309.57 + *9*#** 



k 



die Messungs- 



PaP/= 70,24 
P/P « 398»7^ 
PaP = 468,96 
^iVag 270,23 

^/^tf» 286^3 

PdP,=^;i49fis 
P,P « 6i,95 

PbP —498.03 
/yp SS 2x1,60 
/^i^ 8. 436,08 



' 339196 

Die Messungslinie P/Pd Ittfst sich zunächst nach PmPJ parallel Teischieben. Es ist; 
PgP _ 468^96 I PaPJ^qd* PfPd^qdi%lOfl,i \ lfalir.0,54 



^rf« 



^-'^ ^98i7» I PPd' 



PaP 

P/P 

9ä 

P/Pd 

PPd 

d 



468.96 
398.7» 

470.a3 
2ix,6o 

in. 0,54 



Log. 
2.67 113 
2. 60 067 



o. 07 046 
2.43174 
2. 32 552 
9. 73 239 



= gd • PPd 
Log. 



x^^* 21 1,60 



2. 50220 
2. 39 598 
9- So 285 



9ä 

P»Pdf 

PPd" 

d 



1,17614 

'31 7.84 

24S.88 

0,635 



Rechenprobe 
durch g — i 

o»![76?..._ 

317^8» 

*48.86 
0,635 



Weiter kann wiederum die hierdurch erhaltene Linie Pm, Pd^ parallel nach PJ P ver- 
'Bchoben werden, womit zugleich eine proportionale Vergrößerung der aas den gegebenen 
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Koordinaten ftlr /^ und Pa sich ergebenden Koordinaten unterschiede ya—yb und Xa^xh 
XU verbinden ist. Hierfür hat man: 



^«' 



PbP 



498>03 



FbP^PPJ 049.15 



Pa P^ ga ' Pa Pd' = qa • 317.84 

<;• = in. 0,635 



(ya-yby^qa{ya-y^ 

«^a(- 303.71) 



2. gO 300 
1. 37 896 

1. 78 3*5» 
o. 10 365 

9- 89 635 
9. 79 170 

a 00 730 





Rechenprobe 




durch q — i. 


1,99895.. 


e.'???. 


63533 


635.36 


-H*39.3« 


239.34 


- 607.09 


607,11 


III. 1.270 


1,270 


III • 0.79 


0,79 


m . 0.62 


0,62 



PbP 
Pbp^ppdt 

qa 0.30080 II qa 

PaPj* 317,84 1.50220 2.80300 PPa' 

ya—yb -H 119,72 2. 07 8x6 2. 37 896 (ya -yb)' 

Xa — Xb —303,71 2.48245» 2.783*5» [xa-x^y 
d* III.o;6?s Q. 8028s o. 10 ?6s d^ 

VP' 
P' 

X 

F 

Zum Gebrauche ftSr den Bogenschnitt ergiebt sich hieraus weiter: 

ya ^yb-^-iya—yb)' =« ix 064.35 + *39'3» ™ »^ 303,66 

*a's»*«-H (jCfl — JC3)'=» «2 304,52 — 607,09 « «I 697,43. 

Wenn PPa durch unmittelbare Messung bestimmt worden wäre, wUrde Aach Taf. XI 
das Gewicht p^ill» r.o8 betragen. 

Dieselbe Rechnung fUr die Verschiebung von P,Pc nach PPc* stellt sich folgender- 
nftfien: 



498,03 


2. 69 726 


*49.i5 


2. 39 646 




0. 30 080 


3»7.84 


2. 50 220 


+ 1x9.7» 


2.07 8x6 


- 303,71 


2.48245»» 


m.0,635 


9-80285 







m.i,6i 



1,61 



9c^ 






^ 498.03 
436,08 



PPc ^qcPtPc^qc 339.96 
ij SS m • 0,62 



{^c-yb)* ^qc^yc-yb") 

«=^f(-t- 309.57) 

{xc — **)' = qc [xc- Xb) 
= ^tf(-l-*9*.«) 



PbP 
PbP, 

9* 
PsPc 

yc-yh 

Xc^Xb 

d 



498I03 
436,08 

339.96 
-I- 309.57 

4- 292,22 
in.0.62 



Log. 
2. 69 726 
*'63 957 



o. 05 769 
2.'53i43 
2. 49 076 
2. 46 571 
9. 79 239 



Log. 



1. 58 91* 
*• 54 845 

2. 52 340 
9. 85 008 
o. 1 4 992 
o. 29 984 

9. 70016 



yc ^yb 4- {ye-ybY = xi 064,35 + 353.55 = " 4x7.90 
xc' =^xb-h {xe^xbY = «2 304.52 4- 333,73 « «2 638,25. 

Der Bestimmung von PPc durch unmittelbare Messung wUrde nach Taf. XI das Ge- 
wicht / sse m . 2,16 beiwohnen. 

Nach diesen Httlfsreehnungen sind für die Bestimmung des Punktes P durch den 
Bogenschnitt in übersichtlicher Zusammenfassung aufser den Koordinaten der Punkte Pa't 
Pa, Pb% Pc folgende Linien vorhanden: 







Rechenprobe 






durch q — X 


9c 


x,i4*05 


0.142 


PPc' 


388,25 


388.23 


(yt—yty 


+ 353.55 


353.53 


{xc-xty 


H- 333.73 


333,74 


<f 


in . 0.708 


0,708 


Vp- 


III . 1,41 


1,41 


P' 


III.x,99 


».99 


t 

7 


III * 0,50 


0,50 
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m. 





s. 


PPa' 


635.33 


PPa 


468,96 


PPb 


498.03 


PPi 


388125 



p' 

III • 0,62 
m . 1.69 
III. 1,56 
in . 1,99 



I 

in . 1,61 
III. 0,59 
III . 0,64 
III . 0,50 



ni.1.27 
in. 0,77 
III . 0.80 
in. 0,71 

An sich können durch Parallelverschiebung alle Messungslinien nutzbar gemacht 
werden, welche von einem gegebenen, oder seiner Lage nach bereits berechneten Punkte 
ausgehend in eine den Bogenschnitt unmittelbar mitbestimmende Messungslinie einmUnden 
oder zwei Linien der letzteren Art mit einander verbinden. Jedoch wird man bei der 
Auswahl mit Vorsicht zu verfahren, insbesondere verhältnismäfsig .kurze Linien, welche 
durch eine belangreiche Vergröfserung an Gewicht wesentlich einblifsen, oder solche, welche 
bei der Verschiebung ungünstige Rechenfiguren bilden, zu vermeiden haben. Vor allem 
wird man aber selbstverständlich immer bemüht bleiben müssen, die erforderliche Anzahl 
von Messungslinien von vornherein in dem zu bestimmenden Punkte zu vereinigen, weil 
diesen alsdann gröfseres Gewicht beiwohnt, auch anderweite schädliche Einflüsse ausge- 
schlossen werden. Ist dies nicht erreichbar, so wird man mindestens bestrebt sein müssen, 
die zu verschiebendea Messungslinien dem zu bestimmenden Punkte so nahe als möglich 
zu legen. 

Die Rechenproben durch j^ — i als dreistellige Zahl werden zweckmäfsig mit Crelle's 
Rechentafeln ausgeführt, wobei ohne Beeinträchtigung des Zwecks auf volle Schärfe der 
Rechnung verzichtet werden kann , da die Abweichungen gegen die scharfe Rechnung in 
verhältnismäfsiger Gleichheit hervortreten müssen, was sofort erkennbar ist 



Kap. n. Die Bereclmung der Koordinaten des Durch- 
sclmittspunktes zweier Geraden. 

F»«»;. §36. 

Gegeben: Die Koordinaten ^«, Xa» yb% *bt ye* xc% yd% xj 
der Punkte Pa, Pb, Pc. Pd^ (Fig. 97.) 

Gesucht: y^ x für den Durchschoittspunkt P der Geraden 
Pt^Pc und PbPd. 

1. Anfl58Qii9* 

Ans den gegebenen Koordinaten werden die Neigungen ym, und 
Wh der Geraden PaPc und P^Pd nach § 19 gefunden. Das Weitere 
ergibt sich ganz wie beim Vorwärtseinschneiden (§ 25). Damach hat man in übersicht- 
licher Ordnung folgende Rechenformeln: 




rif.98. 




CO 

(») 
(3) 

(8) 









Xc — xtJ 

5 f 

Xd—Xb 

,_ yb — ya 



(4) ^a^Va — vb, 

( S) ^b^vj» —vb±,n, 

(6) (fasvÄ— ra, 

(7) <fa + <f* + «^ = n (Probe). 



Xb-^Xa 



(9) dya^msinSbsinva^ 

( 10 ) ^xa =« m sin db cos va . 



sin^ sinvj* 
(") 

(12) 



(Probe). 



sin^cosvj' 

y^ ya-^/iya. 
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Rechenproben: 




('3) 


^yh ^mstniasinvhy 




(15) 


y — yb-^r/lyh. 


(14) 


Axh mmmsm^a cos vb^ 




(i6) 


* = ** -f äxb. 



(17) 






■<f •'•f 



Schlufsproben: 
(18) 



yä - y 

Xd— X 



— tg vb. 



Pbl'i'% 



No.d. 
Rechn. 

I 



y» 

yb 
yc 
yd 



ytt-ya 
yc-ym 
yd-yb 



P- 87 



dya 
/lyb 

y 



10031,56 
10644.93 

»o 587*98 
9 893.0^ 



6ii,37 
555.4* 
75 'i9' 



Xa 
Xb 

xd 



Xb-Xa 
Xc-Xa 
xd-xb 



338,60 

+ I 
»73.78 

10 371,16 



dxa 

/fxb 



18 5*4,67 
18 531.59 
«7857.33 
^7 395.*3 



6,92 

667.34 

I 136,36 



^^yc-ya) 

log(xc'Xa) 
^g tg ya 



406.84 

413.76 

18 117.83 



^ogiyd-yb) 

l0g{xd'Xb) 

log tg vb 



^g{yb-ya) 

logixb'Xa) 
log tg ¥j> 



1.7870* 
0.8401t 
1.94 691 



2.74462 

2.82435« 

9.92027» 



2.87617» 
3.05552« 
9.82065 



Schlufsproben. 

^tf->j+|2i6.82j^^-^_|478,i4 
xcA - 26o,5oLcrf.J - 722,60 



Vb 

ib^Va^-vb±.n 

<f = ¥b — ¥a 
ia-^^b-^S^n 



89 
140 
213 



I8Ö 



lo^ {y^ - y») 

cpl log sin ^J* 

cpl log sin S 

cpl log cos ¥^b 

log \xb — Jr«) 

logm 



2. 78 70* 
0.00003 
o. Ol 880 



I. 94 694 

O. 84 Ol T 



2.80 585 



log sin ifa 
logm 
log sin Jb 
log cos va 
log äya 
log Jxa 



9-88 57'»» 



9.80598 



2.80585 
9.91786 



2.52969 
2.60942« 



log sin Vb 

log m 

log sin S» 

log cos Vb 

log dyb 

log dxb 



9.74180« 



2.80585 
9-88975 



log {yc —y) 
log (xc — x) 

logjg^a 



9.92115« 
2.43740« 
2.61675« 



^^ {yd - y) 

log {xd - x) 

log tg Vb 



2. 33 610 
2.41 58IM 
9. 92 019« 



2*67 956« 
*. 85890» 
9. 82 066 



Pa'%0 
A:55 
^c:73 
/Vt6i 



y^ 
yt 
yc 

yd 



No. d.pA-.r« 

Rechn.l ye-ya 

* Xyd-yb 



P'%% 



/ly» 

y 



«85 216,09 
-84 162,18 
■84 998,80 
«84611,9 



1053.91 

*i7.*9| 
449.7* 



\ 



3*7.83 

716.081 

-84 888.*6 



Xa 
Xb 
Xc 

xd_ 

Xb-xa 
Xc'Xa 
xd-Xb 



dxa 

^Xb 



•2069,42 
12411,31 

.2 794,06 
■* 876.67 



io^{y6'ya) 

log(xb-Xa) 
logtg^a^ 



34 ',89 
7*4.64 
465.36 



i^^{yc-ya) 

log{xc-Xa) 
log tg Va 



— I 
I 093,25 

751.35 
13 162,66 



log(yd-yb) 

log{xd'Xb) 

log tg Vb 



02280« 

53389 
48891« 



.33704« 
• 86012 

.4769*» 



65294 
66779 
985»5 



yb 

(fa=va'"t'a^ 
db^*'a^ -yb±ri 
if r= Vb — Va 
(fa-hdfi-j-d^it 



*87 

343 

44 



55 
63 
60 
180 



ooloo 



Schlufsproben. 



yc: 

Xc 



-y+li 10,54 
:-JJ368.6o 



yd-y 

Xd'X 



-276,36 

-*85r99 



% (.r* - ya) 

cpl log sin pj* 

cpl log sin <f 

cpl log cos ¥^b 

log(xb — Xa) 

logm 



3. 02 280« 
0.02 173« 



O. 05 940 
O. 5 1 064 
*• 53 389 



3. ro 393 



log sinva 

logm 

log sin db 

log cos Va 

log dya 

log dxa 



9; 45 8*3« 
3- »0393 

?;.95.3.49 
9.98130 



2. 5» 565» 
3.0387* 



log sin vb 

log m 

log sin Ja 

log cos Vb 

log dyb 

log ^xb 



9;.?i'9.3 
3.10393 

9-85678 
2.86099 
2.87584 



i<»8 (yc — y) 

log {xc — x) 
log tg Va 



log {yd — y) 
l^g {*d — x) 

log tg Vb 



2. 04 352 
2. 56 656» 

9. 47 696» 



2. 44 148« 
*.45 635« 
9 98513 
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III. 



Mit den in der Rechnung vorkonunenden Gröfsen bat man zugleich: 
( 19 ) PaP^fnsindö» ( *0 ) PbP^=^ m sin 6a» 

Bei der Bezeichnung der Punkte befolge man die allgemeine Regel, dafs die eine der 
beiden Geraden stets mit PaPc% die andere stets mit PbPd bezeichnet uad y, x stets von 
A, Pb aus bestimmt werden. 

Die Formeln gelten allgemein, gleichviel ob der Punkt auf den Geraden PaPc* PbPd 
selbst (Fig. 97) oder auf deren Verlängerungen (Fig. 98) liegt. 

Zur Erläuterung der Aufgabe dienen die beiden Beispiele auf S. 113, von denen sich 
das zweite auf den Fall bezieht, in welchem der Schnittpunkt P auf den Verlängerungen 
der beiden gegebenen Geraden liegt. 

2« AnflSgnngr. 

Nach den Bedingungen der Aufgabe sollen die beiden Proportionen: 

(*0 (y- ya) : {yc - jv«) = (* - *«) : (^r - *«). 
( ** ) (^ - yb) : (yd — yb\ = (^ — xb) : (xd — Xb) 


Pa^zy 
Pb^^% 
Pc" 39 
Ar: 45 


ya 
yb 
yc 
yd 




10032,56 

10644/93 

10587.98 

9 893.oi 


Xa 

Xb 
Xc 
Xd 




18 514.67 
i8 53i'59 
i7 857i33 
»7 395.13 


lo^yc-ya) 

log(xc-Xa) 

logiP 


2.74462 

2.82435« 
9.92027« 




-h 


0.83118 
0,661 68 
1.49396 


log{yd-yb) 

log(xd-xb) 

logyff 


1.87617» 
3.05552« 
9.81065 


yb—ya 

<p{xb'Xa) 

yp(xb'Xa) 

n 

m 


± 

4- 


611.37 
5.76 
4.58 


No. d. 
Rcchn. 

z 


yb-ya 
yc-ya 
yd-yb 




611,37 
555.41 
75ir9i 


xb-xa 
Xc-Xa 
xd—xb 


4- 


6.92 

667.34 

1 136.36 


log{xb-Xa) 
log<fi{xb'Xa) 
log\f/(xb-Xa) 


0.84 oii 
0.76038« 
0.66 076 


4- 
4- 


618.13 
607.79 


Ä 87 


dya 
dyb 

y 


+ 


338.59 

V3J8 

10371.15 


/IXa 
/Ixb 

X 


- 


406.83 

413.75 

18 Ii7f84 


Schlufsproben. 
log{yc-y) 1.33611 
log(xc — x) 1.41583« 
logtp 9.91019« 


yc—y 

Xc—X 


H- 


116,83 
160,51 


log<p 

logtn 

cpllog{4>-^y^) 

logJya 

logJXa 


9. 92027« 

^•78 375 
9. 81 566« 


log -4/ 

logn 

cpUog(<p-yP) 

logjyb 

log /Ixb 


9.81065 
1.79 108 
9.81 566« 

1.43 739« 
1.61 674« 


yd—y 

xd-x 


— 


478.13 
711,61 


logiyd-y) 

logixd—x) 
logyp 


1.67955« 
2.85891« 
9.82064 


2. 52 968 
2.60941« 


Pa'. 80 

^c:73 
/V:6i 


ya 
yb 
yc 

yd 




«85*16,09 
«84161,18 
«84998.80 
••84611,90 


Xa 
Xb 
Xc 
Xd 




«1 069,42 
«2411,31 
«2 794,06 
«2 876,67 


ioi^[yc-ya) 

logixc-Xa) 
logip 


1.33704« 

1.86011 

9.47691» 


<p-^\- 


0,299 86 ; 

0.966 38 i 

1,166 14; 


lo^{yd-yb) 

log[xd-x6) 
logyp 


2.65294 
2.66779 
9-98515 


yb- ya 

<P(xb'Xt^ 

yJAxb-xa^ 
n 

m 


4- 


j o53,?j 
101,52 
330.40 


No. d. 
Rechn. 

2 


yb-ya 
yc-ya. 
>i^yb 


4- 


«053.91 
217.19 
449.7» 


Xb—xa 
Xc-Xa 

Xd—Xb 


-h 


341.89 
714,64 
465.36 


log(xb-Xa) 
log<p(xb-Xa) 
log\l\xb'Xa) 


1-53389 
2.01 081» 
1.51904 


■"" 


95«'39 
X 384.31 


/»: 88 


dyu 
dyb 

y 


-H 


. 3*7»83 

716,10 
«84888.17 


Jxa 

/IXb 

X 


-4- 
4- 


1 093,27 
751.37 

»3 162,68 


Schlufsproben. 
Iof{ Ve — v\ i-O^ «AÄ 


yc—y 

xc — x 


+ 


"0.53 
368,61 


logip 

logm 

cpllüg{fp-^yPi 


9- 47 69*« 


logyl^ 

logn 

cpilog(<f>^4.) 


2.97 836« 
9-89749« 

2.86 100 
1-87 585 


log{xc-x) 
logtp 


2.56658» 
9.47690« 


3. 14 1^4« 
9- 89 749« 


yd—y 

Xd — X 


— 


176.37 
186,01 


iog{yd-y) 


2.44 149« 


l 

i 


og/lya 
^og/ßxa 


2.51565« 
3-03873 




logd, 
log/1. 


Vb 

Xb 


log{xd-. 
log 


iL 


2.45638» 
9-98 5« » 
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erfüllt werden. Die Entwickelung der Unbekannten y und x aus diesen Gleichungen ftlhrt 
XU folgenden Rechenformeln: 



(*3) *■ 
(14) ^« 



• ■ I 

Xc — *tf 



(*s) 



m =s (^^ — ^J - ^(jra — *«), 



( 16 ) ^/>^a = tp - 



-^' 



(27) dXa 



(30) 



0-^ 



( 18 ) ^ = ^^ 4- /iy^^ 
( 19 ) « = *a -f- /^*a. 



Rechenproben: 



(31) dyb^yl^ 



*-^' 



( 3» ) äxb = 



0-^' 



(33) >'«=r* + -^.r*» 

( 34 ) x^xhJf 4xb* 



(35) 



Xe— x 



Schlufsproben» 

{36) 



Xd^ X 



Die Formeln dieser Auflösung führen, wenn nicht schneller, so doch ebenso schnell 
zum Ziele wie diejenigen der ersten Auflösung. Ihre Anwendung ist auf S. 114 an den- 
selben beiden Beispielen erlftutert, welche bei der ersten Auflösung berechnet worden sind. 

In der Beredmung von t^vat 4f>3 der i. und ^, ^ der a. Auflösung können Irr- 
tümer untergelaufen sein, ohnedafs dieselben in den Rechenproben (13) bis (16), bezw. 
(30) bis (34) hervortreten. Erst durch die Schlufsproben (17), (18) bezw. (35), (36) 
wird die Völlige Sicherung gegen Rechenfehler erreicht. 

Die in vorstehenden Beispielen bei den Schlufsproben hervortretenden kleinen Ab- 
weichungen sind durch die Abnmdungen in den letzten Zahlenstellen veranlafst worden. 



Flg. 99. 




§37. 

Gegeben: Die Koordinaten ya\ Xa% yb% xb, yc^ xt, yt^ xg^ 
y/, xf der. Punkte P«. Pb. Pc. Pt. Pf (Fig. 99). 

Gesucht: y^ x für den Durchschnittspuhkt der Geraden 
Pa Pc mit der zu Pt P/ durch Pa gezogenen Parallele. 

Man hat: 



1. Auf löSVBg. 



CO 



tg¥b 



_ yf— y* 



alles übrige aber wie in den beiden Auflösungen des § 36. 



(») 



3. Inf ISraiis. 

Xf—X, 




§38. 

Gegeben: Die Koordinaten ya% Jc«, yb^ **. yc* Xc der 
Punkte Pa, Pbt Pc (Fig. loo). 

Gesucht: y, x des Punktes P, welcher auf der Geraden 
PaPc so zu bestimmen ist, dafs die durch Pb gelegte Gerade 
Pb P mit Pa Pc den Winkel S bildet. 



8* 
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Gnindattfgaben der Punktbestimmungen. 



m. 





Nach erfolgter Berechnung von: 




1. AuflSsnngr. 


(0 


f^,,.^yb-ya 


'"''' Xb-^Xa 


(») 


Xc — Xa 


(3) 


rd^i^a-h «ff 


findet 


man das übrige nach § 36 




Formel (4) bis (10). | 




Fig. lox. 



(4) 

(5) 
(6) 






tgya^4^ 



Xe — xa 




Fpimd (15) Us (36). 



§39. 

Wird in der Aufgabe des § 38 <f=i^, sodafs also J^P, 
rechtwinklig auf Pa Pe stehen soll (Fig. loi), so hat man: 



(t) 



1. AnflSsuig, 
yi — ya 



(*) 
(3) 



t^ya = 



xt— Xa 



Xc — Xa 

und das Übrige ebenfalls nach § 36 

Formel (4) bis (oo), 
wobei noch beachtet werden mag, da(s in 
(8) JfVicf« jmi7r = i wegfUlt 



(4) 

(5) 

(6) 
(7) 



2. Anfldsang« 

Xc — Xa 

{xb — Xa)-Jir<l>{yi—ya) 

x^Xa-^q. 

y^ya-^i^q. 

Rechenprobe. 

yc — y ^ xb — X 

Xc — X 



'*• 



yb — y 

Sind fttr eine Reihe von Punkten Pb nur die Fufspunkte P der von denselben auf 
PaPc gefüllten Senkrechten durch die Abmessungen auf PaPc% sowie die Senk- 
rechten Pb P gesucht, so erfolgt die Rechnung besser als Umformung der Koordinaten, und 
zwar nach den Formeln (61) bis (71) in § ai. Vgl. das Zahlenbeispiel % auf S. 68169 
daselbst. 



Fig. Z09. 




§40. 

Ist umgekehrt die Aufgabe dahin gestellt, dafs in der durch die 
Koordinaten ^a, xa^ yc^ Xc gegebenen Geraden Pa Pc der Punkt P 
in seinen Koordinaten y, x so bestimmt werden soll, dafs die Gerade 
Pb P im Punkte Pb auf der ebenfalls durch die Koordinaten y^, Xe, 
yb, Xb, y/, xf der Punkte P^, Pb% Pf gegebenen Geraden recht- 
winklig steht (Fig. loi), so erhält man: 



_y/'-yb 



1. Anflösungr* 

X/—Xe Xb—X, Xf-^Xb 

(l) .'^^rZ+ifr, 
und das übrige nach § 36 

Formel (i), (2), (4) bis (20). 



(3)\^ = - 



2. Auf 15s«iig. 

Xf — Xt Xb — Xg Xf—Xb 



y/—yt 



yb—y* 



y/'yb 



Formel (23), (15) bis (36). 
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ABSCHNITT IV. 

DIE METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE. 



A. DIE THEORIE DER BEOBACHTUNGSFEHLER. 

Kap. I. Beobachtnngsfeliler. 

§41. 

Alle MctsQQgCD oder Beobtchtnngen » welche atisgeftlhrt werden, sind mit Fehlen 
mannigfacher Art behaftet Die Geaamtheit aller solcher Fehler einer Messung oder Be- 
obachtung beseichnet man als Messangs* oder Beobachtungsfehler. Man unter- 
scheidet grobe Febler, konstante Fehler und unvermeidliche oder sufäUige 
Fehler. 

HGrobe Fehler" sind solche, welche durch ein grobes Versehen infolge nicht 
genOgender Sorgfidt entstehen. Sie sind in jedem Falle durch sorgfältige Wiederholung 
der Messung su beheben und bleiben bei den folgenden Betrachtungen unberücksichtigt. 

Als „konstante Fehler*' gelten die einseitig wirkenden Fehler, welche das 
MesBungsergebnis stets in demselben Sinne beeinflussen, t. B. bei Längehme^^ungen die 
Fehler in der ganien Länge der benutsten Lingenmafse, welche, je nachdem letztere su 
bng oder tu kurs sind, entweder stets sn kleine oder zu grofse Malszahlen herbeiführen. 
IXe konstanten Fehler sind, soweit sie nicht durch sorgfUtige Kichtigstellung der benutzten 
Instrument« vermieden werden können, durch sweckmälsige Anordnung der Messungen und 
durch sweckmXisige Anordnung des Verfahrens bei Verwertung der Messungsergebnisse 
auszuscheiden. Sie werden daher im folgenden in der Regel ebenfalls nicht berücksichtigt. 

Als „unvermeidliche" oder „zufKllige Fehler*' oder kurzweg als« „Beob- 
achtungsfehler** bezeichnet nuin solche, welche allein durch die nicht mehr zu beseiti- 
gende Ungenaaigkeit der Instrumente, durch die Mangelhaftigkeit unserer Sinne und durch 
andere sufUlige Ursachen bedingt sind, welche also durch Anhäufung aller kleinen Unvoll- 
kommenheiten entstehea und die Endergebnisse der Beobachtungen zufällig bald in diesem 
bald in jenem Sinne beeinflussen. 

Die wahre Gröfte der Beobachtungsfehler ergibt sich durch Vefgleichung der Be- 
obachtungsergebnisse mit dem wahren Wert der beobachteten Gröfse. Letzteren kennt 
man indes in der Regel nicht ond man wird daher auch in der RegeU'dJie „wahren Be- 
obachtungsfehler" nicht bestimmen können. Vielmehr wird uM^^Sck meistens damit 
begnttgen mttssen, nach unvollkommenen Beobachtungen den wahrscheinlichsten Wert der 
beobachteten GrOfte zu ermitteln und durch Vergleichung desselben mit den Beobachtungs- 
ergebnissen die wahrscheinlichste Gröfse der Beobachtungsfehler oder kurz die ,|Wahr- 
scheinllchjten Beobachtungsfehler** festzustellen. 
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Meth. d. kleinsten Quadrate. A. Theorie d. Beobachtiugsfehler. 



IV. 



Kap. 2. Mittlerer, durclisclmittliclier und walirschein- 

licher FeUer. 

§42. 

Die Beobachtungsfehler geben einen Anhalt fllr die Beartetlnng der Genauigkeit 
der ausgeführten Beobachtungen und man leitet aus den Beobachtungsfehlem Mittelwerte 
ab, welche ein einfaches Genauigkeitsmafis darstellen. Solche Mittelwerte sind der mitt- 
lere Fehler, der durchschnittliche Fehler und der wahrscheinliche Fehler. 

Der mittlere Fehler m ergibt sich ak die Quadratwurzel aus dem mittleren 
Quadrat der wahren Beobachtungsfehler, also aus n wahren Beobachtungsfehlem (v) nach 
der Formel 



(!) 



_^y wM] 



Der durchschnittliche Fehler ä ergibt sich als das arithmetische Mittel der 
absoluten Werte der wahren Beobachtungsfehler, also wenn die ohne Berücksichtigung 
der Vorzeichen gebildete Summe der letzteren mit [db (v)] bezeichnet wird, nach der Formel 



(») 



^^^[^lüa. 



No. 



X. 



{v)^(x)^L 



(v)(vl 



Der mittlere Fehler und der durchschnittliche Fehler stehen zu einander in der Be- 
ziehung, dafs 

(3) dssiO,%om und m^B l,^^d 

ist, wenn dt m aus einer grofsen Zahl 
Beobachtungsfehler abgeleitet ist 

Der wahrscheinliche Fehler w 
ist derjenige Fehler, welcher bei einer 
Reihe von Beobachtungen ebenso oft 
überschritten als nicht erreicht wird. 
Derselbe kann gefunden werden, indem 
die Beobachtungsfehler ihrer Gröfse 
nach geordnet werden und indem 
durch Abzählen bestimmt wird, welcher 
Fehler in der Reihe der mittelste oder 
derjenige ist, welcher ebenso oft über- 
schritten als nicht erreicht wird. Zweck- 
mälsiger ist es jedoch, den wahrschein- 
lichen Fehler w aus dem mittleren 
Fehler m, oder allenfalls bei einer sehr 
grofsen Zahl von Beobachtungsfehlera 
aus dem durchschnittlichen Fehler d zu 
berechnen nach: 
( 4 ) » =3 0.67 m, oder w « 0,85 ä» 



I 
1 
3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

IG 
IX 
12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 
20 



43» 27' 37* 
30 
45 
»3 
43 
30 

53 
37 
»3 
45 
30 

30 
45 
43 
53 
»3 
30 
37 
37 
30 



W = 684- 

20(x)= 708,0 



^o{x)-'[X]=»^h^4,o 



- 1.6 
-+- 5'4 

- 9.6 
-h 12,4 
+ l*,4 
+ 5»4 
-17.6 

- 1.6 
-f- 12,4 

- 9.6 
+ 5.4 
-+- 5»4 

- 9.6 
-+- 12,4 

- 17.6 
4- l^A 
4- 5.4 

- 1.6 

- 1.6 
-+- 5'4 



3 
29 
92 

154 

154 
29 

310 
3 

154 
92 
29 
29 
92 

154 
310 

154 

29 

3 

3 

29 



94i4 
70.4 



[(v)] = -h 24,0 
[d:(i^}3= 164.8 



[[v)(v)]=iZS^ 



Beispiel. 
Aus Messungen mit einem grofsen 
Mikroskoptheodoliten sei ftir einen Win- 
kel ein so genauer Wert = 43** »7* 35,4* 
gegeben, dafs derselbe im Vergleich zu 
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den EigebiuseD einer Messung mit einem gewöhnlichen Nonientheodoliten als der 
wahre Wert (jr) angesdien werden kann. Alsdann sei tur Prüfung der Leistongs- 
nUiigkeit eines Nonicnthebdotiten derselbe Winkel mit leuterem lomal in beiden Fem- 
rohrlagen gemcsen und es seien dabei als arithmetische Mittel aus je einer Messung in 
beiden Pemrohilagen die Werte l,, lg, lj,'-'lso erhalten. Hiemach seien die als wahre 
Beobachtungsfehler ansunelimenden Unterschiede (v/) = (jr)— 1/, (9^) = (x)~X^, (vj) 
= (jr) - lj.-{vso) = (*) — Ajo und die Quadrate {v,) {v,), {vs){vmI (V|)(V|V--(vm) (vmq), 
sowie deren Summen gebildet und dafllr die Zahlenwerte auf S. ii8 erlangt. 

Alsdann ist der mittlere Fehler m des arithmetischen Mittels je einer Beobachtung 
des Winkels in beiden Femrohrlagen nach (i): 



»-±l/t±:il!i]»:tJ^^*-±,.6- 



IC 

der durchschnittliche Fehler d nach (i): 

H 20 

und nach (3): 

J SB 0.8 m s 0,8 X 9,6 = 7,7*. 

Der wahrscheinliche Fehler w ergibt sich aus der nach der Gröfse geordneten Reihe 
der Beobachtungsfehler: 1,6 1,6 1,6 1,6 5.4 S«4 5*4 S«4 5*4 5/4 I 9.6 9,6 9,6 11,4 11,4 
12,4 I2t4 i^f4 17*6 17*^ ^ twischen 5,4 und 9.6 liegend, oder wenn das Mittel dieser 
beiden Werte geDommcs wird« su 7,5'. Nach (4) ist: 

w OB 0,67 m SB 0,67 X 9.6 =5 6^*. 



Kap. 3. FehlergrenzeiL 
§43. 

Die Beobachtungsfehler setzen sich susammen aus einer sehr grofsen Zahl von sehr 
kleinen positiven und negativen Einxelfehlem. Durch suföUige Anhäufung sehr vieler posi- 
tiver oder- sehr vieler negativer Einselfehler kann der Beobachtungsfehler verhSltnismÜsig 
sehr grofs werden, ohne dafs dem Beobachter ein Verschulden zur Last gelegt werden kann. 
Die Wahrscheinlichkeit, da& eine solche aufserordentliche Anhäufung stattfindet, ist aber so 
gering , dais infolge davon unter 1000 Fällen wahrscheinlich nur in drei Fällen der drei- 
6iche mittlere Fehler und unter 100 000 Fällen nur in sechs Fällen der vierfache mittlere 
Fehler aberschritten wird. Deshalb ist mit grofser Sicherhett zu erwarten, dafs bessere 
Beobachtungsergebnisse ersieh werden, wenn auch in solchen Fällen, wo kein gröberes Ver- 
sehen vorliegt, sondern wo nur infolge zufälliger Anhäufung kleiner unvermeidlicher Einzel- 
fehler der Beobachtungsfehler eine bestimmte Grenze Überschreitet, die Beobachtungen ver- 
worfen und durch neue Beobachtungen ersetzt werden. Demgcmäfs kann fQr alle Arten 
von Beobachtungen ein „höchstens zulässiger Fehler*' festgestellt, eine „Fehler- 
gren se*' gezogen werden, welche nicht Oberschritten werden darf. In der Regel wird 
bestimmt, dafs der Beobachtungsfehler höchstens gleich dem dreifachen mittleren Fehler 
sein darf und es wird meistens nur dann die Fehlergrenze bis höchstens auf den vierfachen 
mittleren Fehler erweitert, wenn besondere GrUnde vorliegen, einen weiteren Spielraum zu 
gewähren, beispielsweise wenn das Vorkommen konstanter Fehler innerhalb gewisser Grenzen 
bei praktischen Arbeiten nicht wohl immer vermieden werden kann. 
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Kap. 4. Fortpflanzung der mittleren Febler, 

§44. 

1. Der mittlere Fehler M einer Gröfse-^, welche durch Moltiplikatioii eioes kon- 
stanten Faktor» a mit einer Gröfse x entstanden Ist, deren mittlerer Fehler mx ist, ist gleich 
dem Produkt des konstanten Faktors a und des mittleren Fehlers mx* £b ist also 

(i) fttr JTvajr: M^^^^am*^ 

Beispiel. 
Ein Winkel sei gemessen an jr=35oi6'as'* ^^ mittlere Fehler der Messung sei 
tnx = :t 8'- In ^nc Rechnung wird der dreifache Wert dieses Winkels JT » 3 • (35» 16' 15') 
eingeführt Alsdann ist nach (i) der mittlere Fehler dieses letzteren Wertes: 

if « ± amx « ± 3 X 8' = db a4*- 

2. Der mittlere Fehler M einer Gröfse X^ welche gleich ist der Summe oder Differenz 
mehrerer Gröfsen x, y^ s, . . ., deren mittlere Fehler mx% m^. Wa« ... sind, ist gleich der 
Quadratwunel aus der Summe der Quadrate der mittleren Fehler mx% m^^ m%^ .,, Es 
ist also 

(») für -yssjci^isi...: i/=» ± Mmxmx -f- m^nty + m^mm + . . . 

Wenn X aus n Gröfsen XiXaXj .,. xn durch Addition oder Subtraktion gebildet ist, 
und sämtliche n Gröfsen den gleichen mittleren Fehler m haben, so ist der mittlere Fehler 
M von X gleich dem mittleren Fehler m multipliziert mit der Quadratwurzel aas der An- 
zahl lt. Es ist also 

(3) fttr -y« JT/dbjr^db^jdb ... JB*: M^mVti 

I. BeispieL 
Auf einem Standpunkt ^en drei Winkel unabhängig von einander gemessen zu: 
jc== 119024' 30*, ^=s 39058* xo', »«=74*45' 45'- Die mittleren Fehler dieser Winkel 
seien »ijr«db5'. «»^ = ±10', «r« = d:8'. Aus den drei Winkehi sei ein vierter 
Winkel X berechnet nach 

-y«jr-h^ — s«ia9«»4' jo* -f- 39» 58' »o* — 74* 45' »5' — 94*37' »S'- 
Alsdann ist der mittlere Fehler M von X nach (i): 



M^± Vmxnix -hm^my-h m^mg = ± K5» -f. 10* + 8* = di 14*. 

2. Betspiel. 
In einem Dreieck seien zwei Winkel mit gleicher Genauigkeit gemessen zu: 
X) « 64» 16' 38' , xg sa 76® 39' 35'. Der mittlere Fehler eines jeden Winkels sei mass ±6,5". 
Der dritte Winkel X des Dreiecks sei hiemach berechnet zu : 

jr- « - (* -h ^) = 1800- (64*» i6' 38* 4- 76* 39' 35') =- 39*03' 47'- 
Dann ist der mittlere Fehler des dritten Winkels X nach (3): 
ir» ± m j/^= ± 6.5 y 2 « ± 9.x'. 

3. Aus der Verbindung der Sätze x und 2 folgt: 



(4) für X^axds:by±c»±,..: M= ± H^mx)' +(*«,)* -h {cm^y + .. 
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Beispiel: 

Pttr einen Winkel seien drei.Messungsergebntsse eraielt: jta 39011' 36', y^ 39«2i'i4', 
flss 39011' 33'. Die mittleren Fehler m^, m^, m« dieser Messungen seien sämtlich gleich %' , 
Der endgttltige Winkel X sei berechnet tu: 

iT- 1±^±-' « ^x + i, + ii - i(39* "' 36') + 1(390 II' 04') H- i(39*«' 33*) 
~ 39«»i' 31*. 
Dann ergibt sich der mittlere Fehler Af von X nach (4) su: 

i/- ± yiam^r-^ibm^^f^icmif « ± KU'»)' "H (i-8)'+ «-«'-iS-lT^i 4.6'. 
4. Allgemein ist fllr A'»/(x,^,fl,...): 

<» '-*ni-)'-fö-')'*(if-)'- 

Beispiel. 

In einem Drdeck seien eine Seite a » 135,19» und die drei Wmkel o « 630 30' 30'» 
/} ^ 470 16' 30' , y SS 690 13' 00' gemessen worden, letstere mit gleicher Genauigkeit Der 
mittlere Fehler der Seite a sei m« » li: 0004 Va s db 0061». die mittleren Fehler der 
Winkel ipia = m^ = m, = d: 10' oder in Bogenmafs b ^ 0,000 097. 

Hiemach seien die beiden anderen Seiten b und c des Dreiecks berechnet zu: 

***;;srE="*93.o5". ^««-^ = 145,68». 

wi a I All a 

Alsdami ist der mittlere Fehler Mk der Seite b nach (5): 

(6) Mk 



. l/f^vtß Y^ f sinßcvsa V f cos ß >? 

- ± y{^ maj H- {b ctg a m^Y + (* ^<f ß ^ßf 

(7) -= ±* |/(^ m^ 4- U/^ ««-)'+ (^'^^ »«/»)' 

■B db 193 y( 0,061) 4- (0,498 X 0.000 097)' -h (0,914 X 0.000 097)* 

V135 / 

= db 193 V^o.oo 00 00 06 73 78 -*- 0,00 00 00 00 13 33 + o. 00 00 00 00 80 33 



~ ± «93 l^o.oo 00 00 0777 44 = ± 0,054 "*• 
In Ähnlicher Weise folgt der mittlere Fehler Mc der Seite c tu: 



( 8 ) Ä =» ± c )/( i- «.)' 4- (ctg a m^y H*. (ctg y «y )' 



' a 
■ dt 0.066 «. 



Andere Beispiele für die Anwendung der allgemeinen Formel (5) s. Im §13, S. 77 
und § 31, S. 101. 
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Kap. 5. Gewichte und deren FortpflanKnng» 

§45. 

1. Um des Genau^keitswcit von Beobichtongen oder von daraus abgdetteten Gteüta 
iD einfacher Weise ansugeben oder io den Rechnungen su berücksichtigen, wird vielfach 
▼on den „Gewichten** Gebrauch gemacht. Die Gewichte p sind VerhMltnissahlen, welche 
stt den mittleren Fehlem m der betreffenden Gröisen in der Besiehung stehen, «Uls 

10 /- — 

^ ' "^ mm 

ist, worin k eine Konstante, die „Gewichtskonstante** besdchnet 

Die Gewichte besiehen sich in der Regel auf eine bestimmte „Gewichtseinbeit", 
d. h. die Gewichte sind abgeleitet auf Grund der Festsetsung, da(s das Gewicht der Beob- 
achtung einer bestimmten GrOfse gleich „Eins** sein solL Die Festsetzung der Gewichts^ 
einheit erfolgt entweder nach allgemeinem Brauche oder ledi^ch mit ROcksicht darauf, 
dais für die Gewichte möglichst einfache, für die Rechnung bequeme Zahlcnwerte ciliaJten 
werden« 

Beispielsweise ist es gebräuchlich, soferti nicht andere Rftcksichten hinsatrcCcn, als 
Gewichtseinheit su nehnfen: 

fttr Längenmessungen das Gewicht einer einmaligen Messung einer Llnge 
Ton loon, 

für Richtungsmessungen in trigonometrischen Netsen das Gewicht einer 
einmaligen Beobachtung einer Richtung in beiden Lagen des Femrohrs, 

fttr Dreieks* und Polygonwinkelmessungen das Gewicht einer ein- 
maligen Beobachtung eines Dreiecks- oder Poljgonwinkels in beiden Lageo des 
Fernrohrs^ 

2. Nachdem die Gewichtseinheit festgcsetst ist, können danach die Gewichte anderer 
Gröfsen berechnet werden nach folgenden Formeln fUr die Fortpflansung der Gewichte, 
welche sich aus ( i ) bis ( 5 ) in § 44 fttr die Fortpflansung der mittleren Fehler ergeben, 

wenn in diese nach Formel (x) mmss k— eingeführt wird. Es ist 



(O 


fttr JST« 


axi 






I 


px 




(3) 


„ Jf« 


x±y±t. 


..! 




I 




-k 






oder wenn 


alle Gewichte = 


'p sind, 




(4) 


.. x^ 


»J±Xm±Xj±. 


*Xh' 


I 


I 





(5) „ X^ax±by:iic»±....: i = <,*i.+ M ± + e» J.+ .. ., 



*) Wegen Anwendniig der Fomel (6) ■. 9 33, S. 103. 
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I. Beispiel. 
In einem Polygonsuge sei die Neigung tij der dritten Strecke aus der unveründer- 
liehen Anfangsneigung r« und den einmal in beiden Lagen des Femrohrs gemessenen 
Winkehi /!/, /f^, Aj. abgeleitet nach: 

nj = ya -+- (^1 ± ») + (/t#± w) 4- (Aj ± »)• 

Unter Annahme des Gewichtes einer einmaligen Beobachtung eines Polygonwinkels 
in beiden Lagen des Femrohrs als Gewichtseinheit ergibt sich dann das Gewicht P der 
Neigung nj aus dem Gewicht /» i der drei Winkel /»/, p^^ ßs nach (4) xu: 



-»„.-- j.- 



oder 



P-r — 

3 



a. Beispiel. 
In einem Dreieck sei der Winkel a durch drei und der Winkel ß durch vier gleich* 
genaue Beobachtungen in beiden Lagen des Femrohrs bestimmt und es seien danach die 
Winkel a. ß je aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen a^ a^, «j, /}/» ßat ßj* ß4 
berechnet nach: 



«1 + «* -h «. 



«■■■ — at-\ aa'\ I 



3 3 3 3 

ß ■■ ^-Tßi + '-rß9'^-rß3 + -T'ß4^ 

4 4 4 4 4 

y = «-(« + rt- 

Wird wiederum das Gewicht eines einmal in beiden Lagen des Fernrohrs beobachteten 
Winkels als Gewichtseinheit genommen, so ergeben sich sunächst die Gewichte pa und po 
ton a und ß nach (5) su: 

S-(f)'T-(T)'T-(T)*T-T-^«- 
5-(7)'T-(7)'T*(T)".T*(7)'T-f - "- 



und sodann das Gewicht p^ von y nach (3) su: 

— SS ■■— , also /•«■--! 

/y 3 4 I» ^'7 



1,7- 



3. Ferner können die Gewichte auch nach (i) aus den mittleren Fehlem abgeleitet 
werden. Die in dieser Formel vorkommende Gewtchtskonstante k wird erhalten, wenn das 
sich aus dem mittleren Fehler m der Gewichtseinheit ergebende Gewicht p gleich Eins 
gesetzt wird, aus 

(7) «>= * 



im 



I m m« 



Damit ergiebt sich für das Gewicht p der Gewichtseinheit und für die Gewichte 
P'^ t** /j» • • • /» von Gröfsen, deren mittlere Fehler m/, m^, ntj, . . . m« sind: 



(8) 



^ mm 
mm 



Pi* 



mm mm 

IS/ Mlj Wtg 



mj 



P3^\ 



mm 



Umgekehrt erhült man hiemach die mittleren Fehler m. m/, m^, mj, . 
dem mittleren Fehler m der Gewichtseinheit und den Gewichten }^ = i, Pit Pj% Pj 



mm 



(9) ni«mV— !-• w, -mri. «»* — m^^i-. 
p — I pt pt 



mj* 



,yi, ... 



Mm' 



mn aus 
. ./«i u; 
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IV. 



(10) 

(") 



Werden die Fonneto (8) und (9) in Ponn Von PropoitioncD gcschriebcBt so folgte 

I I I I I 



Ü)-l)://:/,:/j:. ..:/»« — 



W nt wi/ Mj mg mg m^ mj 



i:mr.mg:mj:...:m.^Y^,''VJ^'yj/'Y 



Beispiel 

In etnem trigODomctritchen Nette seien Beobftcbtungen nut 3 TeTschiedcneD Theodo- 
liten aas^führt, und zwar seien mit dem Theodoliten I sXmtlicbe Richtungen 8 mal, mit 
dem Theodoliten n sämtliche Richtungen 10 mal und mit dem Theodoliten m simtfiche 
Richtungen 6 mal in beiden Liagen des Femrohrs beobachtet Der mittlere Fdilcr docr 
einmaligen Beobachtung einer Richtung in beiden Lagen des Femrolirs sd fes^gcstcDr für 
den Theodoliten I su m», »db^fS'i für den Theodoliten II m iii^»db3iA'» Ar den 
Theodoliten III tu mrjBd: 1.8'. Et sollen die Gewichte Pi» Pg, Pj berechnet 
mit welchen die arithmetischen Mittel aus den mit den verschiedenen Theodoliten 
Beobachtungsergebnissen in die Ansgleichungsrechnung einsufUhren sind, wobei ak Ge> 
Wichtseinheit das Gewicht einer einmaligen Beobachtung einer Richtung in beiden Lagen 
des Femrohrs mit dem Theodoliten I sa nehmen ist 

Der mittlere Fehler der Gcwiditseinheit ist gegeben so: m «» «Si «■ ^ 1.5'. Damü 
erhält man die Gewichtskonstante nach (7) su k^ mm »%,$', 

Ferner ergiebt sich das arithmetische Mittel J?f aus den ▼orliegendcn 8 Richtungs- 



beobachtungen ri, rg, rj, 



Tjf mit dem Theodoliten I sn: 



Hi^ 



ri-j-rg-hrj-^ , 



I I 



I 



8 8 

und demnach der mittlere Fehler Aft des arithmetischen Mittels aus dem mittleren Fdiler m^ 
der einxelnen Richtungen nach (4) im § 44 *u: 



«-±v(i«)-+(i-,)%(i-,)'+...+(|.,X-±-.i'-i-*Myi- 

Ebenso werden die mittleren Fehler Afg und Mj der arithmetischen Mittel Hg und 
Üj der mit den Theodoliten II und m ausgeführten Beobachtungen erhalten su: 

Daraus folgen die Gewichte P,, Pg, Pj fUr j?i, Pg, Pj nach (8) mit: 



Pm^ 



»,5' 



8. 



1.5'- 



fg e» =B b,X, 



'■''•5 



'.-^. 



11,6. 



Aus den letsteren beiden Ausdrücken kann ermittelt werden, wie vielmal die Rich- 
tungen mit den Theodoliten II und III in beiden Lagen des Femrohrs hätten beobachtet 
werden müssen, um für die endgültigen Richtungen ebenso wie für die mit dem Theo- 
doliten I erlangten Richtungen das Gewicht Pa» 8 su erhalten. Wird gesetst, dafs hiersu 
mit dem Theodoliten II die Richtungen pg mal sutt 10 mal und mit dem Theodoliten m 
die Richtungen pj mal statt 6 mal hätten beobachtet werden müssen, so folgt aus 



A = 




8: 



/* = 8 






13 



und aus 



',-^. 



1,8'- 



'.-':$-* 



Pj 
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4. In manchen Fällen ist nur bekannt, wie die Gewichte sich zu einander ▼erhalten, 
oder dafs die Gewichte p = z, ptt Pm* Pj^ "Pn proportional sein sollen den Zahlen 3, 
Zi, Za, Zj,...Zn' Alsdann ergeben sich die der Gewichtseinheit entsprechenden Gewichte 
aus der Proportion 

(}?^ l):pi:pglpj: . . .:pn^ h: Z,: Za: Zi: , . .: Zn tu: 



(12) 






: 


•• 


.-.Pm 


= » 


Zr.Z» 


2j 


:.. 


iZn 


>• 






/J 




• 1 


P» 


^Zn 

* 1 



Beispiel. 
Bei Berechnung der Koordinaten eines durch den Bogenschnitt der 4 gemessenen 
Längen X/= 158.16, x^ = 217,04, Xj» 181,64, /^ = 195,70 bestimmten Punktes sollen 
die Gewichte umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus den gemessenen Längen und 
als Gewichtseinheit das Gewicht der Messung einer Länge von 100 « genommen werden, 
Alsdann ist: 



(P' 



A'prp2'.p3'.p4^ -7= : -7= : 



l^ioo" K158 V^l /i8» 1^196 



und 



^ yioo 
/>/«■-= =0.79. 

KI58 



/a- 



j/ioo 
1^ 



'■ 0,68. 



P3-= 



/loö 



100 



'' 0,74. 



P4^ 



l/ioo 



= 0,71. 



6» In die numerischen Rechnungen werden vielfach Gewichte eingeführt, welche 
sich auf eine beliebig angenommene Gewichtseinheit beziehen. Der mittlere Fehler m«, 
welcher sich aus der Rechnung mit diesen Gewichten ergibt entspricht dann dieser be- 
liebig angenommenen Gewichtseinheit. Soll hieraus der mittlere Fehler m einer allgemein 
gebräuchlichen Gewichtseinheit, also der mittlere Fehler einer Gröfse abgeleitet werden, 
deren Gewicht gewöhnlich gleich Eins gesetzt wird, so ergibt sich dieser, wenn mit ^o 
das Gewicht bezeichnet wird, welches der erwähnten Gröfse nach der beliebig angenommenen 
Gewichtseinheit zukommt, nach 



C'3) 






Beispiel. 
Li der Halfsufel XI sind als Längengewichte der PolygonzUge die reziproken Werte 
der Quadrate der höchstens zulässigen Fehler angesetzt, ohne dafs Rücksicht genommen 
ist auf die Wahl einer bestimmten Gewichtseinheit. Die den Gewichten der Längen in den 
3 Geländespalten der Tafel zu Grunde liegenden Gewichtseinheiten sind nun, wie aus der 
Tafel ohne weiteres so entnehmen ist, das Gewicht eines unter günstigen Verhältnissen 
gemessenen Polygonzuges von 10701» Länge, das Gewicht eines unter mittleren Verhält- 
nissen gemessenen Polygonzuges von %ii m Länge und das Gewicht eines unter ungunstigen 
Verhältnissen gemessenen Polygonzuges von 677 m Länge. Ist nun in einer Rechnung mit 
den g^ebenen Gewichten der mittlere lineare Fehler der beliebig angenommenen Gewichts- 
einheit berechnet zn nt« «=» db 0,23 n und soll hiemach der mittlere lineare Fehler m eines 
unter mittleren Verhältnissen gemessenen Polygonzuges von 1000 >& Länge, als der ge- 
bräuchlichen Gewichtseinheit für Polygonztlge . festgestellt werden, so ergibt sich durch 
Eingehen in die Geländespalte 11 der Tafel als Gewicht eines solchen Polygonzuges 
p0aoj43, /p0a^ 0,862 und damit 

. 0,23 
0,86» 



Digitized by 



Google 



126 Meth. d. kleinsten Quadrate. B. Berechn. d. wahrscheinlichsten Werte. IV. 



B. BERECHNUNG DER WAHRSCHEINLICHSTEN WERTE 

DER ZU BESTIMMENDEN GRÖSZEN AUS VORLIEGENDEN 

BEOBACHTUNGSERGEBNISSEN NACH DER METHODE DER 

KLEINSTEN QUADRATE. 

Kap. 6. Einleitung. 

§46. 

Die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gröfsen werden in Terschicdener 
Weise aus den vorlie^nden Beobachtungsergebnissen abgeleitet je nachdem die tu be- 
stimmenden GrOisen selbst direkt beobachtet oder aus anderen beobachteten Grörsen, welche 
die Bestimmung der Unbekannten yermitteln, absnleiten sind, und je nachdem die su be- 
stimmenden Gröfsen unabhängig sind oder noch bestimmte -Bedingungen erfüllen mttssen. 
Demgemäfs unterscheidet man „direkte Beobachtungen", „vermittelnde Beob- 
achtungen*', „bedingte direkte Beobachtungen^ oder kurs „bedingte Beob- 
achtungen" und „bedingte vermittelnde Beobachtungen". (Von der Behandlung 
der letzteren wird im folgenden abgesehen, weil dieselben in der Landmesserpraxis sehr 
selten vorkommen.) 

Nach Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden Grö&en ergeben 
sich für direkte Beobachtungen die Abweichungen dieser wahrscheinlichsten Werte von den 
einzelnen B^bachtungsergebnissen,'fUr vermittelnde Beobachtungen die Abweichungen der 
den wahrscheinlichsten Werten der zu bestimmenden Gröfsen entsprechenden Werte der 
beobachteten Gröfsen von den einzelnen Beobachtungsergebnissen. Diese Abweichungen 
stellen die aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen hervorgehenden wahrscheinlichsten 
Werte der Beobachtungsfehler dar. Je kleiner letztere in ihrer Gesamtheit sind, desto 
besser passen sich die Beobachtungsergebnisse den Werten der Unbekannten an, desto voll- 
kommener ist die Ausgleichung der Beobachtungsergebnisse. 

Die Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden 
Gröfsen oder die Ausgleichung der Beobachtungsergebnisse erfolgt daher 
nach dem allgemeinen Grundsatze, dafs die Quadratsumme der wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler, oder bei nicht gleichgewichtigen Beob- 
achtungen die Summe der mit den Gewichten der einzelnen Beobachtungen 
multiplizierten Quadrate der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler so 
klein als möglich wird. 



Kap. 7. Direkte BeobachtimgexL 

Direkte gleich genaue Beobachtungen einer GrBIse. 

§47. 

1. Liegen zur Bestimmung einer Grölise die n gleich genauen Beobachtungsergebnisse 
Xj, la, Xj,.. Im vor t so ergibt sich der wahrscheinlichste Wert x der Gröfse als ein- 
faches axithmetisches Mittel aus den Beobachtungsergebnissen, also nach der Formel: 

(1) ^_ X,-hX2-hXi^'...Xn _[X] 
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Femer sind die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler vi, va, t/j, ..., z/n: 

FQr die Richtigkeit der Berechnung des Wertes von x erhalt man eine Probe dadurch, 
dafs die Summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler gleich Null sein mufs, also: 

(3) M = o. 

I. Beispiel. 
Ein Winkel sei zehnmal in beiden Fernrohrlagen gleich genau beobachtet worden. 
Die Beobachtungsergebnisse seien: 



h «87* 15' 45'. 


lif =85*^15' 38'. 


^= 37. 


^7 = 53. 


h ^ 53. 


^ == 37. 


I4 = 30. 


h == 45. 


V = 30. 


ho = 30. 



[A] =10 (87*^15') +398' • 

Aus diesen Beobachtungsergebnissen folgt der wahrscheinlichste Wert x des Winkels 
nach ( I ) zu ; 

[AI 10(87® 15')-+- 398' 
* =» t_J = — i^ — ^ ^^ = 87« 15' 39,8 . 
n 10 ' ^ ^^ 

Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind nach (2): 

va =:x —Xö «-I- 1,8', 

Vf srrjf- A; = — I3,a, 

a;^ =:jp — A<? =-f- 2,8. 
»P =* — A^ =— 5,2, 
Vjo=^x-^ i,o = 4- 9,8. 

36,8' = o,o'. wie es nach (3) 



ift =zx^lt «— 5.2', 
»» — * — JL« = -h 4,8. 
t»j =« — Aj = — 13,2, 
»^ = * — A^ = -h 9.8. 
»j = * — Ay = + 9.8. 

Die Summe dieser Fehler ist [v] = -f 36,8' ■ 
sein soll. 

2. Beispiel. 

Durch sechsmalige Messung einer Linie seien fttr die Bestimmung der Länge derselben 
die folgenden Mafse erlangt worden: 



h = S37iO»f 

A*=537f49. 

^j=°536.9S. 



^^=537.3*™. 
^y« 537.^7. 
A<^= 537.40. 



[A] = 6 X 530m -I- 43,48"». 
Hieraus ergibt sich die wahrscheinlichste Länge x der Linie nach (i) zu: 



^ ^ M ^ 6 X S30°>-h 43.48" ^ 



537,25 m. 



n 6 

Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind nach (2) 



v/ = * -— Ai s= -H 0^3«, 
»^ = jr — A# « — 0,24, 
t.j = jf — Aj = -h 0,27, 



v^ = * — A^=- 0,07 m, 
vy = jf — Aj- = — 0,02, 
v<j = jc — A^ = — 0,15, 



deren Summe [v] = + 0,50m — 0,48°» = + 0,02m ist, während dieselbe nach (3) gleich 
Null sein soll. Die Abweichung von Null rührt her aus der Abrundung der letzten 
Stelle von x, durch welche diese um +0,3 Einheiten ungenau, [v] also um 6 (+ 0,3) 
Einheiten ss + 0,02 m ungenau erhalten ist. Die Abweichung der [v] von Null darf 
höchstens 0,5 Einheiten der letzten Stelle des Wertes von x betragen. 
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2. Aus den wahrscheinlichsten Beobachtungsfehlern V/, va, Vj Vh ergibt sich 

der mittlere Fehler m einer der gleich genauen Beobachtungen nach der Formel 



(4) 






und der mittlere Fehler des wahrscheinlichsten Wertes x der bestimmten Gröfse, also des 
einfachen arithmetischen Mittek sämtlicher Beobachtungsergebnisse nach der Formel 



Ferner wird erhalten das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertet x der bestimmten 
Gröfse aus dem Gewicht p der einzelnen gleich genauen Beobachtungsergebnisse nach 
der Formel 

(6) P=np, 

und der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit aus dem mittleren Fehler m der Beobachtungen 
mit dem Gewicht p nach 

(7) m^±mVJ. 

I. Beispiel, Fortsetzung. 
Die Quadratsumme der wabrscheinlichsten Beobachtungsfehler berechnet sich aus den 
2UT Probe für die richtige Berechnung von x bereits berechneten vtt vg, vj, ,.,, vjo wie folgt: 



Vt Vi == 17.0, 


Vö V6 — 3,1. 


VaVa = 7,8. 


Vj Vf = 174,1, 


^J'^3 =» »74.1. 


V8V8 = 7.8» 


V^V4= 96.0, 


VgVg = 17,0, 


"J ^J = 96*0, 


VioVio = 9^»o, 



[t/lf] = 709,1. 

Daraus folgt der mittlere Fehler einer einmaligen Beobachtung des Winkels in beiden 
Femrohr lagen nach ( 4 ) zu : 

n — 1 ' IG — I 

und der mittlere Fehler M des arithmetischen Mittels aas den zehn vorliegenden Beobachtungs» 
ergebnissen nach ( 5 ) zu : 

n{n ' i) ' 10(10 — I) 

Wird fesner nach allgemeinem Brauch das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 
eines Winkels in beiden Femrohrlagcn als Gewichtseinheit genommen, also p = 1 gesetzt, 
so ist das Gewicht P des arithmetischen Mittek aus den zehn vorliegenden Bcobachtungs- 
ergebnissen nach ( 6 ) : 

Pz=np= IG X I = IG, 
und der mittlere Fehler der Gewichtseinheit nach (7): 

m = d: m Vp^ ± 8.9 VT = ± 8,9'- 

1. Beispiel, Fortsetzung. 
Die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler, ergibt sich zu: 



Vi Vi = 0,053, 


t;^v^ = 0,005. 


V^ 2/;, = 0,058, 


V^ Vj =s 0,000, 


^J^J = 0,073, 


vövö = 0,011, 



[vv] = 0,111 
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nnd daraus der mittlere Fehler m einer eiamaligeD Messung der Länge nach (4) zu: 



. l/ {V^l . l/ 0,1 II 



6-1 

sowie der mittleren Fehler M des arithmetischen Mittels aus den vorliegenden sechs 
MessuQgsergebnissen nach (5) zn: 



. 1/ [«'*] . l/ o,aix 

'± V r \ '=' ± Kz-72 x = ±o,o8«. 

' n (« — i) ' 6 (6 — i) 



Wird nun, wie gebräuchlich, das Gewicht einer einmaligen Messung einer Länge von 
100» als Gewichtseinheit und werden die Gewichte der Längenmessungen umgekehrt 
proportional der Quadratwurzel aus den Längen genommen, so folgt das Gewicht einer 

einmaligen Messung der Länge von 537"" aus der Proportion ()) =s i)ip^= T=- "IF^^ su 

yioo 1^537 

and damit das Gewicht Pdes arithmetischen Mittels aus den sechs Längenmessimgen nach (6) zu: 

/>« 11^ «= 4 X 0.43 «= 1,6 , 
und der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit nach (7) zu: 

m^±m Vy^ ± 0,11 1/0743 = =t 0,14«. 

Direkte ungleich genaue Beobachtungen einer firttfee. 

§ 48. 
t. Liegen zur Bestimmung einer Gröfse die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse 
Xtt hf Ijt ».,,ln vor und sind die Gewichte derselben pt,p9,pjt * »*, pnt so ergibt sich 
der wahrscheinlichste Wert x der Gröfse als allgemeines arithmetisches Mittel der 
Beobachtnngiefgebnisse, also nach der Formel: 

^ pi-^p^-^Pa-^-'Pn [p] * 

oder wenn behufs der Vereinfachung der Zahlenrechnungen die Beobachtungsergebnisse 

f erlegt werden in den Näherungswert ; und die kleinen GrOfsen cfJl/, dla^ cfAj, ..., ffl«, 

so dafs Jlj«|+(fÄi, Aä«J + cfJl^, Ajs=j + (fAj, . . .. ilii = H-<^A« ist, nach den 

Formeln: 

. piili-\-p2n,,-^Pjffkj'¥...pnnn ^ [pn-\ ^^j 

(a) * //-h/^ + ^j + ...>. O] 

Alsdann sind die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler V/, v^, vj« ... t^«: 
V, =r Ä -- i/, oder v, = cfj -^ dlt^ 

Vg ^X — Igt Vg ssdl-- diät 

(3) vj^x^kj, v,-»<fs-<rij, 

Vn =^x ^ In, Ifn'^dl^ dkn. 

Eine Probe fUr die Richtigkeit des Wertes von x und cf j wird dadurch erhalten, 
dafs die Summe der mit den Gewichten pi, pg* pj, .^-.pn der Beobachtungen multi- 
plizierten Werte der wahrscheinlichsten BeQbachtuQgsfeblet v/. v«» vjt • • m v«i gleich Null 
«ein müf«, also: 
(4) [pv\^o. 
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IV. 



Beispiel. 
Für die Bestimmung der Länge einer Linie liegen die drei Werte h^ Xg, Xj und 
deren Gewichte Pt, pa, pj vor mit: 

;t/ = 658,93 n, // =* i,95i Gewichtseinheit ist das Gewicht 
lg == 658,87 I P^ = 0,781 einer einmaligen Messung einer 
Jljsr: 658,98 » Pj^^^i^?' Länge von 100». 

Wird zur Berechnung des wahrscheinlichsten Wertes x der Länge nach (i) als 
Näherungswert £= 658.00» genommen, so wird erhalten: 



^Xj: 
dXj: 
dXj- 



' + 0,93 m, 

' + 0,87 . 
' + 0,98 . 



// = 1.95. 

^^«0,78, 



[p] = 3,90. 



pi ifXj = 

pg dX2 ■■ 



' + 1.81 

' + 0,68 

•+■1,15 



[/.(TA] = 4. 3,64. 



. [P'dX] 4-3.64 

iPl 3f9o 

jr c= j 4- (f j = 658,000 4- 0,933 = 658,933 "*• 
Die wahrscheinlichsten Fehler der vorliegenden Längenbestimmungen ergeben sich 
nach (3) zu: 

»7 =s * — A/ = 4- 0,003 m, woraus folgt: p^ v, = + 0,006, 
Va = x^Xg=^ + 0,063, /« w« = 4- 0,049, 

»j = * - Aj s« — 0,047, /jg:i=— 0,055, 

[pv] = 0,000. 
[pv] ist, wie es nach {4) sein soll, gleich Null. Eine Abweichung der [pv] von 
Null kann aus der Abrundung der letzten Stelle von x oder iT% entstehen und darf 
höchstens gleich 0,5 [p] Einheiten der letzten Stelle von x oder cfj betragen. 

2. Aus den wahrscheinlichsten Beobachtungsfehlem V/, V2% Vj,,,.vtt und den Ge- 
wichten pt, P2, pjt'*'pH der vorliegenden »Beobachtungen ergibt sicK der mittlere 
Fehler m der Gewichtseinheit nach der Formel: 



(5) 



m = 



.]/5i3, 



und aus diesem mittleren Fehler der Gewichtseinheit folgen die mittleren Fehler IW/, m^, 
mj,,.,mH der vorliegenden Beobachtungsergebnisse nach den Formeln: 



(6) 



»I, : 



P' pa Pj pu 

sowie der mittlere Fehler M des wahrscheinlichsten Wertes von ;p, also des allgemeinen 
arithmetischen Mittels nach der Formel: 



(7) 






Endlich wird erhalten das Gewicht Pi.» wabtscheinlTchsteo Wertes x der Unbekannten 
nach der Formel: 

(8) P^\P\ 

Beispiel, Fortsetzung. 

Für das unter No. i behandelte Beispiel werden sein: 

pt Vi Vi = 0,00 00 a, 

pa va va « 0,00 30 9, 

/jyjyj = o#oo25 9, 

[pvv] = 0,00 57 o, 
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und hiermit der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit, also einer einmaligen Messung einer 
'iJKQge voD 100 B nach (5): 

m^±r ^_^ ■= ± r ^_ , = =t 0.053 «, 

femer die mittleren Fehler mg, m«, Mj der 3 flir die Bestimmung des wahrscheinlichsten 
Wertes der LSnge Torliegenden Werte lt9 1#» Xj nach (6): 



mj 



«d:lliy^«d: 0,053 V-i-^dr 0,038 ■; 
-±«l^i«±o.053V^-±o,o6o. 



«ij = ± mV^ =« ± 0,05a r r~ = ± 0.049, 

sowie der mittlere Fehler 3f des wahrscheinlichsten Wertes von x. also des allgemeinen 
arithmetischen Mittels sämtlicher cur Bestimmung der Länge vorliegenden Werte nach (^): 

endlich das Gewicht Pdes wahrscheinlichsten Wertes der Länge nach (g): 

Direkte Beobachtungen mehrerer GrBfsen, deren Summe einen belcannten 
Sollbetcag erfüllen mufs. 

§ 49. 

L Wenn die Summe der wahrscheinlichsten Werte x^y,%, ... mehrerer Gröfsen einem» 
bekannten Sollbetrag S gleich sein mufs, wenn also sein soll 

und zur Bestimmung dieser Gröfeen direkte Beobachtungen angestellt sind, welche die Er- 
gebnisse ff, ^, Y* '*' geliefert haben , so wird die Summe diesef» Beobachtungsergebnisse 
den Sollbetrag S in der Regel nicht genau erfOUen. Vielmehr wird sich ein Widerspruch 
/ setgen, welcher tu berechnen ist nach 

(2) /«5-(a4-^-l-y+...) 

Um atidann aus den Beobachtungsergebnissen a, ß, y, , ,. die wahrscheinlichsten Werte 
^t y» *• ••• tu erhalten, ist der Widerspruch / proportional den reziproken Werten der 
Gewichte /«i Pß* Pff ••• der Beobachtungen auf die Beobachtungsergebnisse a, /?, y, . . . 
zn verteilen. Die wahrscheinlichsten Werte x, y, s» . ... sind also zu berechnen nach den 
Formeln: 

i -1 i 

(3) '-«+-^/. ^-^-^ftV' .-y+^/.- 

L/J L/J Lpj 

FOr die Richtigkeit der Rechnung ergeben sich, hierbei die Proben, dafs die Summe 
der Verbesserungen, welche den Beobachtungscfrgebnissen beigefügt werden, gleich dem 
Widerspruch / sein und dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Gröfsen den 
SoUbetrag genau erfüllen mufs. 



0* 
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IV. 



I. Beispiel. 
Die drei Winkel eines ebenen Dreiecks seien bestinunt su: 



Gewichtseinheit ist das Gewicht 
eines einmal in beiden Lagen des 
Femrohrs beobachteten Winkels. 



a a 65» 43' 17,44' mit dem Gewicht p^» 10, 
^ = 61 17 50,83 , , , ^^— 15. 

Die Summe der wahrMhetnlichBten Werte x, y^ % der Dreieckswinkel mufs den Soll- 
betrag S «w igo' erfttUen. Der Widerspruch / der Summe der Beobachtungsergebnisse 
« + /f + }^ «■ 179^ 59' 55A8' gegen den SoUbetrag ist nach ( 1 ): 

/«.5 — (« + ^+ yH )— igo^oo'oo/oo' — 179* 59' 55**8' » -f- 4J1'. 

Damit ergeben sich die wahnchcinliehstea Werte x, ^, s der Winkel nach ( 3 ) zu : 



, « « + J^f = 650 43» 17,44^ H.(?dp(+4,7x') » + ,,89') =. 650 43' *9.33'. 

I 

->' = ^ + I^/"-^« '7 50»83 -^(^^(+47*)- + i,a6 )= 61 17 5»*09. 

l7J 

I 

» -y+Z^/-5* 58 37rOi -h(^^< + 4,71 ) = 4-i.57 )=- 5* 58 38,58. 



+ 4,72 180 00 00,00, 



welche nunmehr den Sollbetrag genau erfüllen. 



2. Aus dem Widerspruch/ und deh reziproken Werten der Gewichte wird der mittlere 
Fehler m der Gewichtseinheit erhalten nach 



(4) 



m-± 



»^ 



und damit folgen die mittleren Fehler m«, m/9, m^, ... der Beobacfatungsergebnisse c, /}, 
}^, . . . nach : 



(5) «o-imV^. 

Pa 



mßi 



±ml/l. 



pß 






sowie die mittleren Fehler Mxt My, M^, , , , der wahrscheinlichsten Werte von x, ^, «, . 
also der auf den Sollbetrag ausgeglichenen Beobachtungsergebnisse, nachr 



{(>)M,^±m'\lj\x^-^~^\ M,^±m 



ih 






\ 



m 



Mg=^±iV^ 




endlich die Gewichte Px, Py^ /*«,... der wahrscheinlichsten Werte von «, y, s, ... nach 



(,) t-,-i'-'' 



\s\\ 



Pß\ 



P, 
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T. Beispiel. Fortsetzung. 
In dem unter Nr. t behandelten Beispiel ist der mittlere Fehler m der Gewichts- 
einheit, also eines einmal in beiden Femrohrlagen beobachteten Winkels, nach ( 4 ): 



ni=*ifc 



/ 



4,71 



vtä '"' 



= ±9.44'. 



womit die mittleren Fehler m„, m^, m, der unausgeglichenen Winkelwerte «r, /f, y nach 
^ 5 ) erhalten werden zu: 

w a= ± mV -^ = ± 9.441^0,100 = ± 1,98', 

Pm 

mß^± my^ «= ± 9,44 Ko,o67 — =fc 1,44', 
Pß 

mfT=± my^ « ± 9.44^0,083 « ± 1,71', 

und die mittleren Fehler Afx, Afy, ^s ^cr auf den Sollbetrag ausgeglichenen Winkel 
X, /, M nach (6) zu: 




± 9»44 



f 0.067 (1- 



o.o67 \ 
0,150/ 



:9.44Ko,o8,(.-?^3) 

^ 0,250' 



•±*,09', 



' db *.ix% 



endlich die Gewichte der auf den Sollbetrag ausgeglichenen Winkel x, j^, m nach (7) zu: 



o,o6oo. 



I s i Ai 1 ^ o.ioo\ 

.^»_|i i^-l =o.iooli )■« 

Ä /«l rMJ >^ 0.150/ 

''^'^7(1-^^'' 0,0490. 



i-^i- 






* "i [7]/ 



i-Ä(-^|-»'"(-^— »• 



/** =» 16,7, 



Py = 10,4, 



^*«i8,i. 



3. Wenn die zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte x^ xg, xj^ ...» xm von 
n Gröfsen Torliegenden Beobachtungsergebnisse «i, er«, aj, ..., an sämtlich das gleiche 
Gewicht ^11 haben, so können an Stelle der Formeln ( i ) bis ( 7 ). die folgenden einfacheren 
Formeln benntit werden: 
( I ) jf/ 4- ** 4- «j 4- . - 4- Jf » — W « 5, 

( 9 ) /« 5 - («/ + «rj 4" «j 4- . . . + ««) « 5 — [«]. 
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(10) 



JP/ = ff/ + — /, 
n 

x, = «^ -1- L/ 
n 



*» =» ff« 4- — /, 



(11) ni = ±/}^^ 

pa •" ' n 

(13) iirx=.±mKr('--)' 



«. Beispiel. 

Die einmalige glcichgenaue Beobachtung der Winkel eines Polygonzuges zwischen 
zwei gegebenen Punkten habe die Ergebnisse 

Ä/ = 1840 16,8', 
ag = 165 45,0 , 

04= 166 11,0, 

[a] = 696 04,9 . 
geliefert. 

Die Anfangsneigung va und die Endneigung v, der zum Anschlufs der Polygon- 
winkelmessung mit beobachteten gegebenen Richtungen seien: 

Va ~ a84'' 57»*'» vg = a6i« 01,3'. 

Diese Neigungen sind unverändert beizubehalten und die Summe *»+x^-f xj+jc 
= [jp] der wahrscheinlichsten Werte der Winkel mufe. abgesehen von einem Vielfachen 
von TT, gleich werden dem Unterschiede dieser Neigungen, wonach also (8): 

[jf] s S^'Vt — va=^ 336° 04,1' 
werden mufs. 

Hiernach ist der Widerspruch / der Winkelsumme [«] gegen den Sollbetrag S 
nach (9): 

/= 5- [«] « 3360 04,1' — 6960 04,9' (+ %n) =« — 0,8'. 
Damit ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte der Polygonwmkel nach (10) zu: 

X, == 184« i6,8' + J(-o,8') = 184' 16,6', 
'^ = 165 45,0 + i(-o,8 ) = 165 44,8, 
'J==i79 5*»i -M(- 0,8) = 179 51,9. 
jf^= 166 ri,o -h } (—0,8 ) = i66 10,8, 

W = 696 04,9 -0,8 «696 04,1; 

welche nunmehr den Sollbetrag genau erfüllen. 

Wird das Gewicht einer einmaligen Beobachtung eines Winkels /« = i genommen, 
so wird der mittlere Fehler m = m« einer einmaligen Beobachtung eines Polygonwinkd 
erhalten nach (11) und (iz) Übereinstimmend zu: 



m = OT« = zb 0,8 



1^. 



'- ± 0,4' 



und der mittlere Fehler Mx eines jeden der wahrscheinlichsten Werte x der Polygonwinkel 
nach (13) zu: 



M^^± 0.4 V-f(.--^) = ± 0,35-, 
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«ndlicb das Gewicht Ps dei wahncheinliclisteii Werte x nach (14): 

Werden die Unterschiede rg — ra der gegebenen Neigungen als die wahren Werte 
dieser Unterschiede angenommen, so stellen die Widersprüche / die wahren Abweichungen 
der Winkelsummen Ton diesen Unterschieden, oder die wahren Beobachtungsfchler (v) der 
Winkelsammen dar. Das Gewicht p der Winkelsumme eines Zuges mit n Polygoqwinkeln 

Tom Gewicht i ist nach (4) im § 45 gleich — • Demnach ergibt sich der mittlere Fehler 

eines Polygonwinkels aus einer Reihe von N WidersprU^en /, welche aus ^^ unabhängigen 
PolygonzUgen eriulten werden, nach: 



(«5) 



^^yEHM.^/Lp.^VE^. 



worin unter [mm] die Quadratsumme der sich nach (11) aus den vorliegenden Werten 
von / ergebenden A^ Einz.etncerte des mittleren Fehlers eines Winkels verstanden ist. Nach^ 
stehend ist die beispielsweite' Berechnung des mittleren Fehlers aus Nss=^ unabhisgigen 
PolygonzUgen ausgeführt: 







/ 


..,yi 


^// 


öder 


mm 


Zug I 




-o,S' 


± 0.40' 


4 


II 


0,40' es 0,16 


1. » 




-♦-3.4 


±1,13 


ü^^-MS 


ti 


1,13' «Mg 


i> 3 




-M.* 


±0,49 


iii-o,»4 


fl 


0.49' — 0,44 


1. 4 




-0,9 


±0,3» 


0,81 

— 0,10 


II 


0,31*^0,10 


« 5 




-H3.» 


±t,ai 


7* -..46 


II 


i.ai*-» 1,46 



[-^//| = 3.*4 .» [mm] «3.24 
mithin m ^ yl:^ « ± 0,80', 



Berechnung de$ mittleren Fehlers aus Beobachtungsdifferenzen. 

§ 50. 

Liegen für eine Reihe von Gröfsen ]e swet gleich genaue Beobachtungen vor, so 
kann aus den n Diflferenzen (ft, dg, ^j, ..., d» dieser Doppelbeobachtungeo in einfacher 
Weise ein wertvolles Genauigkeitsmafs fQr die Beobachtungen abgeleitet werden, iAdem der 
mittlere Fehler der gebräuchlichen Gewichtseinheit berechnet wird 

a) wenn sämtliche Beobachtungen das gleiche Gewicht / haben nach der Formel: 



(I) 



(») 



' 4 M 



b) wenn die je zwei gleich genauen Beobachtungen der verschiedenen Gröfsen die 
Gewichte pjt Pj, Pj, • - * Pn haben, nach der Formel: 



' 4M 



Digitized by 



Google 



136 



Meth. d. kleinsten Quadrate. B. Berechn. d. wahrecheinlichsten Werte. 



fV. 



Beziehen sich die bei Berechnung des mittleren Fehlers nach (x) o4er {z\ ein- 
geführten Gewichte nicht auf die gebräuchliche Gewichtseinheit, so werden die der letcteren 
entsprechenden mittleren Fehler aus den nach (i) oder (2) folgenden mittleren Fehlem 
Q^ch § 45i No. 5, Formel (13) erhalten. 

X. Beispiel. 
Bei Ausführung von Streckemnessungen mit aufliegendem Mefsbande Siien die Höhen- 
winkel n^it einem Freihandhöhenwinkelmesser für 30 Strecken von je 20« Länge am 
Anfangs- und Endpunkt jeder Strecke gegenseitig beobachtet. Die Vergleichung der Er- 
gebnisse beider Beobachtungen habe die Unterschiede ^,, ^a% djt ... djo geliefert. 
Diese Unterechiede und deren Quadrate seien: 



Nr. 



J. 



dJ, 



Nr. 



dd. 



Nr. 



d/t. 



Kr. 



^. 



dJ. 



-0.8* 

-0,7 
-0,7 
-0.6 

-0.7 
-0.5 
-0,7 



0,64 
0,25 

0,49 
0,49 
0,36 

0,49 

0,2i 
0.49 



9 

IC 
KI 
12 
»3 
14 

16 



0,50 
■0,4 

0,6 
•0.7 
■0.7 

oj 

0.6 
0.7 



0,25 
o,x6 
0,36 
0.49 
0.49 
0,49 
0,36 

0.49 



17 
18 

19 
20 
21 
22 
»3 
»4 



'0,r 

•0.7 

• 0,4 
0.6 
0,6 

•0*5 



0,25 
0,25 

0,49 
0,09 
0,16 
0,36 
0,36 
0,25 



25 

26 
*7 
28 
29 

30 



0,60 

0.9 
0.6 

07 
0.5 
07 



0.36 
0,81 
0,36 

0,49 
0.25 

0,49 



18.2 



11.52 



Die algebraische Summe der Unterschiede beträgt L^] = — \%,%» Es ist also ein 
konstanter Unterschied zwischen den Ergebnissen beider Beobachtungen vorhanden, welcher 
— 18.4* 



beträgt As 



SO 



'SS — 0,61« und gleich dem aus den vorliegendäi Beobachtungen fol- 



genden Werfe des doppelten Indexfehlers des benutzten Instrumentes ist Dieser konstante 
Unterschied ist von allen Unterschieden Ji, Js, ^j, ... djo su subtrahieren, um die 
zufälligen Unterschiede cT«, cf^, (fj, ... S^o zu erhalten. Zur Erlangung der Quadratsumme 
dieser letzteren Unterschiede bedarf es aber der Durchführung dieser Subtraktion nicht, 
sondern sie kann berechnet werden nach: 



(3) 



[<f(f]=r[^^J 



[^[^] 



11,52- 



18,2« i8,a 
30 



'- 0,48. 



Hiermit ergibt sich der mittlere zufällige Fehler einer Beobachtung eines Höhen- 
winkels, deren Gewicht gleich Eins genonmien sei, nach (i) zu: 



■:ty™ = db>^^-±o,09,»±5'. 



30 

2. Beispiel. 



Nr. 



Gemessene Längen 



Ai - U 



d-^lk. 



dd. 



3- 



6. 



p^dd. 



I 

2 
3 
4 

ii8 
119 



117.60 
146.14 

'5^75 
«47.98 

144,30 
150.85 



117.68 
146,18 

I5>75 
148.00 

144.25 
150.95 



17 8x6,82 



17 821.13 



-0.08 

— 0,04 

0«00 

— 0,02 

-f-0.05 

— o.io 



— 0,05 
0,00 

-f. 0,04 
-f- 0,02 

+ 0.08 

— 0.06 



- 4.31 



-h 0,03 



0,0025 
0,0000 
0,00 16 
0,0004 

0.0064 
0,00 36 



18.9 
14.8 

»37 
14.8 

X4.8 
»37 



0.0472 
0,0000 
0,02 19 
0,00 59 

0.0947 
0.04 93 



11.0866 
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Kw den Ergebnissen Xj und A^ der Doppelmessungen von 119 Strecken eines Polygon- 
nettes mit einer Gesamtlänge von 17 818.98 ?>* seien die Unterschiede d ^ii^ha gebildet, 
deren Summe n«.ch Spalte 4 der auf S. 136 (d^r Raumersparnis wegen nur auszugsweise) mit- 
getdlteo ZusamxAcnstellung gleich •*-4i3i>b ist Hieraus folgt ein konstanter Unterschied 

der beiden Messungen iQr je ein Meter der Länge k = ^4 = ^ ^ — o,öoo ^d^^ 

W 17 819 
Durch Ausscheidung dieses konstanten Unterschiedes werden die in Spalte 3 der Zusammen- 
3telltt9g mitgeteilten zufälligen Unterschiede J=s J -~ Xi erhalten, deren Summe gleich 
Null sein mufs, Au$ der Summe der mit den Gewichten / der gemessenen Streckenlängen 
multiplizierten ■ Quadrate dieser zufälligen Unterschiede [/^(fj » x 1,0866 (Spalte^ ergibt 
sich Ai^ (zj der mittlere Fehler der Gewichtseinheit lu: 



• r n .m ' a>c iiQ 



IX 119 

Die Gewichte/ sind durch Eingehen in die Gelftndespalte 1 der HUlfstafel XI erhalten, 
weldier ab Gewichtseinheit das Gewicht der Messung einer Länge von 1070» yu Grunde 
li^t pnd n«cb welcher das Gewicht der Messung einer Länge von xoon im Gelände I 

glei<*h Piifo = ^^,7 und Vpi7o « 4i76, oder im Gelände 11 p,oo = X4.8 und Vpjpo = 3,85 ist. 
Demnach folgt der mittlere Fehler m der gebläuchlichen Gewichtseinheit, welche für 
einzeihe Strecken das Gewicht der Meisung einer Länge von ioq« ist, nach g 45, Nr. 5, 
Formel (13) 

m , 0,116 



im Gdände I za: vHioo 



im^Getende II au: mioa 




«-d: 



(I) 4.76 
0,1x6 



r ^±0,045»! 



±0,036«. 



Kap. 8. Vermittelnde BeobachtuixgeiL 

Gleiälilfigen für die Beziehungen zwischen den wahren Werten der zu 
hestiniDffliden und der beobachteten Grülsen. 

§51. 

Sind behikfs Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte x, y, f , ... gewisser Gtöfsen 
andere G^fsen beobachtet worden, wdche ans die Kenntnis der ersteten Gröfsen vermitteln 
sollen, und haben dSe Beobachtungen die Ergebnisse 1/. Xa, Aj, .«., 1« geliefert, so sind 
zur Berechniibg der Wahrscheinlichsten Werte ^r, y, s ... in erster Linie die Beziehungen, 
welche «wis^hm den wahren Werten (Je), {j), (s), ... der zu bestimmenden Gröfsen und 

den wahren Werten (i/), (Aj), (X^) (i») der beobachteten Gröisea bestehen , durch 

Gleichungen aussudHtcken von der allgemeinen Form: 



(O 



/■*((*). W.W )-(i,) = o, 

ACW.W.W )-(A,) = o. 



^»((^y.W.W )-{Xn) = 0. 

Die AntaU f der sa besdmmendeh GrOfs^n mufs kleiner sein, ab die Anzahl n dieser 
Gleichungen odet der vorliegenden Qeobachtungsergebnitse, damit das in folgenden dar- 
gestellte Rechnungtrerfahren angewendet werden kann. 
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nr. 




die gegebenen Koordinaten: 



PJ^^6A: 
^ = 147.- 



X, « «40 548,30». 
jr^ =r «40570,58 » 

JfJ = .40197,71 , 

x^ = .40 056,19 , 
xj » «40 146.43 • 






I. Beispiel.*) 

Behufs Bestimmung der Koordinaten 
*. > des Punktes ^•■475 seien die 
Entfernungen St, sg, jj, s^, jj dieses 
Punktes von den Punkten Pg ■■ 148, 
Pj = 111. Pj = 164. P4 = M9. -^ = 447 
(Fig. 103), deren Koordinaten Xg, y,^ 
*a, y». *j. ^'j, X4, y4, xj, yj gegeben 
sind, durch LäogenmessuDg bestimmt wor- 
den. Es seien: 

Idie gemessenen Strecken- 
liogen: 
148 — *75- *i «33ii^"» 
111 — 175 : J* =a 171,00 , 
164- 175- *j— a47.«o , 
149— «75 • *-# — 169,50 , 
»47 — »75= Jfj« 416,70 . 



Die Gleichungen für die Beiiehungen awischen den wahren Werten (x), (y) der xu 
bestimmenden Koordinaten des Punktes P und den wahren Werten der gemessenen Längen 
(*/), (J*). (ff)i U4)t (Jfj) ergeben sich daraas, dafs das Quadrat der wahren Werte der 
gemessenen Längen gleich sein mufs der Summe der Quadrate der Unterschiede zwischen 
den wahren Werten der Koordinaten des Punktes P und den gegebenen Koordinaten der 
Punkte Ptt Pi, Pj^ P4, Pj, Werden diese Besiehungen in der Form der Gleichungen (i) 
ausgedrflckt, so wird erhalten 1 



V({x)-x,Y +({y)- 



Fig. 104. 




(1) v{{x)^xjr'^{{^)-j^jY-(sj). 



>/)'-(^/)=o, 

W=«o, 

*o, 

Y{{x) - xsY 4- ( W - ysY - M - o. 

1. Beispiel. ♦♦) 

Behufs Bestimmung der Koordinaten x y des Punktes 

^6 seien auf diesem Punkte die Richtungen a/, a^, 

A ajt ajif oj nach den Punkten Z'/b^»»* •^«»§»6, 

If 'i "^ 5 »Ä» •'V *= S»5 • -^ =■ ^«7. d««ö Koordinaten jt/, y„ 

X4, y^, xjt yj, gegeben sind, beobachtet 



P 

Xa, ya, xj, yj 
worden. Es seien: 



die gegebenen Koordinaten 

für» =^11: X, =11 158.5»"» 
„ />, =«gl6: xg =11347.59 
M Pj «S^8: *j «»3094.54 

.. ^s =h7' *j =»i 345.08 



I 



^^ s ■41109.1510 
yg SS .41 576,18 
yj = -43 »»0,38 
^^= "44 »76.11 
>'j = -43 «»4.56 



die auf §6 beobachteten 
Richtungen : 
nach |ii: tt, = o«>oo'oo', 
n gi6: a^ =s 61 16 33 , 
.. gi8: «j = 116 36 10 , 
.. |l5: 0^ = 146 48 49 . 
» 5 »7: «f = 3»3 »9 »4 . 



*) Dasselbe Beispiel ist im Abschnitt VII, § 127 schematisck berechnet. 
*^) Das Beispiel ist der Kataster-Anweisung IX vom 95. Oktober 1881. Seite 183—186 entnommen, wo* 
durch auch hier eine unmittelbare Vergleichung der folgenden Rechnung mit der schematisch angeordneten 
Rechnung in dieser Anweisung ermöglicht wird. 
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Zur Aufteilung der Gleichangen fUr die Betiehnngen zwischen den wahren Werten 
(x), (jf) der zu bestimmenden Koordinaten des Ponktes Pund den wahren Werten der auf /' 
beobachteten Richtungen (<ff), (a«), (aj), (a^). (aj) hat man zunächst für die wahren 
Werte (v,), (v,), (yj), («r^), (r^) der Neigungen der Strahlen PP,, PPg, PPj, PP^, PPj 
gegen die Abszissenlinie: 



*<")-s^' 



oder 



(.,)»... ,^ji_w,. 



(j) 












** jp^ — (jr) ^ 



t are tg 



'oretg 






Diese wahren Werte der Neigungen weichen von den wahren Werten der auf eine 
beliebige Anfangsrichtung bezogenen beobachteten Richtungen um den wahren Wert (s) 
eines noch unbekannten, durch die folgende Rechnung mitzubestimmenden Winkels, den 
Orientierungswinkel der auf P beobachteten Richtungen, ab, so dafs bt: 



(4) 



(y,) + (s) = (a.), 

W + W^M, 



oder (y/) 4- (») — (ff/) =■ o, 

n (•'*) + {») — («*) = O, 

« (•'j) + W-(ffj) = o, 

« M + W-M^-o, 

- W + (»)-(fff) = o. 



Werden in diese Gleichungen die oben ftlr (r,), (v«), (t^j), (v^), (vj) erhaltenen Ausdrücke 
eingeführt, so werden die gesachten Gleichungen sein: 



(5) 



*/ — (•») 

«r« (f ^*~ifi p' + (.) - M - o. 
«« «r i^^I(^) 9' + (») - («y) - o. 



Fehlergleichungen. 

§52. 

Die wahren Werte der beobachteten Gröfsen können nun aber nicht ermittelt und 
deshalb können auch nicht die wahren Werte der Unbekannten berechnet werden. Man 
mu(s sich vielmehr damit begnUgen, aus den wirklich erhaltenen, mit Fehlem behafteten 
Beobachtungsergebnissen l,, A«, Aj, ..., Xh die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten 
X, j^f Et • • • abzuleiten. Wenn man dann diese Werte in die Gleichungen des § 5 1 ein- 
setzt, so werden diese in der Regel nicht mehr streng erfüllt werden, und es werden sich 
auf der rechten Seite derselben statt Null kleine Werte vy, vj, vj, ... v» ergeben, so dafs 
erhalten wird: 



Digitized by 



Google 



34t) Meth. d. kleinsteo Quadrate. B. Berecbn. d. wahrscheinlichsten Werte. IV. 



/•;,(*, j^,»,. ..) — ^a = v^. 
(i) /&(^.J'.»....)--*j = »j. 

Fn (JP, y^ »,...) — Jl» = »». 

In diesen Gleichungen stellen F, (*, ^, », . . .), Fa (*, ^, ». . . .)i P3 (*# ^. ». • • .)• ^» (-«» >. 
«,...) die den wahrscheinlichsten Werten der zu bestinunenden Gröfsen entsprechenden 
Werte der beobachteten Gröfsen und demnach die V/, v«, Vj, ....vn die Abweichungen 
dieser Werte von den vorliegenden Beobachtungsergebnissen oder die wahrscheinlichsten Werte 
der Beobachtungsfehler dar. Die Gleichungen werden daher als «Fehlergleichnngen** 
bezeichnet. 

I.Beispiel, i. Fortsetzung. 

Im I. Beispiel des § 51 erhält man als Fehlergleichungen, wenn statt der wahren 
Werte der Unbekannten (x), (y) und der beobachteten Gröfsen (*,), (j,), (j,), (j^), (jj) 
in die Gleichungen (1) des § 51 die wahrscheinlichsten Werte der Koordinaten x, y und 
die vorliegenden Beöbachtungsergebnis^e j^, s^^ sj, s^, sj eingesetzt werden: 



y{x^x,y-h(y — yiy -x, —v,, 



Y(x - x^Y + b - J^^y - J« « vg, 



V(x^x^y^{y^y^y^s^^v^, 



Yix^Xjy-^iy^ysY^Ss^Vs. 

«.Beispiel, I.Fortsetzung. 

Ebenso erhält man im a. Beispiel des § 51, wenn statt der wahren Werte der zu be- 
stimmenden Gröfsen (x), (y), (s) und der beobachteten Gröfsen («/), (a*), (aj), (a^), («^) 
in die entwickelten Gleichungen die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gröfsen 
X, y, » und die vorliegenden Beobachtungsergebnisse er/, ir^, «j, cr^, «j eingesetzt werden. 





'"■'^.' 


oder 


X, — X 




■"-^,- 


«1 


-— '<fi;-^'' 


(3) 


»'^-^' 


ti 


"j-««*^^?'. 




»—^' 


« 


'^— "'i::-^•• 




»''-^' 


«t 


"^—'^i;-**'' 


und danach 


die Fehlergleichungen: 








Vi 


4-»- 


«1 =v/, 




^M 


4-«- 


aj = »j. 


(<) 


•'J + »- 


«'j=vj. 




•'4r + »- 


a^ = v^, 




^f-f-»- 


«j=«'j. 
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oder mit Einführung der wahrscheinlichsten Werte x, y der Koordinaten: 



(5) 



arc tg ^-^ ^ ^' 4- « — a/ = zr^, 

Xi ^ X 

arc tg ^ f ' 4- « — aa = vst 



arctg 
arctg 
arctg 



Xg — X 

yj- y 

Xj-- X 

y4- y 

X4 X 

ys-y 



^' 4-i — ffj = vj, 
q' +« — ff-# = «'^» 
9* +• — «j=«'j. 



Umgeformte Fehlergleichungen. 
§53. 

1. Nach den Fehlergleichungen des § 52 können nun Ausdrucke ftlr [vv\ oder 
[pvv\ gebildet werden und aus diesen Ausdrücken können nach Mafsgabe des im § 46 
aufgestellten allgemeinen Aasgleichungsgrundsatzes diejenigen Werte der Unbekannten x, y, 
s, . . . abgeleitet werden, welche [vv] oder [pvv\ lu einem Minimum machen. Diese Ab- 
leitung der Unbekannten warde aber in der Regel so weitläufig sein, dafs es iweckmäfsiger 
ist, snnllchst die Fehlergleichungen des § 52 in lineare Gleichungen mit einfachen fUr die 
Recbnimg bequemen Zahlenwerten umzuformen. 

Zu diesem Zweck werden in erster Linie für die zu bestimmenden Gröfsen Näherungs- 
werte j, p, I, . . . ermittelt , aus welchen sich ihre wahrscheinlichsten Werte *. ^, », . . . 
durch Hinaufttgang der kleinen Änderungen if^, 6x^t ^1% ••• ergeben, so dafs ist: 



(O 



* = S-H^J. 



^ = ^ + (f5, 



s = a + <fj.. 



Wie die Näherungswerte ^i 9» 3i»»- <Jer Unbekannten ermittelt werden, ist, abge- 
sehen Ton besonderen Fällen, gleichgültig. Wenn nicht bei Beginn der Rechnung brauch- 
bare Näherungswerte vorliegen, sind dieselben auf graphischem Wege oder durch eine 
möglichst einfache Rechnung au bestimmen. In jedem Falle können die Näherungswerte 
berechnet werden, indem aus den Gleichungen des § 5z so viele ausgewählt werden, als 
zu bestimmende Gröfsen vorhanden sind, in diese statt der wahren Werte der beobachteten 
Gröfsen die vorliegenden Beobachtungsergebnisse eingesetzt und darnach die den letzteren 
entsprechenden Werte der zu bestimmenden Gröfsen berechnet werden. 

z. und 2. Beispiel, 2. Fortsetzung. 

In den vorliegenden Beispielen ist es am zweckmäfsigsten, 2 bezw. 3 Beobachtungs- 
ergebnisse auszuwählen, welche eine möglichst günstige Bestimmung der Funkte P liefern 
und damit die genäherten Koordinaten nach dem im Kap. zo bzw. 8 des Abschn. III be- 
handelten Verfahren zu berechnen. Hierdurch erhält man im z. Beispiel aus den beiden 
Streckenlängen 24g — 275 und 222 — 275 die genäherten Koordinaten £.»"40323,75, 
1) SB 306,00 und im 2. Beispiel aus den Richtungen nach § 17, §26 und g z8 die genäherten 
Koordinaten £,— 22079,47, l) p» »43 282.03 , während der Näherungswert 3 der dritten 
Unbekannten nachstehend unter Nr. 2 bei der Berechnung der Abweichungen der den 
Näherungswerten der Unbekannten entsprechenden Werte der beobachteten Gröfsen von 
den Beobachtungsergebnissen erhalten wird. 
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2. Durch Etnsetzen der in den Gleichungen (x) für die wahnchdnliclisten Werte 
X» y* •»..• erhaltenen Werte in die Fehlergleichungen des § 51t gehen ditselben über in: 



(») 



^fd-^^h^-^ ^% a 4- «fg. . . .) - i/ — »/• 
^* (1 + «f j. tj 4- «fp. g + «fj. . . -- *» « «'*» 
^j(i-+-<fi. 94-«fij, s + <rj,...)-^j = vj. 



gj5» ^p O^ 

oderda-^(j4-«fj, Ij 4- «f p. 8 4- «fg. ...)=• /^(S. 4. *••••)+ -gi-^fj 4-3^ <f*+jr-<^S + • 
ist, in: 



(3) 



»8 



/i(i. ^». ...)+-^'S + ^*» + -^J»H-...-ij = »j. 



3» 

3/j 



■li—fJt 



oj^ ÄJ? Siy 

^«(I. ij. g....)4--^«f|4--|^if!^+-^«f8 4-...-A«-t.,t^ 

Diese Formeln können in einfacherer Weise geschrieben werden, 

a) wenn die den Vttberungswerten |« 4, ), ... entsprechenden Werte der 
beobachteten Gröfsen /* ({, 1), g, ...) mit I, und die Abweichungen dieser 
Werte von den vorliegenden Beobachtungsergebnissen I — A mit / beseichnet 
werden, wenn also gesettt wird: 



(4) 



^' (l. tj, g. ...) = !/, 
^*(J. 9. g. ...) — !#. 
/^j(|. 9. 8. ...) = 0. 

-^»(J. ^. g. ...) = I». 



(5) 



I« — A» «=/i», 



b) wenn die partiellen Differentialquotienten nach |, )), 8. • • • mit a, b, c, . .. 
beseichnet werden, wenn also weiter gesetzt wird: 



(«) ^ 



a^v 




3s 


= a/, 


3/^« 




3S 


— «*. 


a/', 




3i 


= tf|. 


a/w 


• 


3s 


= a«. 



9F, - 

a/v , 



3/W 



«A.. 



dFj 



"ST 



«s<?«. 



Mit diesen einfacheren Bezdchnui^gen erhält man als „umgeformte Fehler- 
gieichiingen": 

V, =// 4- «/ ^S 4- */ ^Ij 4- O «f 8 4- . . ., 

va =/* 4- fl« «f J + *j «flj 4- O «f8 4- . . ., 

( 7 ) «U =/j 4- «j cTi 4- Ä^j «f^ 4-^j «fa 4- . - ., 

w« =/« 4- a» <f 5 4- ^if cf^ 4- r« ^8 4- . . . 
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I. Beispiel» 3. Fortsettung. 
Im X. Beispiel erhält man mit HtfSe von : 



5 — jc/ =* »40 3a3»75 — «40 548,30 = — «4,53» 
5- **«= «40 3*3»75 — MO 570,58 — —*4M3» 
j-Ä-j « «40 323,75 - 1140297,72 =r 4. 26,03. 
X— *-#== «40 3*3#75 — "40 056,29 *» + 467^6, 
S— x^ = «4034317-5— MO 04614 j = -h 77*3». 



6t8,?5 



7J9,32 - 100,57, 



^—y* = jöS^oo — 6x,99 =»+244.01, 

^ — JKj « 306,00 — 440,30 « — I I4r30, 

^-^'j« 306,00— 55*103 — ^*46,03. 
^ — >'-#=» 306,00— 276,00«+ 30,00, 
!J — ^j « 3.06.00 — »896.99 = + 409,01, 

530,00 207,31 +322,69, 



für die den genäherten Koordinaten |, \^ entsprechenden Streckenlängen 6/. @^, @j, @^( % 
nach (4): 

6/ = V(5 - */)' + rt — ^z)* « K**4,55^ -H M^Toi* = 33I/61 , 
6^ = y(g - xmY + ()| — ^"7 «» y446,83* + 114,30* = *7*,oi t 
©j = ^ {l-^sY -^(^-yjf = V 26,03^ + 246;öp = 247,40, 

^4 - ^{j^ — »4y'\-(^-y4Y = 1 ^467.46^+ 30,00* = 269,14 . 

^s « V(S - »sY + ft - ^^)* « V 77i3** + 409,01' = 416,45 . 

and damit die Abweichungen dieser Werte von den gemessenen Streckenlängen X/, sm, Sj, 
S4, xj nach (5); 

/r =6/ —X* =331,61 — 331,60 = + 001, 
/f = 6* — X* = 474,01 — 272,00 = + o,or , 
y} = 6j — xj == 247,40 — 247,10 = + 0,30, 
/^ = ©^ — x^ = 269,14 — 269,50 = — 0,36, 

^ « 6^ ^ j^ » 416,25 — 416,70 =a -~ 0,45, 

6,41 6,90 —0,49^ 

Femer findet man, indem man 

nh 1J. S. . . .) ^V{l-^nY-^(Xi-ynY = ((E- x^^ + « - ynY)^ 
nach £ und ^ differenziert, in (6): 



oder: 
(8) 



89 ' 






-* 



*(£ — *») = 



l — Xn 






%-y- 



-er' 



wonach sich eigiebt: 

6j 332 

n — £""■*< — — *46,8 






6« 472 

: ins e-B ±-1^ . 

©J "* *47 

6^ 469 



- 0,677, 
0,907. 
+ 0,105. 
+ 0,994, 



— '*^-^— ■■•'■ 



h, = 






- 244,0 



33* 



+ 0,736, 



*,-5niL-»i:JiM = -. 0,420. 






6^ 



272 
- 246,0 



• 0,994 • 



€j 447 

6^ 269 - + ®'"*' 
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IV. 



Aus den fttr f^a^b erhaltenen 'SUlenwerten folgen nunmehr die umgeformten 
Pehlergleichungen (7): 

Wi = + 0,01 — 0,677 61 + p,736 (T^, 
f^ =s -h 0,01 — • 0,907 <f): — 0,420 d^, 
«'j = + 0,30 H- 0,105 <f£ - o,994ifli^ 
v^ = — 0,36 4- 0,994 <fj -h 0,1 la <fp, 
Vj = - 0,45 +0,186 &i 4- 0,983 if^. 



2. Beispiel,*3. Fortsetzung. 
Im iweiten Beifipiel erhttlt man mit Hülfe von: 



*, -5.= 21 158,52-22079,47 = — 9*0/95. 
4fa-j = 22347,59-22079.47 = -+- ^68,12. 
*,-£ = 23094,54-22979,47=" + 10151O7. 
*^-S = 41 59I1O3 -"079/47=- 488,44, 
*/-J = 21345/08-4» 079,47 = - 734,39» 



536,76 397,35 — 860,59. 



^,-X)a= «42 209,15— «43284,03=— 1072,88t 
^^-^=B«42576,i8-«4348i,03=— 705/85. 
^j-^ — »43210,38—4348203 = — 7I/65, 
^^-^ = «44276,21 -«43 484,o3 = + 994/18, 
^^-^ = «431 M/56 -«43 484,03 = — 167,47. 



386i48 



410,15 



023,67, 



zunächst für die den genäherten Koordinaten |, ^ «ntsprechenden Neigungen flu tl^i nj, 
n^, n^ der Strahlen gegen die Abszissenachse 

fe^/4r"'=%'(.y/-^)-^^(*/-j)= 3-03 055«— 2.964241»= 0.06631, ni«=922902l'25', 

A»i'/^n*=/o^(^,-^)-/ö^(*,-j)==2.8487i«-4.42833 = 0.42 03 8»» n* = 290 47 58« 

fo^/^nj = /^^(>;;-^)-&^(jf,-j)=x.85 522«-3.oo650 =8.84874«. nj = 355 5745. 

^^<fn^=/ö^(>'^^)-&^(x^-j) = 2.99746 -2.68881«= 0.30865«, n^=ii6o9 54, 

%/^n^=/ö^0'/-X))-/ö^*/—S) = 2.22394i,— 2.86592«=* 9.35802. 11^ = 192 50 47, 



0749- 



4.95588 3.95380 9.00208. 

Hiernach ergibt sich der Näherungswert % der dritten Unbekannten auf Grund der 
Formel (4) im § 51 zu: 

3 = ffi — ni = oooo'oo' — 229« 21' 25* = 130» 38' 35'. 
womit nach (4) auf Seite 142 für die den Näherungswerten der Unbekannten |, )), 8^nt- 
sprechenden Richtungen tDi, tn«, tOj, to^, IDj erhalten werden: 



tO/ = (arc tg ^ ^ ^' = n,) + 3 SS 229« 21' 25" -h 130« 38' 35' 

»o# = (arr/^^^i^|-^' = n,)-f-3 = 29o 47 58 4- 130 38 35 



toj = (arc tg 
X^4^{arctg 






*|-| 



^4- 



^4' 



% = 



e* =» "j) -H 8 = 355 57 45 -H 130 38 35 
^'«=n^) + a = i'6 09 54 -+-130 38 35 



:(ar<rr^^---i^' = nj) + j=i92 5047 +130 38 35 



=s o»oo'oo', 
= 61 26 33, 
= 126 36 20, 

= 246 48 29, 

= 323 29 22, 
20 44. 



07 49 "4 55 

und nach (5) auf Seite 142 die Abweichungen dieser Werte von den beobachteten Rich- 
tungen Oi^ uat tfj, a^, ffj xu: 

/i^tOi — ai^ O^ 00* 00" — o» 00' 00' = o', 
fa^XüM — ff*= 61 26 33 — 61 26 33 = o, 
/j = tOj -. ttj SS 126 3620 —126 36 10 =4-10, 
/^=tt)^— «^=246 48 29 —246 48 49 = — 20, 
/^ = Ö)^ — ct/mi 323 29 22 — 323 29 14 = -f- 8. 



20 44 



20 46 — 2. 
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Ferner erhält man, indem oian: 



Fn (5. p. i, . . .) = <^rc tg -^ 9' -*- J 



nadi i, t) und ) diflferentiert ? 



fl^- ^^"^ ' ( >"~^ V .).' , -^«-J .. 



3/"« 



oder wenn man filr die Summe der Quadrate der Koordiflatenunterscbiede das Quadrat der 
Strahlenlänge einfuhrt, also {xn - j)» -j- {jrn - 9)' = ««^ selxt und beachtet, dafs sin n» 



' T . COS n» =r — ist : 



a« = -h -i-r^ P « + —z — q\ 

»Fl 

in' 



in' "^ — in'^ 

( 9 ) . *w — £ . ^w n« , 



c» = + I. 
Mao hat also: 
cpi log «, == log sin n, — log{yi — ^) = /o^ fw llj — log[x, — j) 

= 9- M o'« — 3- 03 06« = 9- 81 38« - *• 96 4*» = 6. 84 95» 
€pl log ia = log sin n* — log^y^ ^\(\r= log cos it« — log[x9 — j) 

= 9- 97 07» — »' 84 87»» = 9« 55 03 —1.4*83 =7«"^o. 
cpllogij = log sin nj — /o^(^j --^) = logcosXij — A?^(jr7 — l) 

= 8. 84 77« ~». 85 52» = 9. 99 89 — 3-0065 =6.9915, 
<///b^ 8^ s= /ö^ J//I n^ — log(y4 - Ij) = /ö-^ cöj n^ — log{x4'' j) 

= 9.9530 —2.9975 =9.64 44*f — *-68 88« = 6.95 55. 
cpilog «j = log sin Hj — A?^(>'j — ^) = &^ roj Hj — ÄsjT (*J - J) 

= 9- 34 70i« — 2. 22 39« = 9. 98 90« — 2 86 59« = 7. 12 31. 

7.9985 - 1-95 59 =8.9964 -3-95 37 = 5-0426, 

ioga, =^ log sinn, -h cpilog i, -^ log q' = 9. 88 Ol« + 6. 84 95 + 5- 3» 44 = *-O4 40«, 
log ag ^ log sin Ha + cpl log ia •{• log ^' =9.970711 + 7. 12 10 -h 5. 31 44 = 2.4071». 
logaj^logsinnj-^cpllogij + logQ' = 8- 84 77« 4- 6. 99 25 + 5. 31 44 = i. 15 46«, 
ioga^^logsinn^-hcpllogi^-^ logQ' =^.^^^0 + 6. 95 55 -h 5. 31 44 =» 2. 22 29 . 
^^«^ = ^^«>«n^-Ht//Aj!^«^+/<>^p' =9. 3470« + 7- »231 + 5. 31 44 = 1.78 45«» 

7-9985 4-*-504 26-h6. 57 2o«9. 61 31, 

log b, =: log{'- cos ni)'^cpl log i,-^ logg' =9.81 38+6.8495 -*- 5-3M4 = 1-97 77 • 
logba^log(^Cosna)'\'Cpllog%3 + logq' = 9. 55031» + 7. 12 20+ 5. 31 44 = 1.9867». 
log bj^ log{-~ cosns) •\' cpl hgij -^^ logg' =9- 99 89« + 6. 99 25 + 5. 31 44 = 2.3058». 

log b^ ^ log {-- cos n4) + cpl log i^-^ log q' =:^, 64^4 +6.95 55+ 5. 3M4 = 1.9M3 • 
logbj SS log('' cosns) -^ cpl log ij -^ logg' =9-9890 +7. 12 31 + 5. 31 44 = 2.4265 , 

8. 99 64 + 5. 04 26 + 6. 57 20 = o. 61 10, 
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IV 



sin H/ 

fff = + "-g7"e =- "0.7. 

stn Tig . 
a, =-t--r — p* = — »5 5*4. 



a^= + 






^' =» -h 167,1. 



«'" nj ^ 



^öJlU 



*, = 


— 5— e =+ 95.0. 


= + I. 


*,- 


eetnt , 
,, P - 97.0. 


= ■+- I, 


»J- 


COS lij . 
j-^^ = —101.1, 


0«+ '. 


*^- 


"7^--+ 81.1. 


f/ « + I. 


*J- 


^^J"'^e- -+167.0. 


rj = + I. 



Mit den für /, a, d, c erhaltenen Werten ergeben sich nunmehr die Fehler- 
gleichungen (7) Seite 141: 

V, ^ o — 1 10,7 dl -I- 95,0 ^p + ffg, 
vg == o — 155,4 <^S— 97fO<^^-h<^4f 
«f, =s 4- 10 - 14,3 <f j — 101,1 <^^ + ^j, 
w^« — 10+ 167.1 <fj-f- 8i,i<^1) + <f3f 
»/«-+- 8— 60,9 tr£+ 167,0 iTp + ifi. 



Reduzierte Fehlergleichungen. 
§54. 

In manchen Fällen kann die Rechnung vereinfacht werden durch eine Reduktion der 
umgeformten Fehlergleichungen. 

1. Wenn die Fehlergleichungen sind: 

V, =/, -+- «i «fj + */ <f^ + di Gewicht p, = i, 

(i) Vj=»/j+aj<^ + *|cf9+<ra „ /1|=1. 

• • • • 

• • • • 

• • • • 

wenn also in den Teblergleicbungen die Faktoren einer der Unbekannten (imtlich gleich 
+ I sind und sSmlliche Beobachtnngsergebnisie das gleiche Gewicht t haben , so können 
diese Fehlergleichungen ersctxt werden durch die reduzierten Feblergleichungen: 

t„-(/,_fZ3)4.(a,-fe3),fj + (A,-£J),f^. Gewicht >»,=. I. 

„=»(/._t^)H.(«,_lfJ)<rj + (*,_^)<f^. .. ,,... 

..=(/,:[£])+(..l[£]),rj+(*.:i£!),,. .. ^.... 

Fflr die richtige Bildung der Faktoren der reduzierten Fehlergleichungen ergtebt sich 
eine Probe dadurch, dafs die Summe der Faktoren gleich Null sein mufs, abgesehen von 
den durch Abrundung der letzten Stellen entstehenden kleinen Abweichungen. 

Wenn die in den reduzierten Fehlergleichungen vorkommenden Unbekannten 61 und 
d\^ nach den im folgenden Paragraphen darzulegenden Verfahren entwickelt worden sind, 
erhält man die durch die Reduklion ausgeschiedene Unbekannte &^ nach: 



(3) 



n n n 
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2. Beispiel. 4. Fortsetzung. 

Aus den in der 3. Foruetzung des 2. Beispiels erhaltenen umgeformten Fehler- 
gleichungen am Schlüsse des § 53 ergeben sich die reduzierten Fehlergleichungen wie 
folgt. Es ist: 



(/]_-*.o 



== - 0,4, 



[ö] _ - ^74,^ 



5 



= - 54.8. 



W 



144.9 
5 



= ■+- 29A 



und daher nach ( z ) 



55,9 (fl + 66.0 (f^, Gewicht p, 



v/ = -4- 0,4 ■ 

v^ = -h 0,4 — 200.6 <fj — 126,0 (^t), ,, p3 = 

vj= -h 10,4 4- 40,5 cfj — 23 1,2 cf p. „ pj = 

v^= - X9,6 + 221,9 (fj + 53ri<^^. „ p4 = 

vj = + 8i4 — 6^<^I "^Jüiii^^' '• ^^ "^ 

0,0 — 0,2 — 0,1 

Die Unbekannte ^l ergibt sich dann nach ( 3 ) zu : 

<^i = + 0,4 -♦- 54,8 rfj -- i9»o (f ^. 

2. Die umgeformten Fehlergleichungen 

z/i =// + Sl, Gewicht ^ =• i. 

(4) »J=/j +<^S» .. /j=i. 



können redusiert werden auf die eine Fehlergleichung: 

r /l _ /, I « — I 
( 5 ) «;^ =/^ — LLJ — ^ 4. ajj «f j -h *^ d'Q, Gewicht />j == i = 1 



oder wenn der Näherungswert 3 so bestimmt wird, dafs [/]—/« = © wird, auf: 
( 6 ) V2 =/r 4- a^ <f j + *^ <f p, 



^ . ,. 1 w — I 
Gewicht pa "= i = « 



Fig. tos. 




wonach die Unbekannte 61 folgt *u: 



(7) ,i^-q-'^s^-'^s^,. 



3. Beispiel. 

Zur Bestimmung der Koordinaten *, y 
des Punktes /*= § 14 im Anschlufs an 
die gegebenen Punkte 56, §81 59* 0'°* 
§11. §11. §13 liegen die Ergebnisse der 
Beobachtungen der in Fig. 105 dargestellten 
Richtungen vor. Es seien auf §8 beob- 
achtet die Richtungen 

nach 5 13- o/j = ooqo'oo*, 

„ §11: an = 55 19 *3i 

„ §14: c =79 58 45. 

„ §10; a/ö==96 05 Ig. 

Zur Aufstellung der Fehlergleichungen 
für diese Beobachtungsergebnisse sind von 



10* 
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den gegebenen und als fehlerfrei anzusehenden Elementen zu benutzen die Neigungen 
der Strahlen von ^g nach den gegebenen Punkten §13, gii, ^10: 

^»3= 67037*26', 
y// = 122 56 47. 
^10 = 163 4* 41. 

*= 20347.78, 
y = «39 668,14' 



und die Koordinaten des § g 



Die Gleichungen fUr die Beziehungen zwischen den wahren Werten {atj\t («/A («)• 
(ff/tf) der beobachteten Richtungen und den wahren Werten (x), (y) der unbekannten Ko- 
ordinaten, sowie dem wahren Werte {%8) des noch unbekannten Orientirungswinkels der auf 
§8 beobachteten Richtungen gestalten sich ganz ähnlich wie im 2. Beispiel, nur mit dem 
Unterschiede, dafs die Neigungen •'/j, vtt% *ßo* welche sich aus den gegebenen Koordi- 
naten xs, ys des ^g und den gegebenen Koordinaten X/j, ^/j, Xu, y,t, x,o^ yto der 
Punkte 513, 511, §10 ergeben, ak die wahren Werte dieser Neigungen anzunehmen 
sind, so dafs erhalten wirdt 

'^f3 4- {^8^ - (ä/j) = o, 
'vti 4- (««?) — (of//) = o. 



9rctg 



X8—(x) 



q' 4- M - (a) = o. 



^io -H («*) - (tno) = o. 
Hieraus ergeben sich nach § 5a die Fehlergleichungen ( 4 ) : 

und nach § S3 ^^ umgeformten Fehlergleichungen (7): 

f / =// -4- ^iSf 

V =r/ 4- fl <f J 4- * <f ^ + di<ft 
Dierin ist nach (4] und (5) im § 53: 

•'/i -+- j<? = 10* , 

^lo-^ 18= 10^, 
woraus folgt: 

ft ^rtj-^hS — a/j, 
/»=»'// -h J«? — an , 
/ =n -i-i.? — o, 
A = v/o -H 8* — «/o» 

[/]-/= [>-«] + 38^. 
Wird nun der NIherungswert 18 des Orientierungswinkels so bestimmt, da& 

3 



// =e 10/ — ff/j, 
/2 = tDf ^ ff II I 

/ =10 — w. 



38^=~[v-«], also J*==-" 
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wird, so wird [/] — / = o» womit sich aus den umgeformten Fehlergleichungen nach 
(5)1 (^) Auf Seite 147 dite eine redtuierte Fehlergleichung 

v^f+a^l + bd^t .Gewicht /=s^—-^r=| 

4 
ergibt 

Im obigen Beispiel wird: 

yij — 9jj= 67«37'a6'— o»oo'oo'= 67»37'a6' /r «^ i^^j — «<, + a^«=-4- 1* 
»'// - tili « 142 56 47 — 55 »9 *3 = ^7 37 ^4 /» =- «*i - «// 4- a<y = — i' 
i'/» - «4tf— 163 4» 44 — 96 05 18 = 67 37 24 fj-^ v,o - «^0-4-8«?= - i' 



kniü, 



.67 37 15 



3 

Ferner erhSlt man mit den genäherten Koordinaten des Punlftlfcs iP =» § t4 : 
S= 17 9« 7*57. ^ = «41 »10.03! 



jr^Ä 00347,78, 
S= i7 9»7»57. 



^^= «35^668,14. 



JK*— S = + *430#*i» I ^*-^= - t 54i#89 



Äy (**- J) « 3^18565^ 

AF^/^tt = 9.8o«40», 
" = 3*7*36' »4'. 
/= (n ib i80«) 4- a^ - a « 147* 36' «4* - 67«^ 37' 25' - 79* 58' 45* = + M\ 

a = + -j-p' = - 3«.4. I ^ = j-e'«' — 60.5, 

urid dmit dl6 reduzierte Fehlergleichung (6) auf Seite 147: 

V = 4- 14 - 38.4 <f j - 60,5 <f ^, Gewicht / = J. 
(fg^ wird dknn nach (7) gefunden zu: 

f a b 

rfj^ ar _ Z^ - _. <f j — -. ,f tj «. -. 3, 5 4. 9,6 (Ts 4- 1 5,1 c^^, 
n fi n 

Ebensolche Feblergleichungen ergeben sich fttr die auf doi übrigen gegebenen Punkten 
beobachteten Richtungen, so dafs man, wenn man noch die Fehlergltichungen ftlr die auf 
dem zu bestimmenden Punkt beobachteten Richtungen, welche wie im 2. Beis^fel erhalten 
werden, hinzufügt, schlielslich zu folgenden 9 reduzierten FehleYgldchangen gelangt: 

Ss: Vi — + 14.0 — 38.4 <fS — 60,5 tfl). Gewicht ^i ==s|, 
|ij: », — — 9,0+ 7,3ir5 — 633ir^, „ Pm ^it 
g XX : 99 -> — »,o + 80,5 ^i 4- 6.9 cTli, „ >j « f , 
^xo:9^»4- ».o— 7.« «'S + 9*»7 <^*. .. ^^-*|i 

S S: «'j « — 8,2 - 53.9 ^l — 54.3 «'»J. Gewidit /^ — t , 

§13: «'tf«— 3i»— S,»if|— 57.x<f1>, ., p6 = i^ 

§9: iry=34- 5.» + 20,6crs— o.8ffl|. .. ^ — X. 

^xi: ir^— - 4.» + 65.oc;x4-i3#xt^J>. .. /^=i. 

^xo: ry=3 4- 9#»-»3.3<'5 + 9M'4» •»• /p «= i- 
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, Normalgleichuogen und deren AoflBsung. 

§55. 

Ni6h €fo tungeformten oder redOzierten Fehlergleicbnqgco: 
-v, =// 4- 0/ <f J 4- */ <^^ 4- O <fa H . 

( I ) »j =/j + aj <f J -f. *j <f Jj -4- O <f J 4- . . .. 

vn «/» 4- «I» tf J 4- *i» ^^ 4- Ci» <fa 4- . . . 

sollen nun die Gröfsen (f£, dt^, «f), ... derart bestimmt werden, dafr die Qttadratsumme 
der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler [vv], oder bei nicht gleichgewichtigen Beob- 
achtungen die Summe der mit den Gewichten der einzelnen Beobachtungen multiplizierten 
Quadrate der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler [pvv] ein Minimum wird. Bildet man 
nach obigen Fehlergleichungen den Ausdruck für [/vv], so erhält man: 

(.1) [/vv]«[i>//)4-a[/a/l di + %[pb/] ffr^-^tlpc/] <f j 4- . 

4- Oaa] <f{ <f J 4- ^ [pab] <f j <f ^ 4- i [pac] <f j iTj h- . 

4- [pbö]1f\^d\i'h^[pbc]d\idl+, 

4-. 

Diejenigen Werte der Gröfsen <f|, <f)), ^3, ..., welche [pw] zu einem Minimum 
machen« erhält man nun, indem man den Ausdruck fUr [pw] nach deto einzelnen Gröfsen 
differenziert, die partiellen Üifiierentialquotienten gleich Null setzt und die damit erhaltenen 
Gleichungen nach den einzelnen Gröfsen auflöst. 

Als DifferentialquotieDtfiD erhSIt man: 

i^^=i[>*i/]4-ibaa]<fji4-x[/a*]<f^ + i[/iii:]*fa4-..M 

^^^^ = i[pc/] + z[pac]di + z[pbc]dti'^2lpcc]di-h^.., 

Setzt man diese Differeiltialquotienten einzeln gleich Null und dividiert durch i, so 
erhält man: 

[/«/] + C:^«*] <fl + [/«*] ^^ + [/«O <f 4 + . . . = o. 

oder mit der einfacheren Bezeichnung der Faktoren: 

[pa/]^Fi, [paa]:=Ai, [pab]=:Bi, [pac] = Cj, , . ,, 
(5) [i>V] = ^^. [pbb]=^jBj. [pbc] = C^,,,., 

Ft-hAidi-hB/dti-hCid^-h... =^o, 

( 6 ) /> 4- -5/ c^E 4- ^^ <f ^ 4- G <^3 + . . . = o» 

-^j 4- C/ (f j 4- C^ d^ 4- Cj (f J 4- . . . = o, 
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Die GleidittiigeD (4) oder (6) werden als „Normalgleichungen*' oder ,^nd- 
gleichungen** bezeichnet. 



Die ^ormalgleichungen werden aufgelöst wie folgt:*) 



(7) 



+ /^i|| = o; 



-Sc. 








= 0, 

= 0, 


-(n) 




ö#<f^ + C«ifs 4- SD*<fi> . . 


• + S*|l = o; 


(}) 




+ C,<f^ 




. + F3 


«0, 
«0, 

= 0, 


-(in) 




«j*J + iDjrfo . . 


. + »j 


= 0; 


(4) 
-Ion, 


Z)/<fS 








= 0, 
r=0, 

= 0, 


-(IV) 






^4dX> . . , 


+ 94 


=-0; 




• • • 


. . . 


. ... 


• • • • • • 


• • • 


• « • 



Hierin ist, wie leicht etdchdidi: 

9.=.ä-^'A. «,=.C,-f!ft, il)*=.Z>,-5r/>, 5,n*/i-.^V,} 

^t At Jt.t Am 

Die Gleiciimigen (I), (ü), (m), (IV), ... werden «b »reduderte Norm«l- 
gleidmngen" beseidineb Au denselbco eigeiKD dch die AadefUDgen ^j, ifl^ <f}, ^p, . . . 
nadi den Foimeln: 






(9) 






rf,__^..._^.f». 



%• 



J. 'i ^'J« ^'J. ^'.»K 



*) Bei der praktiiciMn Amrendung' bleibt dM Itakt von den ciafetra|eBie& fetten Vertikalliiiinn Stehende 
als uaaötig weg. 
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Durch Zulegnng der Änderungen d^, dX^ zu den genäherten Koordinaten £, ^ erhält 
aian nach (i) im § 53 die wahrscheinlichsten Werte x» y der gesuchten Koordinaten mit: 

jt = 5 -h <f j = «40 323,75 ■+■ 0.16 == «40 3*3.91» 
^ SB ^ + (f 9 =s 306,00 -f- 0,24 = 306,24. 

2. Beispiel, 5. Fortsetzung. 
Mit den in der 4. Fortsetsang erhaltenen Faktoren der reduzierten Fehlergleichungen 
auf S. 147 und den dort erhaltenen Gewichten ergeben «ich die Faktoren der Normal- 
gleichangen wie folgt: 



b. 



paa. 



pab. 



paf. 



pbb. 



pbf. 



Pa 

Ps 

P4 

Ps 



56 
201 

41 
222 



66 
X26 
23X 

53 
23S 



0,4 

0,4 
10,4 
19,6 



3136 
40401 

1681 

49284 

36 



3696 
25 326 

9471 
II 766 

1428 



94538 



-h I 22 497 



22 

80 

426 

4351 

50 



4356 
15876 
53361 

2809 
56644 



4077 



133046 II - 



26 

50 
2402 
1039 
1999 



1 466 



und damit die Nonnalgleichungen (4): 

— 4 077H-94 538<fj+ 22497<^* = o. 

— I 466 4- 22 497 cfj -f- 133 046 <f^ = o. 

Die Auflösung ^nach dem Schema (10) auf S. 152 ergibt : 




Otfa]. [ \fab\ 



l>«/l- 



|>**]. 



I>V]. 



Probe.») 



^/ + 94 538 Ä 



22497 



0,238 -■X + O1O43 



4077 



B»\ 



1^ 



S8.+ 



<fj+ 0,042 



133046 
5 355 



F^- 



B, 



F, 



127 691 



8fi 



crij = 



a 



1466 
968 



♦) Vgl. § 56 No. a. 



-£'. 



498 






+ 0,004 



I75i3 F, 



2,0 Fadt^ 



I77»3 



171,2 
"- 5.9 



177.1 



Der Wert von dl ist nach (3) im § 54: 

<f 8 = 4- 0,4 -H 54,8 dl — 29,0 <f 1) = 4- 2,6. 

Mit diesen Werten von <fs, (f^, (fg ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte der 
Unbekannten nach (i) im § 53 zu: 

jt==j-f-d'5= 22079,47 + 0,04= 22079.51, 
^ = ^ 4- (^Ij = X43 282,03 -f- 0,00 = X43 282,03, 

» = 3 + <^a = 130*» 38' 35' + 3' = 130'' 38' 38' 

Rechenproben und mittlerer Fehler. 

§ 56. 

1. Zur Probe für die richtige Ausführung der Rechnungen nach den Formeln der 
§§ 47 bis 54 werden die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler z//, v^, vj, ... vn einmal 
nach den Fehlergleichungen des § 52 und zum zweitenmal nach den umgeformten oder 
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rednsierten FehlergleicbüDgen der §§ $3 oder 54 berechnet Die £igebni»e beider Rech- 
nungen mOssen bis auf die durch die unvermeidlichen Ungentulgkeitco der Rechovilga^ 
bedingten kleinen Abweichungen mit einander abercinstimmen, 

X. Beispiel, 5. Fortsetsang. 

Mit den erhaltenen wahrscheinlichsten Werten der KoordlnaiCD 4P, y- Cfgebcn sich 
suiiSchst die Koordinatennnterschiede: 



4P — */ = ■403*3.9» — "40548.30 « — *24,39, 
x^xm^ .40323.91 — «40570,58 =« — »46#67i 
jf — «j ^ «403*3.91 — «40*97.7* =* + *6*i9. 
jt — jf^» >4o 3*3.91 — «40056,19 =s 4. a67,6a, 
jf — «j = »403*3.91 — «40*46,43 *» -h 77.48. 



> — >/ ^ 3o6,*4 — 61,99 « + *44.*5. 
y—y»^ 3o6.*4 — 4*0,30 — — 1 14.06, 
y-yj^ 3o6,*4 - 55*.o3 =» - *45»79t 
>'^>^— 3o6.*4— 176,00 -.^- 30,*4. 
y'-ys'^ 3o6,*4 — ■896,99 = + 409.*5. 



531,10 107,31 +3*3*89. 



6x9.55 719.3* — 99.77. 

und damit nach den Fehlergleichangen (1) des § 51 die wahrscheinlichsten Beobtchtongs- 
fehler: 

Vi = }/{x^XiY-^{y-'yiy — Sm «y ii4,39^ + *44>*5* — 33X.6o = + oi,o8, 
Vm = V {x - x»y ^{y^y^f ^SM^ y ufifif 4- X X4,o6* -> i7i,oo — - 0.14, 
vj = V(* — *|)*4-tr— ^j)* — ss ="1^ *6,i9* + *45.79* ~ *47iXO = + 0,08, 
V4^M(x - x^ -I- b - yif — *^= 1^*67,61^+ 30,14* - 169,50» — 0,18, 
vs =y(* - ^^y-f- Ck - ^'j)' - *j «K 77*48* + 409.*5' - 4x6,70— - 0,18- 

Femer ergeben sich die wahrscheinlichsten Beobachtongsfefaler nach den umgeformten 
Fehlergleichungen (7) des § 53 su: 

V, —fi 4- fli «flH- *i <^JJ — + o,ox — 0,677 (+ 0,163) + 0,736 (+ 0,141) as H- 0.077, 
vm =/i + a, cTi + *, (T^ » + 0,01 — 0,907 (H- o, 163) — 0,410 (-h 0,141) a= — 0,139, 
vj =/j 4- «1 cf j + *, iflj «= -h 0,30 -h 0,105 (+ 0,163) — 0,994 (4- o,14t) «^ 4- 0,077, 
^4^/4-^ ^4^1 + ^4^^ =* — 0,36 4- 0,994 (4- 0,163) 4-o<xxi (4- o,i4x) = — o,x7x, 
vs ^fs-^^S <^J 4- *i-<f5 « — 0,45 4- o,x86 (+0,163) 4- 0.983 (+ 0.141) « — 0,183» 

~ 0.49 - 0,199 <+ 0. 163) +0,4x7 (+ Q,14X J — OM39. 

9b Beispiel, 6. Fortsetsnng. 

Im 1. Beispiel erhslt man zunächst mit den wihrschdiüichsten Werten der Koordi* 
naten x, y die Koordinatenonterschiede : 

^i— .J^s=»4**09,x5— ■43*8»,oj«»-.. 1071.88, 
>#->='«4*576iX8-«43*8i.03« - 705.85. 
ys-y « «43 *io,38- fc43 *8*,o3 = — 71,65, 
^.r->=«44*76.*x-M3*8*#03«:+ 994.18, 
ys-y^ »43 «'4*S6 -»43 *8*,Q3 "« - 167^47. 

a86,48 



xy--4c=«iii58,5*-*io79,5i = — 9*0.99» 
;ei-*=»ii347i59"***079.5X=*+ *68,o8k 
jfj-*=i3094,54-**o79.5X'=' + xox5i03f 
*^-jc:;^ii 591,03-11079,51 «^ 488148^ 
^j— «=iX345|08-*i079.5x«s- 734*43. 

536,76 



397.55 - 860.79, 

und danach die entsprechenden Neigungea ri, r«, vj, v^, t^: 

ic£rf^4tj «iüöiifO'i -^) - ipsl^i -•*) ^3'0% 655« — 1^96416« =s o.d6 619 , ür/ -• 
Ä?^/^^;» = Ä?^,-/)-/j?^x,— »)=i^87X»— *4«8*7 ««04*044». y« — 
/<?^(r*'^=Ay^j-^)-fo^*j— «)«x,855**i»-i«o*648 «=:8.84874i»> rs^ 
•/ö/<r^#==A?^Cy^— ^)-Äj^*.^— *)=**99746 — 3.68884»^o.3o86iig, f^« 
ÄVr4f^f==^/<'^>'^'-^)-M*f— *)==*•** 394«^*-86595i»«9.35799 • rf^* 



4x0.15 — 013,67, 



**95 588 3*95 380 9.00108. 



ii9<>ax'ftx'» 
*90 47 49 • 
355 57 44 ^ 
X16 10 00 , 

»9* 50 43 . 
07 37 • 
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Damit ergeben sich die wahrscheinlichsten B^bachtnngsfehler nach den Fehler- 
gleichnngen (4) des § 5% lu: 

9/ ay^^-s — oj = ai90 2i'ax' + i30<>38' 38' — qpoo'oo'«— i', 
vj«*'*-^» — «#«=290 47 49 4-130 38 3Ä — 6x a6 33 s= — 6 , 
v, = «'j + «-"«>=355 5/44 +130 3838 —"6 36 10 »= -f i» , 
vyss'F^ + i— «^as 116 10 00 + 130 38 38 —246 48 49 = — II , 
i'j = *'j + » — «f= 19» 50 43 + «30 38 38 — 3*3 *9 H =+ 7 I 
07 37 13 10 10 46 4- I. 

Der zweite Wert fOr die watocfaefadichsten Beobachtongsfchler ergibt sich nach den 
fediuierten Fehlergleichungen auf S*«- Z47 mit: 

»/ = 4- 0.4 - 55»9 (4- 0,04) 4- 66,0 (0,00) = - i,8'. 
V* = 4- 0,4 — 200,6 (4- 0,04) — 126,0 {0,00) = — 7,6 , 
vj=: + 10,4 -4- 40,5 (4- 0,04) - 231,2 (0,00) = 4- ii.o , 
r^= - 19,6 + 221,9 (4- 0,04) 4- 53.» (0,00) =• - 10,7 , 
vj ^-h 8,4— 6.1 (+0,04) 4- 238.0 (0,00 ) = 4- 8;*, 
0,0— 0,2(4-0,04)— 0,1(0.00) 4- 0,1. 

2. Femer bietet sich eine Probe fOr die richtige und genügend genaue Bildung 
def Faktoren der Normalgleichungen und für ihre richtige Auflösung dadurch» dafs über- 
einstimmend sein muCs: 



ond auch: 
(») 



[Pvv]^[p//] + J, oder [pvv]^{p//]^s. 



X.Beispiel, 6. Fortsetsang. 
Im T. Beispiel erhUli aum nach ( x ): 

Fidi 4- /"^crij«: ^ 2,624 (4- 0,163) - ».948 (4- 0.241) « - x.138 — I, 
~ T ^' - s^8f* — +0,173 (- ».644) 4- 0.441 ( -4,841) = - 1,1 J9 » 1. 



fVp. 



0,023 
0,026 

o,68x 
0,947 
0,744 



v}/p. 



0.179 
0,629 

0.175 
0,450 
0,295 



Pf/' 



0,000 
o,oox 
0.464 

0.897 
0,514 



1.886 



pvv. 



0,032^ 

0,396 
0,030 

0,202 
0,087 



0,747 



Femer erhält man mit den nach § 53 gefundenen 
Werten von /r, /*i /r» At /f »od den obigen Werten 
▼on Vif V«» V|, v^, Vj, sowie den Gewichten pt^pa^ pj, 
P4^ Ps* ^^ nebenstehende Rechnung, und weiter 
nach (2) 

[pvv\ - [///] — JT = 0,747 - 1.886 = — i,x39, 
was mit dem Ergebnis Ton ( i ) übereinstimmt. 



2. Beispiel, 7.F0Ftsetsting. 
Im 2. Beipiel ist nach (1): 

JPt^l 4- -^Ä cf Jj ■= — 4 077 (4- 0.042) - 1 466 (4- 0/504) = — 177.« «» St 

*" :ii ^' ^ ^ ^' "^ "^ ®'^5 (■■ ^ ^77) 4- 0,004 (- 49«) « - X77»3 — -35; 
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!V. 



/. 



0,4 

0.4 

10,4 

19,6 

8.4 



X.8 
7.6 

ll.O 

10,7 

8.2 



pff' 



0,1 

0,2 

io8,2 

384«2 

70,6 



563.4 



pvv. 



3.2 
57.8 

144.0 

"4.5 
67,1 



386,7 



Ferner erhält man mit den auf S. 147 ersielten 
Werten von /»% fa, f^% f4% fs und den «nf S. iß cr^ 
haltenen Werten von vn Vg, vj. v^* vj, sowie den 
Gewichten.// = pf:=: pj ^ss p;^ ^s^ p^ = i wiederum die 
nebenstehende Rechnung, mithin nach {%) in ans- 
reichender Übereinstimmung mit ( i ): 

[pvvl - [pff] = !•= 386,7 - 563.4 = - 176,7. 

Die Proben nach ( z ) und ( 1 ) werden bei dte 
preufsischen Katastermessungen MStgmaproben" ge- 
nannt. 



3. Der mittlere Fehler tir der GewichCseinheit ergibt sich fltfs [>trtr], der AnfaU n 
der vorliegenden Beobachtungsergebnisse und der Ansah! q der xu bestimmenden Gröfsen nach: 



(3). 



I. Beispiel, 7. Foftsetsung. 
Hiemach Wird^im 1. Beispiel sein: 



m: 



n^q 5—* 



/OJ47 



'■ ± ÖI499" 



Den angesetsten Gewichten liegt als Gewichtseinheit das Gewicht einer unter mittleren 
Verhältnissen gemessenen Länge von 822» eu Grunde. Aus dem nach (3) erhaltenen 
mittleren Fehler dieser Gewichtseinheit findet man den mittleren Fehler einer unter mittleren 
Verhältnissen gemessenen Länge von loom als der für einzelne Strecken allgemein ge- 
bräuchlichen Gewichtseinheit mit dem sich durch Eingehen in die Geländespalte II der 
H Ulfstafel XI ergebenden Gewicht der Messung einer Länge von loom: 



P/öo = (II) 14,8. 
nach (13) im § 45 zu.* 



V)^ioo = (11) 3,85 



m 0.499 



=«±o,'i3». 



2. Beispiel. 8- Fortsetzung. 
Im 1. Beispiel erhält man den mittleren Fehler der Beobachtung einer Richtung vom 
Gewicht 1 nach (3) zu: 



«-? 5—1 



Kap. 9- Bedingte Beo1)aohtungen. 

Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen. 

§67. 

Liegen ftir eine Reihe von Gröfsen, aus welchen andere Gröfsen bestimmt werden 
sollen, die Ergebnisse direkter Beobachtungen vor, können diese Beobachtungsergebnisse 
aber nicht als die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Gröfsen angenommen werden, 
weil letztere bestimmte Bedingungen scharf erfüllen mttssen, so ist in erster Linie die Anzahl 
der zu erfüllenden Bedingungen festzustellen, nach der allgemeinen Regel, da(s die 
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Anzahl r der tu erfüllenden Bedingungen gleich ist der Anzahl der vor- 
liegenden Überschüssigen Bestimmungen der gesuchten Grölsen. 

Die Anzahl der flberschttssigen Bestimmungen lumn in folgender Weise festgestellt 
werden: 

Die Beobachtungsergebnisse werden fortlaufend mit arabischen Ziffern numeriert so 
dafs die letzte Nummer die Anzahl der vorliegenden Beobachtungsergebnisse angibt. Die 
Nummern werden in dio jugehörige Figur eingetragen und werden zur Bezeichnung der 
Beobachtungsergebnisse in der ganzen folgenden Rechnung beibehalten. 

Sodann werden in einer besonderen Figur diejenigen Beobachtungsergebnisse dargestellt, 
welche zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Grölsen erforderlich 
sind. Die aus der Figur zu entnehmende Anzahl q dieser Beobachtungsergebnisse von der 
Anzahl n der überhaupt vorliegenden Beobachtungsergebnisse subtrahiert, ergibt die Anzahl 
der abenchUssigen Bestimmungen, welche gleich ist der Anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen. 



Fig. xo6. 




A.// 



VA 

rJS 
logA 
logE 



|117 
28 



39 

3. ai 914 
3.24509 



A. 



§14 
gio 
^11 



Nr. 



Winkel. 



A 14 10 XI. 



I 

% 

3 II 44 



75 
60 



45 
18 



Nr. I Winkel. 



A 15 14 "• 



Fig. 107. 




Beispiel. 

Zur Bestimmung der §§ 14 und 15 im Anschlufs an 
die gegebenen §510, 11 und 12 seien in den den An- 
schljifs herstellenden drei Dreiecken die sämtlichen neun 
Winkel unabhängig von einander beobachtet worden. 

Die gegebenen Neigungen va und vb und die ge- 
gebenen Logarithmen der Längen A und B der Dreiecks- 
seiten §11 — §10 und §11— §11, sowie die vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse sind hier- 
neben zusammengestellt. 

Die Winkel seien viermal in 
beiden Lagen des Fernrohrs gleich 
genau beobachtet worden. In der 
nachfolgenden Rechnung möge 
für alle Winkel gleiches Gewicht 
/ SS I angenommen werden. Den 
vorliegenden it « 9 Beabachtungs- 
ergebnissen sind in dieserZusammen- 
stellung ihre Nummern vorgesetzt 
und letztere sind auch bereits in 
Fig. 106 eingetragen. 

Zur einfachen nicht versicherten 
Bestimmung der §514 und 15 im 
Anschlufs an die §§io, ix und \% sind nun 7 =» 4 der 
beobachteten Winkel, beispielsweise die in Fig. X07 dar- 
gestellten Winkel i. 3> 5 und 6 erforderlich. Die übrigen 
ff_^s>9 — 4SS3 Wiakel sind überschüssig und dem- 
nach ist auch die Anzahl der zu erfÜUcndcD Bedingungen 
r«5. 



S15 
§14 



§12 



A 12 15 II. 



Aufsuchung der zu erfüllenden Bedingungen. 

§ 58. 

Nach Feststellung der Anzahl der zu erfÜUenden Bedingungen . sind letztere aufzu- 
suchen und zwar unter Beachtung der Regel, dafs die zu erfüllenden Bedingungen 
von eiivander unabhängig sein müssen, so dafs ein und dieselbe Bedingung nicht 
mehrfach unter verschiedener -Form vorkommt. 
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IV. 



Die Bedingungen werden am einfachsten in der Weise gefunden, dafs in die Fignr, 
in welcher bereits die sur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen 
erforderlichen Beobachtüngsergebnisse dargestellt sind, die OberschUssigen Beobtchtungs« 
ergebnisse einzeln nacheinander ehigetragen werden, dafs fUr jedes einzelne ttberschQssIge 
Beobachtungsergebnis sogleich festgestellt wird, welche Bedingung sich durch seinen 
Hinzutritt ergibt und dafs in dem Falle, wo sich durch Hinzutritt eines Beobachtungs- 
ergebnisses mehrere Bedingungen ergeben, d^ijentge Bedingung gewühlt wird, welche von 
den bereits aufgestellten Bedingungen unabhängig ist 

Die Objekte (Punkte, Dreiecke, Polygone u. s. w.), für welche die zu erfüllenden 
Bedingungen gelten, werden sweckmftfsig durch die Buchstaben a, 6, r, . . . bezeichnet 

Beispiel 
Werden die in Fig. 107 dargestellten Winkel 2t 3i 5 und 6 als sur einfachen nicht 
versicherten Bestimmung der §§14 und 1$ erforderlich beibehalten, so ergibt sich durch 



Fig. 108. 




Hinsunahme : 

i) des Oberschassigen Winkels i nach Fig. loS die 
Bedingung, dafs die Summe der Winkel im 
A t4 to II gleich rr sein mufs, 
%) des Überschüssigen Winkels 4 nach Fig. 109 die- 
selbe Bedingung für ^15 14 11. 

3) des überschüssigen Winkels 9 nach Fig. ixo die 
Bedingung, dals die Summe dei Winkel auf 
.§11 gleich PE — VA eein mufs, 

4) des Überschüssigen Winkels 7, welcher nach 
Fig. 1 1 1 die trigonometrische Verbindung zwischen 
den gegebenen Dreiecksseiten herstellt, die Be- 
<lingung, dafs m dem Dreieckssystem xo xt xa 
15 14 aus der gegebenen Dreiecksseite |0— 11 
sich die ebenfalls gegebene Dreiecksseit^. x i — xa 
genau ergibt, 

5) des überschüssigen Winkels 8 nach Fig. ti% die 
Bedingung, dafs die Summe der Winkel im 
^121511 gleich n ist und ferner die Be- 
dingung, dafe die Summe der Winkel an dem 
Polygonzug 12 15 14 10 gleich 3 .n - (^jr — va) ist 

Die beiden Bedingungen unter Nr. 5 sind aber nicht 
unabhängig von einander, denn wenn eine derselben und 
die unter Nr. i , 2 und 3 erhaltenen Bedingungen erfüllt 
werden, so wird auch die andere erfüllt Demnach mufs 
eine der beiden Bedingungen ausgeschieden werden , und 
zwar am cweckmäfsigsten, um eine möglichst einfache Be 
dingung tu erhalten, die letzte. 

Die Objekte, auf welche sich die Bedingungen be 
ziehen, werden nun in der Weise bezeichnet, dafs die 
A A 14 10 1 1 , 15 14 1 1 , f 2 15 I x , auf welche sich die 
Bedingungen unter Nr. x , 2 und 5 beziehen, mit A«i 
A^i Ac. der §11, auf welchen sich die Bedingung 
anter Nr. 3 bezieht, mit Pd, und das Dreieckssystera 
xo XI X2 15 X4. auf welches sich die Bedingung unter Nr. 4 
beiieht, mit DSg bezeichnet werden. 
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Aafstellung der Bedingungsgleichungen. 

§59. 

Nachdem festgestellt ist, wie viele und welche Bedingungen zu erfüllen sind, mUssen 
diese in Gleichungen dargestellt werden. 

Bezeichnen I, II, III, IV, . .^ die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Gröfsen, 
*nir welche die Beobachtungsergebnisse i, 2, 3, 4, . . . vorliegen, und 5"«. 5^, 5^, . . . die SoU- 
betrfige, welche die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Gröfsen scharf erfüllen 
sollen, so ist die allgemeine Form der Bedingungsgleichungen: 



(I) 



/•a(i,n.ra.iv,...)=»5a, 
^3(1, n. in. IV,...) = 5*. 
/?'^(i.n.in,iv,...) = Ä. 



Die Ansidil der Bedingungsgleichungen ist immer gleich der Anzahl r der zu erfüllenden 
Bedingungen, also auch immer gleich der Anzahl n^q der Überschüssigen Beobachtungs- 
ergebnisse und immer kleiner als die Anzahl n der überhaupt vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnisse oder der zu bestimmenden wahrscheinlichsten Werte l, 11, III, IV, . . . der be- 
obaditeten Gröfsen. 

Beispiel. 

Nach den Im § 58 festgestellten Bedingungen ergeben sich die folgenden 5 Bedin« 
gUBgsgleichungen : 

Ä«: 1+ n-i-in«n = 5a, 

A*: IV-t- V-H VI«Tr«5*. 

A f : vn + vm + IX = 71 = 5f . 

/V: in.^- VI-^IXäi'ä — ^i«. oder 

^A+ ra + vi-fiX'^yÄ — ^'if, 

,sinJl smV sinVm 



(O 



DSg : A 



^ E, oder 



sin rxm IV sin VII 
log A'{-cpllogsml'hio^smli'^cpllogsmlV + lo^sm'^ 
+ epllog sm VII + iog sin VUI ^logE^ Sg. 

Die Anzahl 5 dieser Bedingungsgleichungen ist kleiner als die Anzahl 9 der zu be- 
stimmenden wahrscheinlichsten Werte I, II, m, ... IX der beobachteten Winkel 



Whfertprilclie zwUehen den Sollbetrlgen und den Beebachtungsergebnissen. 

§60. 

Werden in die Bedingungsgleichungen statt der wahrscheinlichsten Werte I, II, m, 
IV,... der beobachteten Gröfsen die vorliegenden Beobachtungsergebnisse 1, 1, 3, 4f • • • 
eingesetzt, so ergeben sich auf der rechten Seite nicht die SollbetrSge Sa^ Sd, Scf.», 
sondern die Beobachtungsergebnisse 6«. 6»i €«f* für die Sollbeträge, so dafs ist: 



(O 



i^a(l. », 3. 4f-) = ®«» 
Ec (i, 2. 3» 4i • • •) ■= ®^» 
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IV* 



erget 


Femer folgen aus der Vergleichung der Sollbeträge n 
missen die Widersprüche/«, />. /f,.. . nach: 

fa^= Sa — ©öl 
fb^Sb — ©5. 

Beispiel. 


Ait den bexttglichen Beobachtungs- 
Nach den im § 59 erhalte- 


Bez 
Objekte. 


eichn 

der 
Punkte. 


UDg 

Winkel. 


Be- 
obachtete 
Winkel. 

1 » 


DSe 




cpllog sin a, 
log sin ß. 


nen Bedingungsgleichungen er- 
geben sich folgende Formeln 
zur Berechnung der Beobach- 
tungsergebnisse 6 fUr die Soll- 
betrSge nach (i) und die 
Widersprüche/ nach (1): 

A«: I 4- 14- 3 = 6«« 
Aä: 4-4-5 4-6 = 6*, 


Aa 


§14 
§ 10 

§» 


a: I 

^:» 

6« 

Sa 
a-€. 


75 
60 

44 


06 

10 

31 


45 
58 
18 


logA 
Se^logE 


3."9M 
0. Ol 483 
9. 93 905 

0. 07 366 
9.95164 

0. xo 600 

9.94075 


ISO 
180 


00 
00 


XI 

00 

XX 


Ac: 7 4 8 4-9=^f' 

Pd: 3 4-6-|-9 = ©rf, 

DS,: logA-h cpllog sin x 

+ Äij^ jwi 1 -h cpllog sin 4 
^logsins-hcpllogsinj 
-hlogsinZ^B,. 

/b = Sb- ©*, 
fc^Sc- €c, 
fd^Sd—Bd, 


A3 


S«5 
S14 


• : 4 

^: 5 

Bi 

Si 

•»-6» 


57 
63 
58 


33 
*7 
58 


55 

30 

lO 


179 
180 


59 
00 


45 
00 

15 


A^ 


gi5 


."= 7 
^= 8 
y: 9 

Sc 

'x-Gc 


5» 
60 

67 


34 
44 
40 


30 
55 
*5 


f*^St — 6#. 

Die numerische Rechnung 
nach diesen Formeln gestaltet 
sich wie nebenstehend nach- 
gewiesen. Hierzu ist nur noch 
zu bemerken, dafs in den Drei- 
ecken jedesmal derjenige Win- 


«79 
180 


59 
00 


50 
00 
10 


3. 14 507 
3. 14 509 

-f 1 


Pd 


/rf=5 


"A 

3 
6 

9 
rf-6rf 


117 

44 
58 
67 


39 

3» 
58 
40 


45 

18 
10 

*5 


kel als An genommen ist, 
welcher in der Berechnung der 
Dreiecksseite 11 — 11 aus der 
Dreiecksseite 10— x» der 
Grundseite des Dreiecks ge- 


18 
18 


50 
51 

4- 


58 

06 

8 


genüberliegt und der Winkel 
als A/9, welcher in dieser Be- 
rechnung der Seite gegenüber-, 
liegt, welche aus der Grund- 










seite folgt. 
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Umgeformte Bedingungsgleichungeiu 



§61. 

Aus den Beobaclitungsergebnissen i, %, 3, 4,^.. folgen 4ie wahncbemlicbsten Werte 
I, n» ni, IV, ... der beobachteten Gröfsen durch Hinzufttgung der Verbesserungen (x), 
W» (3)> (4).-*-i 80 dafs ist: 



(O 



I « I + (I). 

ni « 3 + (3). 

IV «4 + (4). 



Werden diese AasdrOclce für die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Gröfsen 
in die Bedingungsgleichungen des § 59 eingeführt, so gehen dieselben ttber in: 



(O 



/•tf(i-h(i). 2-H(i). 3 -h (3). 4 4- (4). ...) = 5a» 
/i(i-H(i).2-*-W. 3 + (3). 4 4- (4)....)= 5*. 
/"rCi+iO.a-f (1). 3 + (3). 4 + {4)....) = '^^. 



Die Verbesserungen (i). (t), {3). (4), ... sind immer ▼erhältnismafsig kleine GrOfseni 
so dafs allgemein 

/*(! 4- (I). 4 -h (*). 3 + (3). 4 4- (4). . . .) « ^(i. 4. 3» 4. . . .) 

ist, womit obige Gleichungen abergehen in: 

/•»(..*. 3. 4.. ..)+^'(i) + ^^(*) + |^(3) + |5'u) + ...«5i,. 

(3) ^4(i.».3.4....)+^(') + ^(») + ^(3) + ^(4) + ----A. 



Werden fUr die partiellen Differentialquotienten die folgenden einfacheren Beseich- 
nungen eingeführt: 



(4) *.-^. 
^'^•ar' 



a/)> 



c, = 



a^ 



dPa 
= -^. 



ai^c 



und wird beachtet, dafs nach den Formeln des § 60 F(j, 2. 3. 4i • • = ^ "»d f^S--^ 
ist, so ergeben sich die folgenden umgeformten Bedingungsgleichungen: 



(5) 



fl/(i)-hö*W4-«j(3) 4-«-/ (4)4- ...=/a, 
*/ (I) 4- *^ (2) 4- h (3) 4- ^^ (4) 4- . . . ==/ä. 
O (1) 4- Ca W 4- cj (3) -h c^ (4) -h . . . =-/r. 



u 
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Beispiel. 

Nach den Bedingungsgleichungen des § 59 werden die folgenden partiellen Differential- 
quotienten erhalten: 



fl/ = -h 1 1 a^ =» -h I . «j = 

*i=4*=*J=0, Ä^ =r -I- I , 

Ci 7= Ca = Cj =s C4 ^ c^ r= c6 ^ 



I , a^ := aj -BS a^ ssf Of ^* (ls^== 0p =» o » 

5j = -hl, *^«+I. *;=r*^=*p=0, 



o = -+- 1 . 



f^ = 



-h I, 



r^ = -H I . 



I, 



rf/ == rf* = o , dfj = -I- I , d4 = dj=B0, rf^ «B -I- I , dj=sds^o, dg 

'/ = — Af f^f- 1 , 0=4- A/r/^ 2 , ^j » O, #^ =r — Af r(f 4 , ^/ == 4- A/<r(f 5, 

66 ^o, ej^^Mct£^7, es^ Jf^ Mctgl, fp^o. 

Die Differentialquotienten Mctgn^ unter A/ den Modul der gemeinen Logarithmen 
900,43419 verstanden., stellen die Änderungen dar, welche die log sinn fllr eine Einheit 
des Bogens n erleiden und die in den umgeformten FehlergleiChungen auftretenden Aus- 
drücke Mctg n • (n) die Änderungen, welche die iog sin n erleiden, wenn dem Bogen n die 
Verbesserung <n) im Bogenmafs hinzugefügt wird. In der auszuführenden Rechnung werden 
die Verbesserungen (n) aber in Sekunden angesetzt und deshalb ist den Ausdrücken 

Mctg n- (n) noch der Faktor ~ beizufügen. Femer sind diese Ausdrücke noch mit 

xoo 000 zu multiplizieren, weil der Widerspruch /, «s -{. 1 im § 60 in Einheiten der 
fünften Dezimalstelle der Logarithmen, also auch mit 1 00 000 multipliziert angesetzt ist. 
Demnach ergeben sich für die Faktoren der letzten umgeformten Fehlergleichung die 
folgenden Zahlenwerte; 



i ___ I 
(t' ^ 106 265 

r/^ I = -f. 0,27. 
ctg 1 = -1-0,57, 
r/^ 4 =- -f- 0.63. 
^'^ 5 =* ■+- 0'5o- 
ctg7 = -^ 0,79, 
f(f 8 = + 0,56. 



100 000 A/ — «= 0.21055, 
Q 



— 100 000 M -^ Ctgl es: - 0,06, 

9 

-♦- 100 000 Af-j ctg% « 4- 0,I2/. 
9 

100 000 M-j ctg 4 s=r — 0,13, 

9 

-h 100 000 M— ctg ^ =s -^ 0,1 1. 
9 

— 1 00 000 M— ctgy = — o, 17. 

Q 

H- 100 000 M —Ctg% =S 4- O.I2r 



Leichter können diese Zahlenwerte direkt aus der Logarithmentafel 
entnommen werden. Beispielsweise findet sich in der Logarithmentafel, dafs log sin \ 
^ log sin j^^ 06' 4^' sich für i' um 3 Einheiten und für i' nach der Proportionaltafel um 
0,05 Einheiten der fünften Stelle der Logarithmen ändert. Zu beachten ist, dafs den Tafel- 
differenzen der Sinus für Winkel zwischen {n und n negatives Vorzeichen zu geben ist. 

Mit den erhaltenen Zahlenwerten der Differentialquotienten und den im § 60 gefundenen 
Zahlenwerten der Widersprüche/ ergeben sich die folgenden umgeformter Bedingungs- 
gleichungen: 

(i)-i-(i)4-(3) = — ". 

(4) 4- (5) 4- (6) =4- 15. 

( 6 ) (7) + (8) + (9) « -H 10. 

(3) + (6) -i- (9) == -H 8. 

- 0,06 (I) -4- o,x2 (2) — 0,13 (4) + o,ix <5) — 0,17 (7) 4- o,X2 (8) « -f. a. 
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Korrelatengleichungen und Normalgleichungen. 
§ 62. 

Die Verbesserungen (x), (i), (3), (4), .«., welche zugleich die wahrscheinlichsten Werte 
der Beobachtungsfehler darstellen, sind nun nach den umgeformten Bedingungsgleichungen 
so zu bestimmen, dafs erstens diese erfüllt werden und dafs zweitens die Summe der mit 
den Gewichten der Beobachtungsergebnisse multiplizierten Quadrate der Verbesserungen oder 

(i) [i>(«)(«>l-//(0(i)-f/*(i)W-+-/j(3)(3)-l-/^(4)(4>-h... 

ein Minimum wird. 

Um dies zu erreichen, werden die umgeformten Bedingungsgleichungen des § 6z mit 
dieser Quadratsumme verbunden in der Weise, dafs dieselben zunächst mit den vorläufig 
noch unbestimmten Koeffizienten — liat — • i>ft^, — i>ci • • • multipliziert, also übergeführt 
werden in: 

— latka (1) — aa, *Ä (1) — laj ia (3) — la^ i^ (4) — , . , -f tka/m -« O» 

— ICjMc (I) -'^cgke (t) — 1 tfj *c (3) — » ^^ *c (4) — • • . -h * *c/c ■- O, 

und nunmehr zu der Quadratsumme addiert werden, womit Erhalten wird: 

[p («) {«)] «/, (X) (i) - lai ka (i) - tb, h (I) - ^ef kc{i)-... 

•hp^ (*) (2) — tag ha (l) — %ba h (l) — *^* *r (l) — . . . 
( 3 ) -4- /j (3) (3) - *«j *« (3) - 4*> ** (3) - »O *^ (3) - • • • 

4- ^^(4) (4) — !«-#*« (4) — **^^* (4) — tc^kei^) — ... 



4-* ka/a -H* hA -+•* ^c/e -h • • • 
Hiernach ergeben sich nun Ausdrücke für diejenigen Werte der Verbesserungen (i), 
(2)> (3)1 (4). •••» welche [p{n){n)] zu einem Minimum machen, indem der Ausdruck für 
[p{9f){n)] nach (1). {i), (3), (4),... differenziert wird und die partiellen Di£ferential- 
quotienten gleich Null gesetzt werden. 

Die partiellen Differentialquotienten sind: 



(4) 



9[/ (")(>«)] 



3(4) 



'■ — t/^(4) — »a^*« — ^^4h - xe^kc - .... 



Diese DifferentUlquorienten gleich Null gesetxt und tugleicb durch ip dividiert, 
liefern die folgenden Korrelatengleichungen: 

O" ^ *«+ -r- *'+T^ *« + ••• • 

fi fi t' 



(s) 



(1)=-^*,+^*»+-^*«+..., 

Ft P* P* 

P3 P3 P3 



P4 



P4 



P4 
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IV. 



Werden diese Ausdrücke für die Verbesserungen in die umgeformten Bedingungs- 
gleichungen des § 6i eingesetzt , so werden die folgenden Normalgleicbungen (oder 
Endgletchungen) erhalten: 



sO OO'sj ONVJ 



+ + + 



+ + + . . 



+ + + 



+ . . + 



+ I +1 + I 

O O • CO- p p 



|4 -sl « w 



M O 



+ + + 



+ 1 

o o 
M b 



+++. 



+ 1 

p o 



+ f + . 



+ 1 

o o 



++ ++ ++ 

CO CO OD 

ob' b b ' b b 

«4 1* MM M O 



•^Jt 



•^is 



•*!? 



•^^IS 



•*!? 



•^18: 



•*|5 



[t]'-- 


ab' 


*»+[7 


ic + . 


..=/., 


It]- 




-[^] 


*e + . 


..=/». 


[t]-- 




*, + [£^]*, + . 


..-/.. 



(6) 



Die Ansahl dieser Normalgleichungen ist gleich der 
Anzahl der Korrelaten Aa, kbt Me,... Demnach 
können die Zahlenwefte der Korrelaten aas diesen 
Gleichungen durch Auflösung derselben gewonnen wer- 
den. Werden mit den so erhaltenen Zahlenwerten der 
Korrelaten sodann die Zahlenwerte der Verbesserungen 
(0« (^)« ())• (4)* • •• ^^^ ^^^ Korrelatengleichungen (5) 
berechnet, so sind dies diejenigen Zahlenwerte, fttr welche 
[/ (") (^)] ^^ Minimum wird und welche auch diie um- 
geformten Bedingungsgleichungen erfUllen. 

Beispiel. 

Mit den im § 61 erhaltenen Zahlenwerten der Fak- 
toren a, 6, c, d e und mit dem im § 57 angenommenen 
Gewicht p s= 1 sämtlicher Beobachtungsergebnisse erge« 
ben sich die folgenden Korrelatengleichungen: 



(5) 



(l)=»*a — 0,06ir. 
(1) = *« -hO.Il*/. 
(3) « *« + kd. 



(4) = ** — 0,13 Ar» 

(5) = *5-hO,II k^ 

(6) « A^ -H kä. 



(7) = *r - 0,17 kt, 

(8) = ^tf 4-0,Il*r. 

(9) = i^ + k4. 



Die Faktoren der Normalgleichungen werden erhidten 
wie nebenstehend dargestellt ist. 

Mit den erhaltenen Faktoren und den im § 60 ge* 
fundenen Widersprüchen ergeben sich die folgenden 
Normalgleichungen : 



(6) 



J*« 



*«■ 



. 


. -f- *rf+ 0,o6*r= — 11. 


Ikt 


. + kd^ 0,0**^« +15, 


. -h 


3 *tf + *</— 0,05 */ = + 10. 


**-*- 


kc-hlkd .«-hg. 


%kb - o,< 


^^kc . +0,0903 *r«+ a. 
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AiiflSsang dsr Normalglefehongen, Berechnung der Verbesserungen und der 
wahrscheinlichsten Werte der beobachteten GrOfsen. 

§63. 

1. Werden Ar die Faktoren der Noimalgleichangen des § 62 die einfacheren Be- 
scichnungen: 



m 



(«) 






["*! 




ae 




'be 


,P, 


,P, 




Cj~ 


cc 

.7". 



... /^J — — />, 



einge(ttft| lo gehen sie Aber in: 

/i -f- 4* it« -f- ^/ ** -h Ci *r -h . . . « o , 

^j+ Cr *« -f- c:, *Ä -h C, *c-f. . . . «o. 



Diese Gleichungen haben dieselbe Form wie die Normalgleichnngen (6) im § 55« 
Sie können daher auch nach demselben Verfahren aufgelöst werden, wie diese Gleichungen« 

Beispiel. 
Die Auflösung der Normalgleichungen auf S. 166 ist nach dem Schema (10) auf 
S. 151 durchgeführt« wobei sugleich die erste Sigmaprobe nach Formel (x) im § 56 üi 
den beiden letzten Spalten gezogen ist 



2. Bfit den erhaltenen Zahlenwerten der Korrelaten 
(Ot Ms (3)» ... (9) i^'^ ^'^ Korrelatengleichungen (5) 
(i) ^ka-^ 0,06 4;^ CB — 4,8 — 0,06 (-#- »g.l) = - 
<l) »= *Ä 4- 0,14 Äw « — 4.8 + 0,1a (-h 18,*) = — 
•(3)«*«+ *4f = — 4»S -H 1,6«-- 

<4) a= *4 - 0,13 *r = -h 4,7 - 0'»3 (-H 48#4) = + 

(5) = *4 -h 0,11 *# = -h 4i7 + o»" (+ a8,a) = -H 

(6) = *5+ A^ — + 47 4- 1,6 = -f. 

(7) = *c - 0,17 Ar = -f 3»3 - 0.17 (+ a8,a) « — 
(8) « *c -h o,ia i# = -h 3.3 + 0,12 (4- ^%,^) = + 
(9) — *«+ Arf=»-#-3.3 -^ 1,6 «-4- 

ond hiermit die wahrscheinlichsten Werte I. II, III, .. 
nach den Formeln (x) des § 61 zu: 

I = I -h (I) ==.75006' 45#o' — 6,5' — 

lI = a-h(a)«6o IG 58fO — 1,4 = 

ni = 3 + (3) -» 44 3» »8,0 — 3,a « 

IV = 4 + (4) =«57 33 55»o -♦- '.<> — 

V«5-»-(5) = 63 27 30,0 -f-7.8 = 

VI«6 + (6)-=58 58 ao,o 4-6,3 — 

Vn=«7 4-{7) = 5i 3430.0 — irS -" 

vni = 8 -f (8) = 60 44 55,0 + 6,7 « 

IX«94-(9)=-67 4015.0 -*-4.9 == 



ergeben sich die Verbesserungen 
des § 61 zu; 



6,5\ 


dXD = 


41,1 


x#4 . 


W(i) = 


a,o 


3.4 s 


(3) (3) = 


lO.l 


XfO . 


(4) (4) = 


i.o 


7.8 , 


(5) (5) = 


60,8 


6,3 . 


(6) (6) = 


39.7 


1.5 . 


iDil) » 


1,1 


6.7. 


(8) (8) = 


44,9 


4,9 . 


(9) (9) = 


»4,0 




[(«)W3 = 


117,0 


. ., IX der beobachteten Grö&en 


75006' 38,5'. 




60 10 56,6 , 




44 3* »4,8 » 




57 33 56,0 , 




63 »7 37.8 • 




58 58 »6,3 , 




51 34 »8,5 . 




60 45 01,7 . 




67 40 


19,9 . 
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IV. 



' «a 
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Rechenproben und mittlerer Fehler. 
§64. 

1. ZoDächst ergibt sich die zweite Sigmaprobe, welche hier dann besteht, dafs die 
Summe der mit den Gewichten mnltiplixierteD Quadrate der Verbesserungen 

(i) !>(«){«)]«--? 

sein mnif, überetnstinimend mit der ersten Sigmaprobe nach ( x ) im § 56. 

Beispiel. 
Die im § 63 Nr. 2 neben der Berechnung der Verbesserungen durchgeführte Be* 
rechnung der Quadratsumme derselben hat [/ (n) (»)] s 227 geliefert, während nach § 63 
Nr. I sich — ^ = 224 ergeben hat. 

2. Femer bietet sich für die Zahlenwerte der Verbesserungen die weitere Probe, 
dals dieselben die umgeformten Bedingungsgleichungen (6) im § 61 erfüllen müssen. 

Beispiel. 
Es ist: 

(i)4-(2) + (3) = — 6,5— 1,4 — 31»=*— ".I. 
(4) 4- (5) + (6) = + 1,0 -h 7.8 + 6.3 = + X5.I . 
(7) -H (S) + (9) « - 1.5 -H 67 -H 4»9 = -H 'O.i , 
(3)-H(6) + (9) = — 3.*-H6,3-+-4,9 = + 8.0. 
— 0,06 (I) -f. 0,12 (2) — 0,13 (4) -f 0,11 (5) — 0,17 (7) + 0,12 (8) 
« -0,06 (- 6,5) -h 0,12 (- 1,4) -0,13 (4- 1,0) -Ho,ii (4.7,8) -0,17 (-1,5) -h 0,12(4-6,7) 

=s -h 2,0. 

Die umgeformten Bedingungs- 
gleichungen werden hiemach, wie 
eine Vergleichung mit den Glei- 
chungen (6) des § 61 seigt, bis 
auf o.i erfüllt. 



Bezeichnung 
der 



Objekte. 



Aa 



^c 



Punkte. 



§10 



Sxs 

§x. 






Pä 



I« 



Winkel. 



I 

n 
m 



IV 

V 

VI 



a: Vn 

ß: vm 

y: IX 



in 

VI 
IX 



Verbesserte 
Winkel. 



io^A 



75 
60 



179 



57 
63 
58 



180 



180 



217 
44 
58 
67 



28 



59 



51 



38.5 
56.6 
»4,8 



59.9 



56,0 
37»8 
26,3 



00,1 



»8,5 
01,7 

*9.9 



00, z 



e/l log sm a. 
log sin ß. 



3.21914 
0.01483 
9. 93 905 



o. 07 366 
9. 95 164 



o. 10 600 

9. 94 076 



45*0 

»4,8 
»6,3 
*9.9 



3. 24 508 



06,0 



8. Endlich müssen auch die 
wahrscheinlichsten Werte I, II, m, 
IV, ... der beobachteten Gröfsen 
die Bedingungsgleichungen (2) im 
§ 59 erfüllen. 

Beispiel. 

Die wahrscheinlichsten Werte 
I, II, m, . . . , IX der beobachteten 
Gröisen und die log sin derselben' 
sind nach Mafsgabe der Bedingungs- 
gleichuDgen (2) im § 59 neben- 
stehend zusammengestellt. 

Wie eine Vergleichung mit den 
Sollbeträgen ergibt , werden sämt- 
liche Bedingungsgleichungen bis 
auf eine Einheit der letzten Stelle 
ebcnfalb erfüllt. 
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4. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit ergibt sich aus der Quadratsuinnie 
[P {") (^)] ^^^ Verbesserungen und der Anzahl r der BedingUDgeD, welche gleich ist der An- 
zahl der überschüssigen Beobachtungen nach: 



(a) „ = ±l/f^<!ilü)J, 



Beispiel. 
Aus der erhaltenen Quadratsumme [p (n) {»)] =» 117 und der Anzahl r s: 5 der Be- 
dingungen ergibt sich der mittlere Fehler m^ der Gewichtseinheit zu: 



Als Gewichtseinheit ist vorläufig das Gewicht eines viermal in beiden Lagen des 
Femrohrs beobachteten Winkels genommen. Nach dieser Gewichtseinheit kommt der ein- 
maligen Beobachtung eines Winkels in beiden Lagen des Fernrohrs, deren Gewicht die 
gebräuchliche Gewichtseinheit ist, das Gewicht p0 = } zu. Demnach ist der mittlere . 
Fehler m der gebrii\ichlichen Gewichtseinheit nach (13) im § 43: 

m « ± mö Y-^ = ± 6,7 VT = ± 13.4'. 

¥0 

Reduzierte Bedingungs- und Korrelatengleichungen« 

§65. 

Liegen die umgeformten Bedingungsgleichungen 

(1)4- U)-+- (3)4- (4) + ...=/a, 

( I ) */ (I) -+- *^ (1) H- h (3) 4- *< (4) 4- . . . =/*. 

c, (I) -h O (1) -h cj (3) -h <:^ (4) -f . . . ^/c, 

und die Korrelatengleichungen 

(I) = *« -H ^/ ** -H Ci Mc-h . . •• 

(1) =» *a 4- ^j? ** -*- O *tf 4- . . .. 

^*^ (3) = *« + *j**4-0*^-H---. 

(4) =» *a 4- *^ it* -+- ^^ *f -I- . . .. 

vor , in denen a^ ^s um = aj := a^ sat ,,. « -h i und pi s=*p9 ^»Pjtbx p^ ,.,^i ist, so 
können dieselben reduziert werden auf die Bedingungsgleichungen 

(fi ((!)) 4- 02 ({!)) 4-. bj ((3)) -h ^ ((4)) 4- . . . W {{n 4- D) «/> - ^/« . 
O ((!)) 4- O i(i)) 4- O ((3)) 4- U M) 4- . . . W ((« + X)) =/c - ^/i. 

and die Korrelatengleichungcn 

((!)) = */ *^4-0 *tf4-..., 
((2)) -=*,** 4- 0*^4-..., 

(4) «4)) = *4t**4-C4r^c4-.... 



((•4-1))' 
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Aus diesen reduzierten Bedingungs- und Korrelatengleichungen ergeben sich unmittelbar 
die.xedttzierten Normalgleichungen, aus welchen die Korrelaten i^^ ht ••> durch Auflösung 
gefunden werden. 

Danach findet sich die Korrelate Jta aus: 

(5) it^==_Wit^-[£]^^«...4.±/^==((„^-i))^.2./,. 

n fi fi fi 

Denn aus den Gleichungen (i) und (a) ergeben sich Tolgende Normalgleichungen: 

[*] *« -h [**]** + [* *^ + •••= /3 . 
[^] *a -h [* ^] >* -f- [^ ^] *c + . . . = A . . 



deren erste fttr ift« den Alisdruck 

n n n 

liefert, .welcher -in die folgenden Gleichungen eingesetzt, die reduzierten Normalgleichungen 

ergibti und ganz dieselben Normalgleichungen werden auch aus den reduzierten Bedingungs- 
gleichungen (3) und den reduzierten Korrelatengleichungen (4) erhalten. 
Femer ergeben sich die Verbesserungen (i). U), (3), (4) ... nach: 

(2) = ((2))H-*a, 

(6) (3) = ((3))-H*a, 

(4) = ((4))H-*a, 

Dem sich bei Auflösung der reduzierten Normalgleichungen ergebenden Betrage 

— jr=r ^ gf ^ -f. ^ gf - 4- . . . ist der Betrag — /« hinzuzufügen, um [(«) («)] zu erhalten. 

Die Gleichungen (3) und (5) vereinfachen sich durch Wegfall der Glieder, in 
welchen /a vorkommt, wenn zunächst/« gleichmäfsig auf die betreffenden Beobachtungs- 
ergebnisse verteilt und dann die Widersprüche/^, /c, ... mit den so verbesserten Beob- 
a^tungsergebnissen berechnet werden, wenn also 



(7) »=2./.. 



1 = 1 -hV, 

2 = 2-hv, 

(8) 3 = 3+^. 

4 — 4-+-V, 



gebildet und die Wideisprttcha fb% Tc% ••• mit den erhaltenen Werten 1, 2i 3* 4, ••• 
berechnet werden. 

Die Reduktion erstreckt sich immer nur auf die Verbesserungen, welche in der Be- 
dmgungsgleichung vorkommen , in welcher die Faktoren «/ «» a^ = oj »■ a^ ss . . . = + i 
ist und auf die Korrelatengletchung 3 in welcher die zu diesen Faktoren gehörige Korre- 
late ha vorkommt, so dals auch n gleich ist der Anzahl dieser Verbesserungen oder Korre- 
latengleichungen. 
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Beispiel 
Werden in den im § 6i und § 62 erhaltenen umgeformten Bedingungsgleichungen 
und Korrelatengleichungen vorläufig statt der Zahlenwerte der Differentialquotienten und 
der Widersprüche wieder die Bezeichnungen a, *, c. d, e, /«, /^, /c, fy, /, gesetxt, so hat 
man für ( 5 ) im § 61 : 

a, (i) -I- Ca (1) 4- oj (3) = A 
(8) c7 (7)-+-^tf(8)4-cp(9)=A. 

*/ (I) -4- fi (^) + e^ (4) + ej (5) + tj (7) ^ es (8) «/#, 
und für (5) im § 62: 

(4) = */** + U **. 

(5) = *r ** -H 'j- */. 

Die Gewichte sind sämtlich = i und in der ersten Bedingungsgleichung ist agssaM 
r=saj= + i. Demnach können diese Gleichungen nach obigen Formeln (3) und (4) 
reduziert werden. 

In der ersten Bedingungsgleichung kommen nur die drei Verbesserungen (i), (i), (3) 
vor und die Korrelate ka kommt nur in den ersten 3 Korrelatengleichungen vor. Demnach 
erstreckt sich die Reduktion nur auf diese Verbesserungen bezw. Korrelatengleichungen. 

Somit ist: 

«=3. W=o, M=o, M = <fj, [e]=ei'\-eg, 
und danach ergeben sich die folgenden reduzierten Bedingungs- und Korrelatengleichungen: 

b4 (4) 4-*^ (5) 4-^^(6) =A 
C7 (7) 4-^<? (8) 4-^p(9)==/:. 



(9) 



(1) = ai ka-i-fj **, 

(2) ^ajia-h fj kg, 
{l)=^ajka-\-djkj. 



(7) ^^cj kc-^ e-j kg, 

(8) ^cskc-if ea kg, 

(9) = ^p *c -H dg kd. 



( 10 ) dj ((3)) 4- d6 (6) + dg (9) 4- dj ((10)) = 



=A-fA 



O ((0) -*- -r^ ((!)) 4- *^ (4) 4- e^ (5) 4- *7 (7)4-**(8)4-(*/4-^#)((io))==/r- 



*/4-0 



A 



(") 



((i)) = -r/*/. 
((a))=o*r. 
({3)) = ^J*^. 

((IG)) ^-'^kd 

3 



*/ 4- o 



(4) ^h^^-^ U *'» 

(5) = *5- *^ 4- ff */, 

(6) = *rf*^4-rf<f*y, 



(7) = O ^c 4- *7 *'» 

(8) = tf^>c4-*-^**, 
{9)=^c,kc'^dgkd9 



(12) 



FUr die Korrelate >&« folgt aus ( 5 ) : 

tf/4- 



^a — 

3 



kd- 



3 



•**+i/«==((to))4-iA 



und für die Verbesserungen (i), (2), (3) nach (6): 

(I) = ((!))•+ *^, 

(13) (2) = (W)-4-*a, 

(3) = ((3))4.*a. 

In der ersten der reduzierten Bedingungsgleicbungen (xo) sind die Faktoren ä^ = ij- fe» ba 
= 4* X und für die 3 Korrelatengleichungen (xi), in welchen k^ vorkommt, ist das Gewicht 
3= I. Demnach können die Gleichungen weiter reduziert werden. Hierfür ist: 

«=3. W=o. [d]==dö, W=*<f/4-*/. 
In der ersten der nach Ausführung dieser Reduktion verbleibenden Bedingungs- 
gleichungen ist dann weiter cj = cs= cp^ -{- 1 und für die 3 Korrelatengleichungen, 
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1 

in welchen kc vorkommt, ist das Gewicht « i. Demnach kann die Reduktion noch fort- j| 


gesetzt werden und hierfür ist: 




« == 3. M = ^9^ W = '7 -i- '^• 




A Bedin gu ngsgleich u n 


gea 


^ Ä— "^^ ^a: I + n -hIII*=»i8oo 


1 


/?\ 1, / \ /^*:IV+ V H-VI = i8oo 


t 


a/^\ / ^\ A^:vn-hvni-hix = i8oo 


. 




?' 


V>„ Pd:rA+ m + VH- IX =yE, 


4 ^ 


Berechnung der Widerspruche und Zusammenstellung des Vei 


rbes»erungen. 


Bes( 
Objekte. 


MchE 

der 
Pankte. 


lung 
Winkel. 


Be- 
obachtete 
WinkeU. 

O f # 


V, 

fl 


§ » 


Verbesse- 
rungen (n). 

• 


cpiiogsina. 
log sin ß. 


Verbesserungen 
e(n) der Log. 


























io^A 


3.21914 










A.. 


Sx4 


(t: I 


75 


06 


45 


— 


3J 75 


06 


41.3 


w 


— 


3.2*) 


0.01483 


— 


0,06(1) 


4- 


0,2*' 




§10 


/J: a 


6o 


OO 


58 


— 


3»7 60 


20 


54.3 


(8) 


4- 


^9 


9. 93 904 


4- 


0.12(2) 


4- 


0.3 




§» 


y: 3 


44 


3* 


28 


— 


3.7 44 


3a 


24,3 


(8) 


-H 


0,4 












X80 


00 


II 


- 


xx.i 179 


59 


59.9 


-h 


o.i 






5a 


i8o 


00 


00 




























/i-5a-e« 




— 


IX 


















0. 07 365 




0,13(4) 


4- 


0.6 


Ä*. 


§15 


a: 4 


57 


33 


55 


+ 


5.0 


57 


34 


00,0 


(4) 


— 


4.7 




gi4 


P' 5 


63 


17 


30 


-f- 


.5»o 63 


»7 


35.0 


(») 


4- 


3.4 


9- 95 164 


4- 


o,ii(ö) 


4- 


0,4 




gir 


>;6 

63 


58 


58 


20 


+ 


5.0 58 


58 


25.0 


(6) 


-4- 


X.3 












179 


59 


45 


-H 


15.0 180 


00 


00,0 




0,0 






53 


X80 


00 


00 


























/5-=55-.@^ 




-h 


^5 1 














0. 10600 




0,17(7) 


4- 


1,0 


A,. 


8» 


«: 7 


5« 


34 


30 + 


3.3 51 


34 


33.3 


(7) 


— 


5.7 




§»5 


/»• 8 


60 


44 


55 + 


3.3 


60 


44 


58.3 


(•) 


4- 


4|2 


9. 94 076 


4- 


0,1*2(8) 


4- 


0.5 




§11 


r- 9 
6r 


67 


40 


»5 


4- 


3.3 


67 


40 


28.3 


(9) 


+ 


X.7 












179 


59 


50^ 


+ 


9.9 


1-^9 


59 


59.9 


-f 


0.2 


3. 24 506 


^«r 


4- 


3.0 






5, 


180 


00 


00 


















3. 24 509 


^Se^logB 


/c = 5c-6^ 




+ 


xo 


















4-3 


^f^^Sf^i 
















^yA 


ai7 


39 


45.0 














1 


Pd 


s» 


3 

e 












44 
58 


3* 
58 


24.3 
25,0 


(S) 
(6) 




0,4 
1.3 
















8 






1 




67 


40 


28,3 


(9) 


+ 


1.7 


















&d 


28 


51 


01,6 


4- 


3»4 












Sd = vS 


28 


51 


06,0 
























fd^Sd- e^l 


4- 


3.4 
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IV. 



Demnach erhält man folgende reduzierte Bedingungs- and Korrelatengleichongen: 

äj{{z))'¥'dö{m'¥'dp{(s))^dj((io))^äö({ii))'hdp((Tz))^/ä-^/a-^^^ 

3 3 3 

( 14) #-c((X ))4-^#((2))4-^4r((4))4-Va5)) + '7((7)) + *tf((8))4.(o + ^*)(Uo))4.(#^+#^)UllW 

!i±If/ fL±-Ö/* '7-*-'^/ 



■('74-^tf) ((!»))=// ■ 



{15) (Ü))-^jU 



*H-<^. 



3 3 

Für die Komlaten ka, H, kg ergibt sich 



((5))-ff*#. 



((7)) = 
((8)) = 
((9))« 



' *7 *#t 
•dgka, 



«12))— ^i^-2:nf*, 



#7+**. 



3 



•o 



(16) 



3 

3 

. dg , ej + ea 

und für die Verbesserungen (i), (1), (3), .... (9): 



*r-f i/^^diiD- 



(("))• 






C^7) 



(i) = (U))4-*-. 
(a) = ((2)) 4- ka, 
(3) « ((3)) ■+• kas 



(4) = ((4)) ■ 

(S)-{(5))- 
(6) = ((6)) . 



kb, 
■ **. 



(7)' 
(8): 
19)' 



'- ((?)) + *tf. 
' ((8» -f- *^. 
^ ((9)) + *c. 



Diese Formeln vereinfachen sich durch Wegfall aller Glieder, in welchen /«»/%,/!; 
vorkommeDi wenn zunächst nach folgenden Formeln gebildet wird: 



(18) 



Va = j/ai II 1 =» 1 4- tf«, 4 = 4 4-»^, 7 r= 7 4- »t, 

«'*=*iA I (19) 2 = 2-hVa. 5 = 5 4-v*. 8~8 4-Vtf. 

und mit den ▼erbesserten Winkeln 1, 8, 3, . .., 9 die Widersprüche fd und fe berechnet 
werden. Diese Berechnung gestaltet sich wie in der Tabelle auf S. 171 ausgeführt ist 

In' den mit „Verbesserungen" Uberschriebenen Spalten sind den Winkeln und den 
log sin die Ausdrücke für die Verbesserungen hinzugefügt, welche dieselben zu erhalten 
haben. Für die Faktoren e sind die im § 61 berechneten Zahlenwerte eingesetzt. Bei 
der praktischen Anwendung des Verfalurens werden diese Zahlenwerte mit den log sm aus 
der Logarithmentafel entnommen, wie auf S. 162 erläutert ist. 

Wird beachtet, dafs die umgeformten Bedingungsgleichungen ausdrücken, daft die 
Summen der Verbesserungen gleich den Widersprüchen sein müssen, so können nach der 

in den bezeichneten Spalten ausgeführten Zu- 



Tabelle I. 



Nr. 



1 

X 

3 



4 
5 
6 



«/ =» 4- I 
0^=» 4- I 

aj«4- I 



*< = 4- I 
*j«4-i 



<?; =4- I 
tftf = 4- I 
<:p = 4-l 



d. 



4- 1 



H-i 



-M 



e. 



— 0,06 

4-0,12 



— 0,13 

4- o.ii 



-0,17 
4-0,12 



sammenstellung der Ausdrücke für die Verbesse- 
rungen sogleich die umgeformten Bedingungs- 
gleichungen ohne jede Formelentwicklung hin- 
geschrieben werden. Aber auch die Aufstellung 
der umgeformten Bedingungsgleichungen ist 
nicht notwendig, um die Rechnung nach den 
allgemeinen Formein fortfuhren zu können. 

Nach der Zusammenstellung der Aus- 
drücke für die Verbesserungen kann die 
nebenstehende Tabelle I der Faktoren der um- 
geformten Bedingungsgleichungen, besw. der 
Korrelatengleichungen aufgestellt werden. 
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Nr. 



lO 

II 

12 



Tabelle IL 



a/ « 4- I 
fl#= + 1 
aj = -f I 









-h 1 



N- ' 



— 3 

— 3 

— 3 



4-1 



— o,o6 

+ 0,11 



— 0.13 

+ 0.1I 



0,17 

■ 0,12 



-hl 

-h I 

-4-1 



+ 0,06 

— 0,0a 

— 0,05 



P * 



iL 

p ' 



H- X 



+ I 



-h I 



H-i 



"7* 



— 0,010 
4-0,007 
+ 0,017 



+ 0,0036 
+ 0,0144 

+ 0,0169 

+ o,oiii 

+ 0,0189 
+ 0,0144 

— o,ooti 

— 0,0001 

— 0.000g 



+ 0,004 I + 0,0881 



Um hiernach die Fak- 
toren und Gewichte der 
reduzierten Bedingungs- 
und Korrelatengleichun- 
gen (14) und (15) ctt 
erhalten , aas welchen 
sich die Faktoren der 
reduzierten Normal^ei- 
chungen ergeben , sind 
unter Nr. 10, 11, xft, als 
Faktoren ä und e, die 
Summen der Faktoren d 
und e hincnzufügen, wel- 
che in der Tabelle I 
neben den Faktoren a, 
öt c stehen und als Ge- 
wichte — ff, worin n 
gleich ist der Anzahl der 
Faktoren a, b, c. Danach 
werden die Faktoren 
der reduzierten Normal- 



gleichungen, wie in Tabelle II nachgewiesen ist, gefunden. 

Hiermit und mit den auf Seite 171 erhaltenen Widersprüchen /^ » + 3,4, fg -. 
ergeben sich die folgenden reduzierten Normalgleichungen: 

+ a*rf+ 0,004 *^=r-|- 3,4, 
+ 0,004 ^ä + 0,0881 */ = + 3.0- 

Die Anflösong dieser Normalgleichungen ist aus Tabelle EU ersichtlich. 



' + 3 



Tabelle 111. 



W\ 



["] 



-fä. 



m 



Probe. 



^4 



+*.oo 94 



^4 



+0,004 



5^ 



-00. Ij 



kd^ 



-3r40 



^1.70 
-0,07 



1^' 
^4 



«* 



Qj 



-i,6j 



+o,o88a 
0,0000 



+o,o882| 8y 






- 






— 3,000 
+0,007 



&/< 



s>. 



%4 



- ».99J 



|s. 



■loi.sjatf** 



-107,6 X 



■ 5'5 
•101,0 



-107,5 



Mit den hier erhaltenen Zahlenwerten der Korrelaten äj und tg ergeben sich die 
Verbesserungen (1), (2), (3)> •••(9) und deren Quadratsumme nach (15) bis (17) wie auf 
S« 174 berechnet ist. 

Die Quadratsumme [/(n)(n)] » 107,1 stimmt mit — JT« 107,6 genügend aberein. 
Wie die Zusammenstellung der erhaltenen Zahlenwerte der Verbesserungen auf Seite 171. 
im zweiten Teil der mit „Verbessemngen'* Uberschriebeneo Spalten zeigt, erfUUen die- 
selben die umgeformten Bedingungsgleichungen. 
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' 








t 


Nr. 


P- 


d. 


€, 


■^^^ 4- — */-((«)). 


(n). 


P (n) (n). 






, 


— 0,06 




— 2,0 


— 2,0 


((!)) 4- ka 


-3.* 


10,2 






, 


4- 0,12 




4-4.1 


4-4.1 


((*)) 4- ha 


4-4,9 


8.4 






+ ' 


• 


4-1.6 


-4,4 


-f-i.6 
— 4.4 


((3)) 4- *a 


+ 0,4 


0,2 
22,1 








-0,13 


((4)) 4-** 


-4,7 






. 


4- o.ii 




+ 3.7 


+ 3.7 


((5)) 4- ** 


4-3.4 


11,6 1 






4-1 


• 


-4-1,6 

• 


-5.8 


4-1,6 
-5.8 


((6)) 4- kt, 


4-1.3 


1.7 
3».5 






. 


— 0,17 


((7)) -H *c 


-5.7 




I 


-f-0,I2 




4-4.1 


-4-4.1 


((8)) 4- kc 


4-4.» 


17.6 


xo 




4- I 


• 


4-1,6 
~o,5 


-0.7 


-4-1,6 


((9)) -H ht 


4-1.7 


».9 


-3 


-4-1 


4-0,06 


=«>a 


0(n)(n)] 


107,2 


II 


-3 


4-1 


— 0,02 


-0/5 


4-0,2 


-0,3 


= ** 


i/-/. 


40,3 


12 


-3 


4-1 


— 0,05 


-0,5 


4-0,6 


4-0,1 


^kc 


\/c/c 


75.0 
33.3 


-H3i3 


— 0,2 


4-3.» 


















[pW{n)] 


»55.8 




Die wahrscheinlichsten Werte I, 11, III,... IX der Winkel ergeben sich wie folgt: 1 




I = 1 -h (1) = 75* o6' 41,3* - 3,1* 


-75^06' 38.1'. 






II = 8 4-12) = 60 20 54,3 -4- 2,9 


= 60 20 57,2 , 






III =» 3 -H (3) *= 44 3* »4.3 + 0.4 


= 44 3* »4.7 . 






IV=i4-(4) = 57 34 00,0 -4.7 


=-57 33 55'3 . 






V = 5-h(5) — 63 27 35,0 4-3.4 


= 63 27 38,4 . 






VI = 6-1- (6) «58 S8 *5.o -»-'^'3 


= 58 58 i6.3 . 






VII = 7 -f- (7) = 51 3433.3 -57 


= 51 34 27.6 , 






VIII =r 8 4- (8) = 60 44 S8'3 4- 4»* 


= 60 45 02,5 . 






IX = 9 4-19) = 67 40 18.3 -H 1.7 


= 67 40 30,0 . 






Durch Zusammenstellung der wahrscheinlichsten Werte der Winkel und der hg^ sin 1 


derselben wie auf Seite 167 ergibt sich, dafs dieselben 


die Bedingungsgleichungen 


(2) des 


§ 


59 erfüllen. 








Die Quadratsumme [p{n){n\] aller angebrachten Verbesserungen ist: 






[p W («)] = [P (n) (n)] 4- \/a/a 4- \fh/b 4- \/c/c » 255,8. 










1 
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ABSCHNITT V. 



DIE TRIGONOMETRISCHE PUNKTBESTIMMUNG 

OHNE BERÜCKSICHTIGUNG DER 

KRÜMMUNG DER ERDOBERFLÄCHE. 

Kap. I. Allgemeine Yorbemerkimgen. 

§66. 

Umfangreichen Landesaufnahmen wird ein Netz zu Grande gelegt, dessen Pnnkte mit 
Hülfe von Winlcelmessong auf trigonometrischem Wege bestimmt werden. Die Längen 
der Netzlinien werden aus einer sogenannten Basis abgeleitet, und allein diese wird dnrch 
nnmittelbare Längenmessnng bestimmt. 

Die trig. Punkte zerfallen in verschiedene Ordnungen. Die erste Ordnung pflegt 
in der Hauptsache durch die Eckpunkte an einander gereihter, möglich gleichseitiger Drei- 
ecke gebildet zu werden, welche von der Basis ausgehend so grofs als möglich genommen 
und wie letztere mit grölstmoglicher Schärfe bestimmt werden. Nachdem die gegenseitige 
Lage dieser Punkte durch spharoidische, geographische oder andere Koordinaten mittels 
Rechnung endgültig bestimmt worden ist, wird in das Netz derselben eine Reihe von 
Punkten absteigender Ordnung eingefügt und nachdem auch diese ihrer Lage nach endgültig 
berechnet worden, erfolgt in weiter stufenweise absteigenden Ordnungen die Bestimmung 
so vieler trig. Punkte, als erforderlich sind, um einen festen Rahmen für das zur Aufnahme 
der Grnndstncksgrenzen u. s. w. dienende Netz der Messungslinien zu gewinnen. Der An-. 
schluis der letzteren an die trig. Punkte erfolgt entweder unmittelbar oder, was die Regel 
bildet, durch Vermittelung eines Netzes polygonometrischer Züge, auf deren Brechungs- 
pnnkten die Brechungswinkel (Polygonwinkel) der Strecken (Polygonseiten) gemessen und 
deren Strecken selbst durch Längenmessung bestimmt werden. Durch die stufenweise Gliede- 
rung des trig. Netzes und den Gang der Punktbestimmung vom Grolsen zum Kleinen werden 
unzulässige Anhäufungen der unvermeidlichen Ungenauigkeiten aller Messungen vermieden. 

Die Anzahl der Ordnungen der trig. Punkte und die Entfernung der Punkte 
von einander innerhalb der Ordnungen pflegt je nach der Beschaffenheit des Geländes und 
nach sonstigen Umständen verschieden zu sein. Nach § 6 der Preuis. Katasteranweisung ]X 
vom 25. Oktober iggi gilt als ungefährer Anhalt, dals die durchschnittliche Entfernung 
der trig. Punkte von den nächstliegenden Punkten derselben Ordnung und der höheren 
Ordnungen betragen soll bei Punkten der 

I. Ordnung 20000» und darüber, 

II. „ 10 000 bis 20 000m, 

ni. „ 3000 bis loooon, 

IV. „ weniger als 3 000 «. 

Nach derselben Anweisung (§ 24) sollen aber im Anschlüsse an diese Ordnungen 
noch weitere Punkte (Beipunkte) trigonometrisch bestimmt werden, insoweit solches zur 
gehörigen Sicherung des Polygonnetzes, insbesondere zu dem Zwecke erforderlich ist, dafs 
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durchweg Polygonzüge von gestreckter Form gebildet und stufenweise absteigend wieder- 
holte Zugverzweigungen tunlichst vermieden werden können. Es sollen daher vorzugs- 
weise die Knotenpunkte der Polygonzüge und die Punkte grolster seitlicher Ansbiegung 
des Polygons als Beipunkte gewählt werden.*) 

Die ausführliche Behandlung der Bestimmung solcher trigonometrischen Punkte, welche 
der I. und II Ordnung angehören, liegt anberhalb des Planes dieses Buches. Es wird 
daher hierauf nur in soweit eingegangen werden, als für die Ausführung der übrigen 
Punktbestimmungen von Bedeutung oder von Nutzen ist. 

Für die niederen Ordnungen der Punkte lassen sich drei Hauptarten der Punkt- 
bestimmungen, nämlich 

A. das Einschneiden, B. das Einschalten, C das Einketten 

unterscheiden, deren besonders typische Fälle durch die Figuren 113 bis 115 sar An- 
schauung gebracht werden. 



Fig. xfj. 



Flg. 114. 



Fig. 115. 






Bei dem Einschneiden (Fig. 1x3) erfolgt die Bestimmung des neuen Punktes (P) 
durch Strahlen, welche von den gegebenen (oder ihrer Lage nach bereits berechneten) 
Punkten ans nach dem Nenpunkte oder umgekehrt von diesem nach jenen geführt werden, 
gleichviel ob diese Strahlen unter sich oder mit gegebenen Netzlinien Dreiecke bilden oder 
nicht. Das Vorwärts-, Seitwärts- und Rückwärtseinschneiden sind besondere Fälle des 
Einschneidens. 

Beim Einschalten (Fig. 114) werden die Nenpunkte in der Regel durch Dreiecke 
bestimmt, welche von einer gegebenen Netzlinie Ä ausgehend auf einer anderen gegebenen 
Netzlinie E abschließen und mit den in dem Brechungspunkte von A nnd £ liegenden 



*) Bei der Einführung der trig. Beipunkte als einer besonderen Punktordnung hat die Preufs. Kataster^ 
anweisung DC tum Teil geschäftliche Rücksichten im Auge. Das Bedürfnis der Bestimmung von Beipuakten 
hängt wesentlich von der Gestaltung des Polygonnetses ab. Da aber das letztere, namentlich bei umfang- 
reichen Aufnahmen, oft erst abgesteckt und gemessen wird, nachdem die Punktbestimmung des eigentlichen, 
die ersten vier Ordnungen umfassenden trig. Netses bereits abgeschlossen ist, so empfiehlt es sich, die Be* 
Stimmung der Beipunkte als eine besondere Unterabteilung der Aufnahmearbeiten su behandeln, die Je nach 
den Umständen mit den eigentlichen trigonometrischen oder mit den polygonometrischen Arbeiten verbunden 
wird. Hieraus nnd aus der Bedeutung der Beipunkte als unterster Stufe der trig. Punkte entspringt weiter 
die Vorschrift unter Nr. 3 im § a6 der Anweisung, dafs die Bestimmung der Beipunkte entweder: 

a) durch den Trigonometer vonugsweise durch Vorwärtseinschneiden von mindestens dr^ 
Punkten aus, oder 

b) durch den Polygonometer vorzugsweise durch Rückwärtseinschneiden auf mindestens vier 
Punkte erfolgen soll, und dafs 

c) wenn nach den örtlichen Verhältnissen die Bestimmung eines Beipunktes aus mindestens drei 
Punkten (su a) nicht zu ermöglichen ist, ausnahmsweise die Bestimmung aus xwei Punkten 
für genügend erachtet werden kann, wobei dann aber auf dem Beipunkte selbst ebenfalls 
eine Winkelmessung wird stattfinden müssen, sodafs auch in diesem Falle mindertens vier 
Bestimmuugsstücke im Sinne des § 88 No. 3 gegeben sind. 
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Winkeln (ß) den gegebenen Brechungswinkel von Ä und ß ausfallen. Besondere Fälle 
des Einschaltens entstehen, wenn der Brechungswinkel von A und E gleich Null wird, 
also Ä und E zusammenfallen. 

Das Einketten (Fig. 115) yerbindet zwei gegebene Punkte durch eine Kette von 
Dreiecken, deren Ecken die neu zu bestimmenden Punkte darstellen. 

Bei einzelnen in der Praxis vorkommenden Fällen treten die vorgedachten Merkmale 
nicht rein hervor, indem sie nach der Art der Punktbestimmnng zwischen jenen drei Haupt- 
arten liegen. Andere Fälle können rechnungsmälsig sowohl nach der einen, als auch nach 
der anderen Art behandelt werden. Das Nähere in dieser Beziehung wird, soweit es von 
Bedeutung ist, weiter unten gezeigt werden. 

Netzlinien, deren Richtung nur auf einem Endpunkte durch Winkelmessung be* 
stimmt worden sind, heüsen einseitig beobachtete Richtungen; ist die Winkelmessung 
auf beiden Endpunkten erfolgt, so heilsen sie zweiseitig beobachtete Richtungen. 

Aulserdem werden bei der Punktbestimmung durch Einschneiden äufsere und 
innere Richtungen unterschieden, jenachdem sie auf den gegebenen oder auf den 
neu zu bestimmenden Punkten beobachtet worden sind. Das reine Vorwärtseinschneiden 
erfolgt ausschlieblich durch einseitige äuisere, das reine Rückwärtseinschneiden ausschliels- 
lich durch einseitige innere Richtungen. 

Bezüglich der Anlage des trigonometrischen Netzes, der Auswahl, Vermarkung, Be- 
zeichnung, Berechnung u. s. w. der trigonometrischen Punkte, sowie des innezuhaltenden 
Genauigkeitsgrades gelten nach der Preulsischen Katasteranweisung IX vom 15. Oktober 
iSSi folgende allgemeine Regeln: 

/. Die Zahl der Punkte, 

Die Anzahl der trig. Funkte, die notwendig sind, um eine genügende Grundlage für 
die Vermessung zu beschaffen, richtet sich im allgemeinen nach der durch die Beschaffen- 
heit des Geländes und die durchschnittliche Grolse der aufzumessenden Grundstücke be- 
dingten Gestaltung des Polygonnetzes. Als Regel gilt, dals — alle vier Ordnungen zu- 
sammengenommen — durchschnittlich ein trig. Punkt auf 25 Polygonpunkte entfällt 
Durch die Beipunkte soll dann weiter das trig. Netz so ergänzt werden, dals im ganzen 
auf TO Polygonpunkte durchschnittlich ein trig. Punkt kommt (vgl. § 104 Nr. i). 

Die als Grundlage für das Polygonnetz zu bestimmenden trig. Punkte dürfen nicht 
zu nahe nebeneinander liegen. Je geringer die Entfernungen sind, um so mehr gewinnt 
die polygonometrische Punktbestimmung, was Schärfe betrifft, das Übergewicht über die 
trig. Bestimmung. Kommt noch hinzu, dafs das Gelände für die polygonometrische Punkt- 
bestimmung vorteilhaft ist, die Anschlulswinkel zur Verbindung des Polygonnetzes mit 
den trig. Punkten aber die Messung steiler Visuren erfordert, so wird die Bestimmung 
einer übergrolsen Zahl trig. Punkte vollends ungünstig wirken. Voraussetzung ist aber, 
dals alle im Abschn. VI bezeichneten Bedingungen für gute Ausführung der polygono- 
metrischen Bestimmungen sorgfältig beachtet, auch die im Abschn. VI, Kap. 7 erläuterte 
Verknotung von Polygonzügen sacbgemäls zu Hilfe genommen wird. 

a. Die Auswahl und die Vermarkung" der I\mkte. 

a. An den Grenzen des Vermessungsdistriktes oder der zu vermessenden Gemarkung 
sollen die trig. Punkte, wenn sie nicht unmittelbar in die an der Grenze entlang führenden 
Polygozuüge gelegt werden können, in der Regel so ausgewählt werden, dais sie aufser- 
halb des Distriktes etc. zu liegen kommen, dergestalt, dais die Berechnung der Polygon- 
züge sich innerhalb des mit trig. Punkten besetzten Distriktes bewegt. 

b. Ist der angrenzende Distrikt oder die angrenzende Gemarkung bereits nach den- 
selben Grundsätzen trianguliert worden, so muls die auszuführende Triangulation möglichst 
mit allen zunächst der Grenze liegenden, mit ihren Koordinaten unverändert beizubehalten- 
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den Punkten der bereits vorhandenen Triangulation in unmittelbare bestimmende Verbin- 
dung gebracht werden.*) 

c. Die neu su bestimmenden trig. Punkte sollen, soweit es angeht, so gewählt werden, 
dftfs sie mit natürlichen Festpunkten zusammenfallen. Als solche sind insbesondere 
die TUrme von Kirchen, Kapellen, Schlössern oder ähnliche ausgezeichnete Bauwerke, wenn 
sie nicht bereits der zu benutzenden vorhandenen Triangulation angehören, soweit irgend 
tunllch zu trig. Punkten tu bestimmen. Grenzsteine sind von der fienutzung als trig. 
Punkte in der Regel ausgeschlossen.**) 

j. Die Vermarkung und Aufmessung der Ainkte. 

Die nicht mit natürlichen Festpunkten zusammenfallenden trig. Punkte sind im Felde 
in dauerhafter Weise zu vermarken. 

Die Vermarkung erfolgt in der Regel durch Drainröhren von etwa zo^m lichter 
Weite und etwa 30 cm Länge, welche lotrecht gestellt mindestens 30 c«, wo tiefe Acker- 
kultur, namentlich der Anbau von Zuckerrüben stattfindet, etwa 50 cm unter die Boden- 
oberfläche dergestalt versenkt werden , dafs die Mittellinie der Röhre den trig. Punkt be- 
zeichnet. 

Aufserdetn wird der trig. Punkt noch dadurch versichert, dafs zwei sich möglichst 
rechtwinklig schneidende Linien, in deren Durchschnitt der Punkt fällt, abgesteckt und 
deren Endpunkte möglichst in einer bei allen derartigen Abmessungen übereinstimmend an- 
zunehmenden Entfernung vom Durchschnittspunkte (in der Regel 2») durch in gleicher 
Weise versenkte Drainröhren von etwa 3 cm lichter Weite markiert werden. 

Wo die Vermarkung durch Drainröhren nicht wohl ausführbar ist, ist sie in anderer, 
mindestens gleich dauerhafter Weise zu bewirken. 

Ferner sind die nicht mit Türmen oder ähnlichen Festpunkten zusammenfallenden, 
neu zu bestimmenden oder der vorhandenen Triangulation angehörigen trig. Punkte im 
Felde ihrer Lage nach durch Abmessungen von geeigneten, in der Nähe befindlichen 
Gsenzsteineo oder sonstigen Punkten unter Anwendung möglichst einfacher 
Messungskonstruktionen, aber möglichst zahlreicher Messungsproben dergestalt festzulegen, 
dafs danach die unter die Erdoberfläche versenkten Marken jederzeit wieder aufgefunden 
t)det, falb sie verloren gegangen sind, wieder eingesetzt werden können. 

Die Vermarkung mufs jederzeit vor Ausführung der Winkelbeobachtung, die Auf- 
messung spätestens gleichzeitig mit letzterer erfolgen. 

^. Die Numerierung und Bezeichnung der lenkte. 
Die trig. Punkte werden mit arabischen Ziffern fortlaufend durch den ganzen Ver- 
messungsdistrikt oder durch die für sich abgesondert gemessene Gemarkung oder den 
Komplex von solchen Gemarkungen numeriert. 

Jeder Punkt behält seine Nummer durch alle bei der Vermessung entstehenden Re- 
gister, Risse und Karten bei. 

Hat ein Punkt FV. Ordnung in dem einen Vermessungsdistrikte etc. bereits eine 
Nummer erhalten, so behält er dieselbe bei seiner weiteren Benutzung in einem andern 
Vermessungsdistrikte etc. ebenfalls bei. Jedoch wird der ihm Am ersteren Distrikte etc. 
beigelegten Nummer zur Unterscheidung von den Nummern der Punkte des letzteren 



*) Wenn den Bedingungen unter a und b nicht genügt wird, so steht su befürchten, dafs in dem 
Falle unter a die später zur Ausführung gelangende polygonometrische Punktbestimmung der angrensendea 
Gemarkung, in dem Falle unter b aber diejenige in der vorliegenden Gemarkung unzulässige Fehler herror- 
treten. I&fst. Aufserdem würde sich in dem Falle unter a der wichtigen Bedingung nicht gen&gen lasMB, 
dafs die Polygonzüge eine mögUdist gestreckte Form erhalten müssen, d. h. von der durch den Anfangs- 
und Endpunkt des Zuges gegebenen Richtung möglichst wenig seitlich abweichen. 

**) Grenzsteine sind oft der Veränderung und dem Verfall ausgesetzt, weshalb ihre Beoutsuag nicht 
allgemein empfehlenswert ist. Die Benutzung hoher Dampftchomsteine von Fabriken ist nicht «wckmäCrig, 
weil sie an ihrem oberen Ende erfahrungsmäfsig nicht onerheblichan Schwaaktti^a natailiAg«ar. 
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Dbtriktes etc. der mit Zeichen des grofsen lateinischen Alphabets zu schreibende Anfangs- 
buchstabe des Namens des ersteren Vermessungsdtstriktes nächrichtlich vorgesetzt. 

Die trig. Punkte höherer Ordnungen können neben ihrer Nummer noch durch den 
Eigennamen des Objektes oder der Lage bezeichnet werden. 

Aulserdem wird jeder trig, Punkt nach Verschiedenheit seiner Ordnung und mit An- 
gabe, ob Winkel auf demselben wirklich beobachtet sind, oder ob der Punkt lediglich 
▼on anderen Punkten aus angeschnitten worden ist, in den Karten, Rissen, Winkelbachem 
und sonstigen Schriftstücken nach Vorschrift der Bestimmungen des Zentraldirektoriums der 
Vermessungen Über die Anwendung gleichmäfsiger Signaturen ti. s. w. vom 20. Dezember 1879 
wie folgt bezeichnet: 

g Trigonometrischer Punkt I.Ordnung. 






II. 
III. 
III. 

IV. 
IV. 



wo die Winkel beobachtet sind. 

wo die Winkel nicht beobachtet sind. 

wo die Winkel beobachtet sind. 

wo die Winkel nicht beobachtet sind. 



S S Trigonometrischer fieipunkt 

Wird ^er trig. Punkt durch einen Kirchturm gebildet, so ist dem betreffenden 
Zeichen zugleich ein Kreuz hinzuzufügen, 

>-B. 4 k h i 
Ähnlich kann den Zeichen für die durch andere Gegenstände gebildeten trig. Punkte 
noch eine hierauf bezügliche Signatur beigefügt werden, z. B. 

5 Gebäudekuppel, Belvedere, 



Baum, 

Säule, Denkmal, 

Fahnenstange, 



5 Dampfschomstein, 
§ Blitzableiter. 



^. Die Art der iri^onömefrischen Punkibeslimmun^. 
Die Bestimmung weiterer trig Punkte im Anschlufs an die vorhandene Triangulation 
erfolgt in der Regel durch Einschneiden. (Kap. 6 und 7.) 

Nur wo diese Art der Punktbestimmung nicht durchführbar ist, kann ein anderes 
Verfahren gewählt werden, welches aber ebenfalls die sachgemäfse Verteilung der unver- 
meidlichen Messungsfehler ermöglichen mufs. 

ö, Diä Bertckmtng der Koordinaten, 

Die Lage aller trig. Punkte wird durch rechtwinklige Koordinaten bestimmt,' welche 
bis auf Centimeter geniiu berechnet werden. 

Als Koordinatennullpunkte sind die im § 15 bezeichneten, durch die Be- 
ttimmungen des Zentraldirektoriums der Vermessungen im preufsischen Staate vom 
«9. Dezember 1879 festgestellten Punkte fUr die darin namhaft gemachten Landesteile zu 
verwenden (Koordinatensysteme). Abweichungen hiervon sind nur da zulässig, wo es 
noch an den notwendigen trigonometrischen Grundlagen fehlt. 

Die Koordinaten werden auf die wirkliche Mittagslinie des Nullpunktes als 
Abszissenachse dergestalt bezogen, dafs die Abszissen nach Norden positiv, nach Süden 
negativ, die Ordinaten nach Osten positiv, nach Westen negativ zählen nnd die Quadranten 
sich in rechtläufiger Ordnung aneinander reihen. (Vgl. § 16.) 

Die Koordinaten sind sphäroidische, welche aber innerhalb der aufgestellten allge- 
meinen Koordinatensysteme für die unmittelbaren Zwecke der Spesialvermessungen als ebene 
Koordinaten angesehen und behandelt werden können. 
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7. Der Abrifs. 

Die Schlufsergebnisse der ^Vinlcelinessungen und der trig. Berecbnungen werden in 
dem im § 89 näher erläuterten Abrisse zusammengestellt. Der Abrifs soll in Verbindung 
mit der trig. Netzkarte ein übersichtliches und erschöpfendes Bild der Messungen und Be- 
rechnungen gewähren, welches die Abweichungen zwischen den beiden letzteren in allen 
einzelnen Teilen sofort erkennbar hervortreten läfst. 

8, Die trigonometrische Netikarte, 

Das trig. Netz wird in einer tunlichst den ganzen Vermessungsdistrikt oder die für 
sich abgesondert gemessene Gemarkung oder den Komplex von solchen Gemarkungen um- 
fassenden trig. Netzkarte aufgetragen. 

Die Auftragung erfolgt je nach den Umständen im Mafsstabe i : 10 000, i :ioooo» 
X : 30 000, erforderlichenfalls auch, sofern hierdurch die Deutlichkeit nicht beeinträchtigt 
wird, im Mafsstabe i : 40 000 oder i : 50 000. 

Richtungslinien (Strahlen), welche bei der Winkelmessung nur einseitig beobachtet 
worden, sind in der trig. Netzkarte zur Hälfte ihrer Länge in Volllinien, zur Hälfte in 
punktierten Linien auszuziehen, und zwar so, dafs die punktierte Hälfte demjenigen End- 
punkte zugekehrt ist, auf welchem die Beobachtung fehlt. Die tibrigen Richtungslinien 
sind in ihrer ganzen Länge voll auszuziehen. 

In der Netzkarte werden 

a) die Zeichen und Namen der durch die Landesaufnahme oder das geodätische 
Institut bestimmten trig. Punkte blau (Kobalt oder Ultramarin), 

b) die Zeichen und Namen der Punkte anderer zum Anschlufs benutzter Triangu- 
lationen, sowie die beobachteten Richtungslinien zwischen diesen oder den 
zu a bezeichneten Punkten, femer das Quadratnetz mit sämtlichen zugehörigen 
Bezeichnungen rot (Karmin), 

c) die Zeichen und Namen der neu bestimmten Punkte, die Nummern sämtlicher 
Punkte, sowie die beobachteten Richtungen, mit Ausnahme der zu b be- 
zeichneten, schwarz 

eingetragen. (Solche Netzkarten sind in Fig. 119 und 130 (§ 88) abgedruckt.) 

p. Die Fehlergrenzen für die trigonometrischen /^inktbestimmungen. 

Welche Methode der trig. Punktbestimmung und welche Methode der Verteilung der 
unvermeidlichen Messungsfehler auch angewendet werden mag, so ist die Triangu- 
lation nur dann annehmbar, wenn die aus den endgültigen Koordinaten abgeleiteten 
Neigungen (Spalte 4 des Abrisses, § 89) von den durch die Beobachtung gefundenen, end- 
gültig orientierten Richtungen (Sp. 8 des Abrisses) 

a) bei den trig. Punkten der III. Ordnung nirgend mehr als um 15' a. T. oder 
um 45' n. T., 

b) bei den trig. Punkten der IV. Ordnung nirgend mehr als um 25' a. T. oder 
um 75* n. T., 

c) bei den trig. Beipunkten nirgend mehr als um 35' a. T. oder um i' n. T. 
abweichen. 

Wo sich gröfsere Abweichungen zeigen, sind dieselben, wenn sie nicht durch eine 
andere Art der Berechnung behoben werden können, oder nicht Überzeugend nachgewiesen 
werden kann, dafs sie in den in der vorhandenen Triangulation gegebenen Unterlagen be- 
gründet sind und die letzteren sich nicht in zuverlässiger Weise berichtigen lassen — durch 
eine örtliche Untersuchung und Nachmessung der Richtungen, geeignetenfalls durch ander- 
weite Anordnung der trig. Messungen zu beseitigen« 
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10. Die trigonometrischen Formulare, 

Für die hauptsächlich vorlcommenden trigonometrischen Rechnungen pflegen durch 
behördliche Anordnungen besondere vorgedruckte Formulare angeordnet zu sein/ welche 
nicht nur die Rechenarbeit wesentlich erleichtern, sondern auch bei einem umfangreichen 
Arbeitsbetriebe fitr die leichte Benutzung der Ergebnisse durch jeden dritten Sachverstän» 
digen unentbehrlich sind. Die in der Preufs. Katasteranweisung IX vom 25. Oktober 1881 
vorgesehenen trigonometrischen Formulare zusammen mit denjenigen, welche sich auf die 
Berechnung der Polygon- und Kleinpunkte beziehen, sind am Schlüsse des Inhaltsverzeich- 
nisses zu gegenwärtiger Schrift übersichtlich zusammengestellt. Daselbst zeigen die bei- 
gefügten Seitenzahlen an, wo die Formulare in dieser Schrift, wenngleich teilweise ab- 
geändert, benutzt worden sind. Alle diese Formulare können aus der Kaiserlichen Reichs- 
druckerei in Berlin zum Preise von etwa 1,50 Mark ftlr je 100 Bogen bezogen werden, ferner 
die lithographierten Schemas zum trig. Form, ii sowohl ftir die Winkelteilung 171=33600 
(in grünem Vordruck) als auch für die Winkelteilung %nsss ^ocfi (in rotem Vordruck) zum 
Preise von 7 Mark für je 100 Stück. 



Kap. 2. Winkelmessung und Horizontabsclüalis. 

Winkelmessung. 

§ 67. 

Die behufs der trig. Punktbestimmung auszuführende Winkelmessung erfolgt entweder 

a) in der Form satzweiser Richtungsbeobachtungen oder 

b) in der Form von Einzelbeobachtungen der Richtungen. 

Bei den satzweisen Richtungsbeobachtungen (zu a) werden bei feststehendem 
Limbus des Theodoliten durch Drehung der Alhidade von links nach rechts in der einen 
Femrohrlage der Reihe nach die Richtungen nach Pa Ptt Pg% • • • Pn und zuletzt zur 
Probe der unveränderten Stellung des Limbus wieder die Anfangsrichtung nach Po ein- 
gestellt und für jede Richtung die Zeiger (Nonien) abgelesen, womit eine Beobachtungs- 
reihe im Hingange erhalten wird. Darauf »wird bei noch immer feststehendem Limbus 
das Fernrohr umgelegt, der Probe halber auf /^ gerichtet, und werden nunmehr in dieser 
Fernrohrlage durch Drehung der Alhidade von rechts nach links in umgekehrter Ordnung 
der Reihe nach die Richtungen nach Pnx ... Pa^ Pft Po eingestellt, auch abermals die 
Zeiger abgelesen. Hiermit ist die zweite Beobachtungsreihe im Rückgange gewonnen. 
Hingang i^nd Rückgang zusammen bilden ein untrennbares Ganze, Satz genannt. Die 
Ablefungen an den Zeigern im Hingange und Rückgange werden — mit Weglassung der- 
jenigen Ablesungen für Pot welche lediglich der Probe halber gemacht worden r- 
richtungsweise in ein arithmetisches Mittel (Satzmittel) vereinigt und durch die Subtraktion 
des Satzmittels für Po von den Satzmitteln der übrigen Richtungen werden die auf die 
Nullrichtung reduzierten Satzmittel erhalten. Solcher Sätze werden so viele, als die ver- 
langte Genauigkeit erfordert, gemessen und in ein gemeinschaftliches Mittel vereinigt, womit 
der Horizontabschlufs (die Stationsausgleichung) hergestellt ist. In dieser einfachen Weise 
gestaltet sich die Sache aber nur dann, wenn säkntliche auf einem Standpunkte vorhandenen 
Richtungen in jedem Satze enthalten, d. h. wenn durchweg volle Sätze erlangt worden 
sind, und es mufs stets dahin gestrebt werden, dies zu erreichen. Jedoch nicht immer wird 
dies in den vielgestalteten Fällen der Praxis gelingen, sei es, weil die Beobachtung der 
einen oder der anderen Richtung durch irgend welche ZwischenAÜle verhindert wird oder 
weil Überhaupt nicht sämtliche Richtungen von einer und derselben Theodolitaufstellung 
aus gesehen werden können, well Nachtrags- oder Berichtigungsmessungen in Betrefif einzelner 
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Richtungen auszuftlhren sind u. s. w. Man mufs sich alsdann mit nicht vollen 9&tzen be- 
gnügen, bei deren Beobachtung aber möglichst dahin gesehen werden mufs, dafs die ▼€?- 
schiedenen Sätze mindestens je 2 bis $ Richtungen miteinander gemeinschaftlich haben, 
um darnach den Horizontabschlufs in der unten erläuterten Weise gut bewirken zu können. 

Bei den Einzelbeobachtungen der Richtungen (zu b) werden immer nur 
a Richtungen zusammen beobachtet, d. h. es wird der Winkel gemessen, welchen diese 
beiden Richtungen miteinander bilden. Bei Punktbestimronngen der höheren Ordnung 
pflögen zu diesem Zwecke, wenn tunlichs/ sämtliche möglichen in{n — i) Kombinationen 
der vorhandenen n Richtungen beobachtet zu werdet, sodafs beispiebweise auf einem - 

Standpunkte mit n = 5 Richtungen P,, Pst Pj, P4, Pf 
popp ^^ nebenstehenden 10 Richtungskombinationen ge- 

' jf ' p J* p p messen werden.*) Allein eine solche systematische 

p p* p p* p p^ p P Behandlung der Winkelmessung würde, von etwaigen 
PmFj, PgPs, P3PS* ^4rs^ Ausnahmeftllen abgesehen, fllr die Zwecke der niederen 
Geodäsie einen zu grofsen Zeit- und Geldaufwand bedingen, auch sich namentlich da als 
nnzweckmäfsig erweisen, wo wegen unvermeidlicher unsicherer Aufstellung des Theodoliten 
oder wegen erschwerter Zugänglichkeit der Zeiger oder wegen ähnlicher ungünstiger unver- 
meidlicher Umstände, wie de auf Türmen, in sumpfigem Gelände oder an Abhängen u. s. w. 
vorzukommen pflegen, die Anzahl der Ablesungen soviel als möglich eingeschränkt werden 
mufs. In Fällen dieser Art wird in der Weise zu verfahren sein, dafs eine Richtung als 
Nullrichtung Po angenommen wird und dann nur die Verbindungen aller übrigen Richtungen 
mit Po^ also 

Po Pi , Po Pät PoPj^ • • • I Po Pn 

gemessen, und wenn auch dies nicht ausführbar, andere, nach Lage des Falles sich als 
zweckmäfsig ergebende Richtungskombinationen zu Hülfe genommen werden. 

Bei solchen Einzelbeobachtungen der Richtungen kann es alsdann für die Praxis der 
niederen Geodäsie oft weiter empfehlenswert sein, den Winkel, welchen je zwei Richtungen 
mit einander bilden, durch sogenannte Repetition zu beobachten, wobei folgendermalsen 
verfabren wird: Nachdem das Femrohr auf P^ eingestellt und die Zeiger abgelesen worden, 
wird bei unverändertem Limbus das Femrohr durch Drehung der Alhidade von links nach 
rechts auf die zu beobachtende zweite Richtung Pt eingestellt und die Alhidade am Limbus 
festgeklenunt. Dann wird der Limbus gelöst und mit der feststehenden Alhidade so von 
rechts nach links gedreht, dafs das Femrohr wieder auf Po gerichtet ist. Es erfolgt 
wiederum Lösung der Alhidade und durch Drehung derselben von links nach rechts aber- 
mals die Einstellung des Femrohrs auf Pg. Hiermit ist der Winkel zweimal gemessen und 
wird die Messung in gleicher Weise auch hier so oft wiederholt, als die verlangte Ge- 
nauigkeit erheischt. Indem nach der letzten Einstellung von Pg die Zeiger abgelesen und 
von dem Ergebnis die Ablesung bei der ersten Einstellung auf Po subtrahiert wird, erhält 
man den Winkel zwischen Po und Pg so oftnuds multipliziert, als die Beobachtung wieder- 
holt (repetiert) worden ist. Die Division durch die Anzahl der letzteren ergibt die Gröfse 
des Winkels in der einen Femrohrlage. Inzwischen werden aber schon nach der ersten 
Beobachtung -und später in geeigneten Intervallen ebenfalls Zeigerablesungen gemacht, um 
Sicherheit gegen gröbere Fehler zu erlangen. Jetzt wird das Femrohr umgelegt und wird 
nun in umgekehrter Reihenfolge der beiden Richtungen ^ also aus der auf Ps ge- 
richteten Femrohrstellung durch Drehung der Alhidade von rechts nach Hnks bis zur Ein- 
stellung auf Po und dann durch Drehung des Limbus von links nach rechts — die gleiche 
Anzahl von Beobachtungen gemacht, welche in der Differenz der Anfangs- und Schlufs- 



*) B«i den Punktbettimmungen höherer Ordnung pflegt schon durch die grofse latfemung der Ziel- 
punkte höherer Ordnung und durch die Notwendigkeit, dieselben durch Heliotropenlicht sichtbar tu machen, 
die Erlangung voller Richtungssätze (lu a) so gut wie ausgeschlossen zu sein. 
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aUcsung, ebenfalls dividiert durch die Anzahl der Beobachtungen, den Winkel in der 
fweiten Femrohrlage ergeben. In dem Mittel aus den Messungen in beiden Lagen erhall 
man den verlangten Winkel zwischen Po und P/. In ganz gleicher Weise werden alsdann 
die Übrigen zu beobachtenden Winkel gemessen. 

Im allgemeinen wird für die Praxis der niederen Geodäsie den satzweisen Richtungs- 
beobachtungen (zu a) der Vorzug zu geben und nur ausnahmsweise, wo die ttufseren Um- 
stände solches erfordern!, zu Einzelbeobachtungen der Richtungen (zu b) mittels Repetition 
überzugehen sein. 



Nach den Vorschriften für die preufsische 
Katasterverwaltung ist die Messung, 

a) bei satzweiser Richtungsbeobachtung mindestens 

b) bei Einzeibeobachtungdcr R ichtungen (unter der 
Voraussetzung, dafs nicht sämtliche ^n(n— i) 
Kombinationen gemessen werden, vgl. § 78 am 

Schlufs) mindestens 



wenn die betreffende Richtung benutzt 
werden soll zur Bestimmung 



eines Punktes 
III. Ordnung 



4 mal 



6 mal 



eines Punktes 
IV. Ordnung 



3 mal 



4 mal 



eines trig. 
Beipunktes 



2 mal*) 



3 mal») 



in jeder Fernrohrlage vorzunehmen. Bei den HUlfsmessungen zum Zwecke der Reduktion 
exzentrisch beobachteter Richtungen auf das Zentrum der Station u. dgl. m. genUgt eine 
amalige Beobachtung in jeder Lage des Fernrohrs. 

Wenn der mittlere Fehler einer beobachteten Richtung für das Beobachtungsmittel 
aus dem einmaligen Hin- und Rückgänge, also aus einem Beobachtungssatze m beträgt, 

dann wird der mittlere Fehler des Mittels aus s Sätzen A/ = Jb -:= sein. Wird beispiels- 

Ms 

weise m für einen gewöhnlichen Theodoliten ohne mikroskopische Ablesung zu d: 8' an- 
genommen, so wird sich der mittlere Fehler M des Mittels 



aus I* 


1 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 IG 


w ± s 


57 


4.6 


4.0 


3.6 


3.3 


3.0 


*.8 


*.7 ».5 


tt \% 


13 


14 


»S 


t6 


«7 


18 


«9 


10 Sätzen 



»,4 



1,8 i»8 Sekunden 



%,l %,% a,i *,i i.o 1,9 t,9 

berechnen. Hieraus wird ersichtlich, dafs infolge der Wiederholung der Beobachtungen der 
mittlere Fehler M nur im Anfange schnell abnimmt, eine häufigere Wiederholung über 
/ 3= 4 höchstens 6 hinaus aber für die Zwecke der niederen Geodäsie nur noch geringen 
Nutzen haben und der hierdurch erreichbare Erfolg mit dem Aufwände an Zeit und Geld 
nicht mehr im richtigen Verhältnis stehen wird. Viel wichtiger ist es, die Schärfe der 
Messungen durch vorzügliche Sorgfalt hinsichtlich der festen und zentrischen Aufstellung 
des Theodolits und hinsich'tlich der guten und zenirischen Signalisierung der Zielpunkte, 
nach den Umständen auch durch Verwendung eines leistungsfähigeren Theodoliten, zu steigern. 

Zur näheren Veranschaulichung der Messung dient der auf Seite 1S4 bis 189 ab- 
gedruckte Auszug aus einem Winkelbuche. Das erste Beispiel (Seite 184 bis 187) enthält 
satzweise Richtungsbeobachtungeen, in welchen Richtungen zur Bestimmung von Punkten 
III. und IV. Ordnung gemeinschaftlich vorkommen. Das zweite Beispiel (Seite 188 und 
189) bringt die durch Repetition ausgeführte Einzelbeobachtung von Richtungen, welche 
nur zur Bestimmung von Punkten IV. Ordnung dienen, zur Darstellung. 



^) In dem In der Anmerkung m § 66 (8.. 176) unter c erwähnten Ausnahmefalle ist die Winkehnessung 
rur Beipunkte wie fär Punkte IV. Ordnung auMufiihren. 
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Trigonometrische P unktbestimmongen. 



V. 



(Trig. Form, i.) 


• 
Winkclbuch. 


Standpunkt 


Zielpunkt») 


Femrohrlage 1. 


Femrohrlage IL 1 


Zeiger 


Mittel. 

r * 


Zeiger 


Mittel. 


A. 

O 1 t 


B. 

1 * 


A. fi. 


I. 


a. 


3- 


4. 5. 1 


6. 7. 


8. 


^6. Sats I. 


^7 (round IV) 


84 


31 


40 


32 


50 32 


»5 


264 


3» 


50 


32 


50 


32 


20 


Festlegung durch 


g II (round IV) 


86 


56 


00 


57 


00 56 


30 


266 


56 


10 


57 


00 


56 


35 


o,gm versenkte 


^17 (IV) 


lOÖ 


16 


10 


17 


10 


16 


40 


280 


16 


20 


»7 


20 


16 


50 


Steinplatte und 


SiS(lV) 


"3 


30 


10 31 


00 


30 


35 


293 


30 


00 


3» 


00 


30 


30 


einen zu Tage 


§i3(raundIV) 


I20 


33 


40 


34 


40 


34 


10 


300 


33 


30 


34 


40 


34 


05 


tretenden Stein, 


Ss (round IV) 


131 


13 


50 


14 


40 
50 


14 


15 


3" 


13 


40 


14 


40 


14 


xo 


beide mit dnge- 


Ss (TOundlV) 


141 


53 


00 


53 


53 


25 


321 


53 


00 


53 


50 


53 


25 


meifsdtem Kreuz, 


Is (round IV) 


14 


Ol 


30 


02 


20 


Ol 


55 


194 


Ol 


30 


02 


30 


02 


00 


welches das Zen- 


§12 (round IV) 


47 


07 


00 


07 


40 


07 


20 


227 


07 


00 


08 


00 


07 


30 


trum besdchnet. 


§9 (round IV) 


58 


32 


10 


33 


30 


32 


55 


238 


32 


20 


33 


30 


32 


55 




g»S (IV) 


64 


35 


oo 


36 


IG 


3S 


45 


244 


35 


20 


36 


20 


35 


50 




g»6 PV) 


64 


43 


30 


44 


20 


43 


55 


244 


43 


30 


44 


30 


44 


00 




S*5 (IV) 


79 


00 


00 


00 


50 


00 


»5 


258 


59 


50 


61 


00 


60 


25 


Sau 2. 


S 7 


(84 


31 


50 


32 


50) 






(264 


32 


00 


33 


00) 








54 


xo 


66 


00 








54 


00 


67 


xo 






129 


40 


00 


41 


10 


40 


35 


309 


40 


20 


41 


10 


40 


« 




gl. 


132 


04 


20 05 


20 04 


50 


312 


04 


20 05 


30 


04 


55 




^7 


145 


24 


40 25 


30 25 


05 


325 


24 


30 25 


40 


25 


05 




§18 


158 


38 


30 39 


20 


38 


55 


338 


38 


20 


39 


20 


38 


50 




gi3 


165 


42 


00 43 


00 


42 


30 


345 


42 


00 


43 


00 


42 


30 




S 8 


176 


22 


10 


23 


00 


22 


35 


356 


21 


50 


23 


00 


22 


25 




S 5 


187 


Ol 


20 


02 


10 


Ol 


45 


7 


Ol 


10 


02 


20 


Ol 


45 




^ 3 


59 


09 


50 


10 


40 


10 


15 


239 


09 


30 


10 


40 


xo 


05 




S- 


92 


»5 


20 


16 


00 


»5 


40 


272 


»5 


00 


16 


10 


«5 


35 




S 9 


103 


40 


40 


41 


40 


41 


10 


283 


40 


30 


41 


40 


41 


05 




§28 


109 


43 


30 


44 


30 


44 


00 


289 


43 


20 


44 


30 


43 


55 




©26 


109 


52 


00 


52 


50 


52 


25 


289 


51 


40 52 


50 


52 


15 




0»5 


124 


08 


20 


09 


10 


08 


45 


304 


08 


10 09 


10 08 


40 




§7 


(129 


40 


10 


41 


20) 




(309 


40 


10 41 


10) 






42 


40 


54 


20 






40 


40 55 


00 




♦) Di« de 
traffende Richtuc 
nutzt werden sol 


n Nummern der Zielp 
g nur bei Bestimmun 


unkte beigefügten Ziffern HI und IV zeigen erläuternd an. ob die be- 
g von Punkten IV. Ordnung oder auch Ton Punkten III. Ordnung be- 
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(Trig. Fonn. i.) W i n k e 1 b u c h. 


Mitte] 


Reduzierte 


Mittel 
aus allen 




aus I und 11. 


Mittel. 


Beob. 
achtungen. 


Bemerkungen. 


o » • 


I « 


f « 




9- 


10. 


It. 


12. 


84 
86 
xoo 
113 
lao 
131 


3* 
56 
16 
30 
S4 
14 


18 
3* 
45 
3* 
08 
12 




2 

15 

28 

36 
46 


00 
*4 
44 
58 

Ol 

41 


00 
14 
*7 
14 
50 
54 








Einznessung von benachbarten Festpunkten siehe Winkel- 
buch IT. Ordn. S. . . . 

Vor Beginn der Beobachtung ist die Stellung des Signals 
auf ^ 6 untersucht und genau zentrisch befunden. 

Die Stellung der Signalpyramide j^ 3 ist am 15*9.78 
untersucht und genau zentrisch befunden. 


141 


53 


*5 


57 


21 


07 










14 


Ol 


58 


289 


29 


40 










47 


07 


*5 


322 


35 


07 








Proben. 


58 


3» 


55 


334 


00 


37 








54' 10* 




64 


35 


48 


340 


03 


30 








66 00 




64 


43 


58 


340 


IZ 


40 








54 00 




79 


00 


^5 


354 


«8 


07 








67 10 
241 20 

60 20 


oo" 27* 
4- 13 (32' 18') =59 54 

60 2t 




60 


ai 




00 


»7 


i»9 


40 


40 





00 


00 




13a 


04 


53 


2 


M 


13 










145 


»5 


05 


»5 


44 


*5 










X58 


38 


5» 


28 


58 


12 










165 


4» 


30 


36 


Ol 


50 










176 


aa 


30 


46 


41 


50 










187 


Ol 


45 57 


21 


05 










59 


10 


10 289 


29 


30 










9a 


15 


38 


322 


34 


58 








Proben. 


103 


41 


07 


334 


00 


*7 








42' 40* 




109 


43 


58 


340 


03 


18 








54 20 




109 


5* 


20 


340 


zz 


40 








40 40 




124 


08 


42 


354 


^8 


02 








55 00 
192 40 

48 xo 


59' 3o' 
H- f3V40'40') = 48 40 

48 10 




48 


10 




59 


30 
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Trigonometrische Punktbestimmungen. 



(Trig. Form, i) 


Winkelbuch. 


Standpunkt. 


Zielpunkt 


Fernrohrlage I. 


Fernrohrlage 11. 1 


Zeiger 


Mittel. 
• 


Zeigei 


Summe 
Spalte 

3.4.6.7. 

• 


A. 1 B. 

1 ' ' ' 


A. 

• • 


B. 
• 


I. 


2. 


3. 1 4. 


5- 


7. 1 8. II 


t^ 


S 7 


»74 


31 


00 32 


10 






354 


31 


10 32 


00 6 


20 


Sati 3. 


§.. 


176 


55 


20 56 


30 . 




356 


55 


20 56 


20 23 


30 




^17 


190 


15 


.40 16 


30 






10 


»5 


50 16 


50 »4 


50 




g.8 


ao3 


*9 


20 30 


10 






*3 


»9 


20 30 


30 39 


20 




S'j 


aio 


33 


00 


33 


50 






30 


33 


00 34 


10 14 


00 




S 8 


121 


13 


00 


1.3 


50 






41 


13 


00 


14 


10 


14 


00 




S S 


131 


5» 


10 


53 


to 






51 


5» 


10 


53 


20 


10 


50 




i 3 


104 


00 


40 


Ol 


40 






*84 


00 


40 


Ol 


30 


4 


30 




S- 


'37 


06 


10 


07 


00 






317 


06 


10 07 


10 


26 


30 




S 9 


148 


3" 


40 


3* 


40 






328 


31 


40 3* 


50 8 


50 




g*8 


154 


34 


30 


35 


20 






334 


34 


20 35 


30 


19 


40 




S»6 


»54 


4» 


40 


43 


40 






334 


4» 


40 


43 


50 


IX 


50 




S*5 


168 


59 


10 


60 


00 






348 


59 


10 


60 


40 


38 


40 


Sati 4. 


S 7 
S 7 


(174 


jo 


50 


3* 


CO) 






(354 


31 


00 


3* 


00) 








54 


20 


66 


30 








54 


30 


68 


30 


*43 


50 


219 


26 


10 


17 


10 






39 


26 


10 


*7 


10 


26 


40 




^. 


221 


50 


20 


51 


20 






41 


50 


20 


5» 


30 


3 


30 




g'J 


*55 


28 


10 


29 


00 






75 


18 


00 


29 


10 


34 


20 




i 8 


266 


08 


20 


09 


00 






86 


08 


10 


09 


20 


34 


50 




S S 


276 


47 


20 


48 


10 






96 


47 


20 


48 


20 


31 


10 




S } 


148 


55 


40 


56 


40 






3*8 


5S 


50 


56 


50 


»5 


00 




S- 


i%t 


Ol 


10 


02 


20 






2 


Ol 


20 


02 


20 


7 


ro 




8 9 


193 


26 


50 


17 


50 






13 


»7 


00 


18 


00 


29 


40 




S 7 


(219 


26 


10 


^7 


20) 






(39 


26 


20 


*7 


ro) 








44 


00 


5» 


30 








44 


10 


5* 


40 


192 


20 
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(Trig. Form, i) Winkelbach. 








Mittel 








Mittel Reduzierte 


aus allen 








aus I und II. Mittel. 


Beob- 
achtungen. 


Bemerkungen. 






*» t • 


f * 


1 • 








9- 


10. 


11. 


12. 






«74 


3« 


35 





00 


00 














176 


55 


5* 


1 


»4 


«7 














190 


16 


la 


«5 


44 


37 














V>3 


»9 


50 


18 


58 


«5 














110 


33 


30 


36 


Ol 


55 














ftftX 


«3 


30 


46 


4« 


55 














*ji 


5» 


43 


57 


21 


08 














X04 


Ol 


08 


^%^ 


29 


33 














«37 


06 


38 


322 


35 


03 














148 


3* 


la 


334 


00 


37 














«54 


34 


55 


340 


03 


20 














^54 


43 


11 


340 


II 


37 








Probe; 






168 


59 


40 


354 


^% 


05 








0' 12' 






1 
















+ «3(«'35')«o 35 
57 








60 


57 




00 


22 






119 


»6 


40 





00 


00 






1*1 


50 


5» 


2 


24 


12 














*55 


^% 


35 


36 


Ol 


55 














a66 


08 


4» 


46 


4* 


02 














176 


47 


48 


57 


21 


08 














«48 


56 


«5 


289 


29 


35 














I8a 


Ol 


48 


32a 


35 


08 








Probet 






«93 


»7 


*5 


334 


00 


45 








4'45' 
-4- 8 (6' 40*) = 3 ^0 

8 05 








48 


H 


34 


45 
























Beobachtet am x6. 10. 78 bei klarer, ruhiger Luft 
durch N. N. 






= 


_ 
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Trigonometrische Punktbesttminungen. 



V, 



(Trig. Form, x.) 


Winkelbuch. 


Standpunkt 


Zielpunkt 


Fernrohrlage 1. 


Fcmrohrlage II. 1 


Zeiger 


Mittel. 


Zeiger 


Mittel. 1 














A. 


B. 


A. 


B- 1 II 






O f # 


r « 


1 « 


• • 


• « 


« 


I. 


z. 


3- 


4. 


5- 


6. 1 7, 


8. 


§ 17- exzentr. 


gi6 


10 


n 


50 


14 


00 


»3 


55 


300 


14 


20 


14 


xo 


14 


«5 


Standpunkt 5^. 


S «9 


(41 


5« 


00) 


























2 fach 


65 


18 


10 


18 


*o 


18 


15 


145 


18 


40 


18 


40 


18 


40 




4 fach 


HO 


41 


20 


4* 


40 


41 


30 


290 


43 


00 42 


50 


41 


55 




gi6 


20 


»3 


20 


13 


20 


«3 


20 


200 


n 


40 X3 


50 X3 


45 




S 20 


(56 


^5 


10) 
























2 fach 


9» 


16 


50 17 


00 


16 


55 


272 


17 


20 


«7 


30 17 


*5 




4 fach 


164 


19 


50 


19 


40 


19 


45 


344 


20 


10 


20 


10 20 


xo 




gi6 


10 


14 


IG 


«4 


xo 


14 


xo 


200 


14 


30 


14 


40 


14 


35 




gi5 


(8a 


*5 


30) 


























2 fach 


144 


37 


30 


37 


30 


37 


30 


344 


38 


00 


38 


00 


38 


00 




4fa€]: 


169 


00 


20 


00 


00 


00 


xo 


89 


00 


50 


00 


40 


00 


45 




g i6 


lO 


14 


00 


14 


00 


14 


00 


200 


14 


30 


14 


30 


14 


30 




gv 


(81 


S7 


00) 


























2 fach 


M5 


40 


IG 


40 


00 


40 


05 


315 


40 


40 


40 


40 40 


40 




4 fach 


271 


06 


OG 


06 


00 


06 


00 


91 


06 


20 


06 


30 06 


15 




§.6 


20 


n 


40 


«3 


40 


13 


40 


200 


14 


xo 


14 


00 14 


05 




4" 


(162 


46 


40) 


























«fach 


305 


ftO 


00 20 


lO 


10 


10 


X25 


20 


40 20 


40 


20 


40 




4 fach 1)1 + 


230 


26 


20 26 


10 


26 


15 


50 


26 


40 26 


40 


26 


40 




S.6 


20 


»3 


30 13 


30 


13 


30 


200 


M 


00 


14 


00 


14 


00 




S n 


(166 


3» 


30) 






















2 fach 


3C2 


49 


50 50 


00 


49 


55 


131 


50 


30 


50 


30 


50 


30 




4 fach 171 + 


145 


26 


40 26 


20 


26 


30 


65 


17 


00 


26 


50 


26 


55 








36 


30 


36 


40 








45 


00 


44 


50 
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(Trig. Form, i.) 


Winkelbuch. 






Mittel 






i 


Mittel Reduzierte 


aus allen 








aus I und II. Mittel. 


Beob- 
achtungen. 




Bemerkungen. 






1 « 








9. 10. 


II. 


1 


10 


M 







00 


00 





00 


00 






i 


65 


28 




45 


14 


*3 














HO 


4» 




90 


28 


38 


22 


37 


IG 








IG 


13 






















9» 


17 




7* 


03 


37 














164 


«9 




144 


06 


*5 


36 


Ol 


36 








20 


«4 






















«44 


37 




124 


»3 


22 














»69 


00 




»4S 


46 


05 


62 


II 


31 








oo 


14 






















145 


40 




125 


26 


08 














»71 


06 




250 


5« 


58 


62 


43 


GO 








10 


13 




















305 


20 




*85 


06 


3» 














130 


26 




570 


12 


35 


14a 


33 


09 




Proben: 




40 


«3 
















36' 30' 
36 40 


50' 30- 




312 


50 




292 


36 


28 








45 00 


+ 38 39 




»45 


26 




585 


12 


58 


146 


18 


15 


44 5c 


4- 2 {23' 54') = 47 48 
16 57 






*3 






50 


30 








163 00 




16 






38 


39 




*4 


41 


40 45 








40 


51 
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Trigonometrische PanktbesHmmungen. 



Diese beispielsweisen Beobachtungen beuchen sich auf einen Repetitionstheodoliten, 
bei welchem der Wert der Zeigereinheit » ao' a. T. ist, sodafs noch to' geschätzt 
werden können. 

Die Beobachtungsergebntsse werden satzweise in der. Fernrohrlage I {Spalte 3 bis 5) 
in der Reihenfolge der Richtungen von oben nach iinten, in der Femrohrlage II 
(Sp. 6 bis S) von unten nach oben fortschreitend eingetragen. 

Das Mittel aus I und II in Sp. 9 wird entwMer aus den Mitteln in Sp. 5 tmd 8 
oder unter NichtausfUUung der Sp. 5 und unter Eintragung der Summe der Sp. 3, 4, 6» 7 
in Spalte g durch Division dieser Summe durch 4 gebildet. Geschieht letzteres,, so kann 
nach Herrn Jordan's *) Vorgange zur Division durch 4 die im a. Teile dieses Buches S. 7 1 
enthaltene Httlfstafel VII benutzt werden. Auf Seite 184 und 185 ist das erstere auf 
Seite 186 und 187 das letztere Verfahren zur Anwendung gebracht Man kann aber auch 
in Sp. 3, 4, 6, 7 beim Ablesen vom Theodoliten Doppelsekunden, deren 30 auf eine 
Minute gehen, anstatt der Einzelsekunden anschreiben und erhält dann die Mittel in Sp. 5 
und 8 in Etnzelsekunden direkt als Summen der Doppelsekunden, ohne Division durch 2. 
Mit Anwendung der DoppeUekanden würde sich das Beispiel auf Seite 284 und 185 fol- 
gendermafsen gestalten: 



A. 


B. 


Mitt 


A. 


B. 


Mitt. 


• d' 


• ä' 


1 


• d' 


• d' 


• # » 


8431*0 


3115 


3215 


«64 31 ^5 


3**5 


3440 


86 5600 


5700 


5630 


a66 56 05 


5700 


5635 


X001605 


1705 


1640 


a8o 16 xo 


17 IQ 


1650 



u. s. w. 

FQr die Richtigkeit der Berechnung der Mittel wird eine nicht zu vemachllirigeiide 
Probe dadurch beschafft, dafs in den Sp. 3, 4» 6, 7, 9 -- bei satzweisen Richtungsbeob- 
achtungen satzweise, bei Einzelbeobachtungen der Richtungen am besten seitenweise — die 
Sekunden- und Minutenspalten summiert werden, wobei die Summe in Sp. 9 bis auf un- 
vermeidliche Abrundungsungenauigkeiten der leuten Sekundenstelle mit dem arithmetischen 
Mittel der Summen in Sp. 3, 4, 6, 7 ttbereinstimmen raufs. 

Für die Bildung der reduzierten Mittel in Spalte 10 ergibt sich die ebenfalls wich- 
tige Probe, dafs bei satzweisen Richtungsbeobachtungen die satzweise Summe der Sekunden 
und Minuten dieser Spalte, vermehrt um das Produkt aus der Anzahl der Richtungen 
und der Sekunden- und Minutenzahl der Anfangsrichtung in Sp. 9 , auf die Summe der 
Sekunden und Minuten in letzterer Spalte, und zwar auch in der letzten Sekundenstelle 
•genau, wieder zurückführen mufs. Bei Einzelbeobachtungen der Richtungen mufs zum 
Zwecke dieser Probe, wie leicht ersichtlich, in Sp. 9 die Summe der Richtungen Po ge- 
trennt von der Summe der übrigen Richtungen ermittelt werden. 

Haben bei satzweiser Beobachtung der Richtungen nicht durchweg volle Sätze erlangt 
werden können, und haben zugleich nicht alle Sätze die gleiche Anfangsrichtung oder 
sonst mindestens eine gemeinschaftliche Richtung, welche für die Reduktion als Nullrichtung 
genommen werden kann, so kann die Bildung reduzierter Mittel in Sp. 10 des Winkelbuchs 
ganz unterlassen werden, da dieselben, wie weiter unten sich ergeben wird, ' nicht unmittelbar 
gebraucht werden (§ 70). 

Die Mittel aus allen Beobachtungen werden zweckmäfsig nur, wenn Einzelbeobachtun- 
gen der Richtungen vorliegen (Seite 188 und 189) in Sp. xr gebildet, wo sich dieselben 
in diesem Falle aus der Division der Summe der Mittel in Sp. xo durch die Anzahl der 
Beobachtungen ergeben. 



**) Vgl. Jordan „Handbuch der Vermessungskunde", 
haag Seite (6]. 



3. Aufl. 1888, zweiter Band, Seite ato und An- 
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Horizontabschiurs bei satzweisen RicIitungsbeobacMungen. 

§68. 

Wenn bei satsweisen Richtungsbeobacbtungen durchweg volle Sätze vorbanden 
sind, so erhält man die ausgeglichenen endgültigen Richtungen i?, wie bereits im § 67 an- 
gedeutet worden, in vollster Strenge in den richtungsweise zu. bildenden arithmetischen 
Mitteln der Satzbeobachtungen. 

Eine besondere Behandlung erheischt nur der Fall, wenn auf einem Punkte gleich« 
zeitig Richtungen zur Bestimmung von Punkten verschiedener Ordnungen in ver- 
schiedener Anzahl der im übrigen vollen Sätze beobachtet worden sind, wie dies bei dem 
Beobachtungsbeispiele auf Seite 184 bis ig; geschehen ist. Hier werden die als endgültige 
Richtungen R anzusehenden arithmetischen Mittel gesondert hergeleitet, und zwar das 
eine Mal für die Punktbestimmung der niederen Ordnung allein aus denjenigen Sätzen, in 
welchen die Richtungen nach Punkten der niederen Ordnung vorkommen, das andere Mal 
für die Punktbestimmung der höheren Ordnung aus allen Sätzen mit Weglassung der 
Richtungen nach den Punkten der niederen Ordnung.. In diesem Sinne ist das erwähnte 
Beobachtungsbeispiel nachstehend behandelt: 



7^ 

XX 

8 

5 

3 

1% 

9^ 



17 
18 
^% 
i6 



a 

I 
o 

i 



Sau 



1 

36 

46 

57 
a89 

334 



«5 

28 

340 
340 
354 



... 



Reduzierte 
Satz 1. 



34 



»9 



33 



58 



30 03 

40 I IX 

07 I a8 



58 I »5 
*7 I 59 



53 



Mittel 
Satz 3. 



St 



Satz 4. 



34 



%8 



andpunkt 56. 

X. Endgültige Mittel i?. 
IV. Ordnung. in.Ordn. III— IV. J Vereinigte 



34 



45 



% 

36 

46 

57 

189 

322 

334 



0033.7 



'5 

28 

340 

340 

354 



34 



*5 



00,0 
147 
517 
53.0 
06,7 

34,3 
02,7 



16.8 



»9.7 

I3r7 

22,7 

39rO 

04.7 



49'8 



00,0 
14,0 
5^,5 
55.3 
07,0 

34,5 
04,0 

36.5 



34 



23,8 



= + 



5x0,9 = 4- 



0,0 
0,7 
0.8 
»,3 
0,3 
0,2 

1.3 
»,8 



7iO 



0.9 



4,5 



2 

36 

46 

57 

289 

322 

334 



»5 

340 
340 
354 



34 



00,0 
14,0 
5*. 5 
55»3 
07^ 

34,5 
04,0 

36,5 



43i8 



30,6 
14,6 
23,6 

39»9 
05,6 



»5 54,3 



Die Berechnnng der Mittel, um zu den endgültigen Richtungen R in den mit 
„IV. Ordnung** und „III. Ordnung*' bezeichneten Spalten zu gelangen, wird einer Er- 
läuterung nicht bedürfen. Die Übertragung der Richtungen aus dem Winkelbuche wird 
dadurch gegen Irrtümer sichergestellt, dafs die satzweisen Summen der Sekunden und Mi- 
nuten aus Spalte 10 (Seite 184 bis 187) in die vorstehende Rechnung bei Satz i, 2, 3 
als die Schlubsumme [r]j, bei Satz 4 als die Zwischensumme [r]i mit Ubemonmien werden, 
Wo die Nachsummiening dieselben Summen liefern mufs. Für die richtige. Berechnung der 
endgültigen Richtungen ergeben sich die Proben in den Summen der letzteren, welche mit 
dem arithmetischen Mittel der entsprechenden Satzsummen übereinstimmen müssen. Damit 
diese Probe auch bei der III. Ordnung leicht gezogen werden kann, sind die Richtungen 
nach Ordnungen getrennt gruppiert und mit ZwischenabschlUssen versehen. 
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Hiermit würde der Horizontabschlafs an sich hergestellt und für die spätere Verwen* 
düng der endgültigen Richtungen R nar zu berücksichtigen sein, da(s für die Punkt* 
bcftimmungen III. Ordnung allein die Richtungen aus der obigen Spalte „III. Ordnung", 
ftor die Punktbestimmungen IV. Ordnung allein diejenigen aus der Spalte „IV. Ordnung** 
in den Abrifs (§ g9) übernommen werden, um daselbst die endgültig orientierten Richtungen ^ 
hertuleiten. Die Richtungen beider Ordnungen können jedoch auch mit geringer Mühe 
Yereinigt und dadurch ohne jede materielle Abänderung für den Abrifs formell durchweg 
gleiche Werte erlangt werden, ein Vorteil, welcher um so wertvoller ist, als dadurch spä- 
tere Änderungen der Horisontabschlüsse vermieden werden, wenn Änderungen des Rechnangs- 
ganges eintreten, welche in der niederen Geodäsie nicht wohl grund^tzlich umgangen 
werden können. Die Vereinigung ist in dem obigen Beispiele ebenfalls ausgeführt, indem 
für die in den Spalten der beiden Ordnungen gemeinschaftlich vorkommenden Richtungen 
die Differenzen III — IV gebildet und in dem arithmetischen Mittel derselben die Orien- 
tieningsverbesserung <> » -f- 0,9' gefunden ist, welche den allein in der IV. Ordnung vor- 
kommenden Richtungen zugelegt, nämlich: 

P,7 150 44' 19,7* + 0,9* = 1 50 44* iofi' 

PtS *8 58 I3i7 ■4-0/9 =» ** 58 '4/6 

PaS 340 03 2a.7 4- 0,9 = 340 03 X3,6 

Pa6 340 II 39'0 +o#9 =340 II 39/9 

P's 354 48 04,7« 4-0,9 = 354 28 05,6, 
hierfür die Werte der Spalte „Vereinigte** ergibt « während die Übrigen Richtungen aus 
der Spalte „DU. Ordnung" unverändert in die Spalte „Vereinigte** übergehen. Diese Ver- 
einigung führt gans zu denselben Ergebnissen, als wenn das in den folgenden Paragraphen 
erläuterte Verfahren angewendet worden wäre und schliefslich die Reduktion der Richtungen 
auf die Nullrichtung stattgefunden hätte. Es mufs, falls die Rechnung einfach gestaltet 
bleiben soll, das letztere Verfahren zur Anwendung gelangen, wenn die in verschiedener 
Anzahl der Beobachtungen gemessenen Richtungen von mehr als zwei Ordnungen vereinigt 
werden sollen. 



§69. 

Wenn nicht volle Beobachtungssätze vorliegen, wird behufs des Horizont- 
abschlusses •— abgesehen von dem Falle des § 68 — am besten das von Herrn Professor 
Helmert auf Seite 154 bis 158 seiner „Ausgleichungsrechnung*' (Leipzig, 187%) erörterte, 
bei der Vermessung von Grofsbritannien (Ordnance Trigonometrical Survey of Great Britain 
and Ireland, London 1858) angewendete Näherungsverfahren eingeschlagen. In dem hier- 
nach auf Seite 192, 193 behandelten Beispiele ist zunächst der Fall dargestellt, in welchem die 
Sätze sämtlich bereits in Sp. 10 des Winkelbuchs (Seite 184 bis 187) auf eine gemein- 
schaftliche Anfangs- oder Nullrichtung ro^duziert und demgemäfs aus der ge- 
nannten Registerspalte die in Abt. i vorgetragenen Beobachtungssätze gegeben waren. 

(Trig. Form. *.) 



Sau I 



Satz 2 I Sau 3 I Satz 4 Sats 5 SaU 6 



I. Reduzierte Mittel der beobachteten Richtungen r. 



Mittel 



o 

37 

91 

M5 

270 

301 



M 



00 00 

30 
40 

07 



5* 



29 



09 



29 



18 



18 1 3^ 



00 R 00 
16 



29 



18 
00 



18 I 46 



16 



37 



21 



55 1*5 



00 
46 
12 



o 
37 
91 
145 
52 I 270 
07 I 301 



57 



R. 

00,0 

«3J 
00,3 

a5r3 

3«r7 

i9i7 
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p. 


Satz X 


Satz 2 


Satz 71 


Satz 4 


Satz 5 


Satz 6 1 




1 




» •, 


» m 


• • 1 


• • 


r • 1 


• 1 


^ 






2. Differenzen v ^s R — r. | 


Summe 

+ — 










0,0 




0,0 




0,0 




0,0 




0,0 


0,0 


0,0 


0,0 








— 


16,3 




. 




. 


— 


".3 




4- 


^7,7 


-^in 


27.6 








-h 


20,3 




. 




. 




. 


-- 


8.7 - 


II.7 


20,3 


20,4 








4- 


18,3 


4- 


7.3 




. 


- 


*5.7 






. 


25,6 


*5.7 














. 


4- 


20,7 




. 


— 


7.3 - 


13.3 


20,7 


20,6 




n 




— 


3^.3 




• 


4- 


»9.7 




• 




• 


4- 


i*.7 


3*.4 


3*.3 




— 


10,0 


4- 


7.3 


4- 


40,4 


— 


37.0 


— 


16,0 


-H 


15.4 


126,7 


126,6 






— 


2,0 


4- 


3.6 


4- 


13.5 


— 


»*.3 


— 


5.3 


4- 


3.1 


63.1 


63.0 


3. Erste orientierte Richtungen r, = r -+- ö. 


Mittel R, 




I 


359 


59 


58,0 
*8,o 


59 


63,6 


59 73.5 1 


59 


47.7 


59 


54.7 


59 


63.1 


00000,1 




2 


37 


16 


. 


. 


. 


. 


x6 


i*.7 


• 


• 


'5 


49.1 


37 16 09.9 




3 


9' 


36 


38rO 






• 


. 


. 


• 


37 


03.7 


37 


15.1 


91 36 58i9 




4 


U5 


29 


05,0 


29 


»i',6 


. 


. 


29 


38.7 


. 


• 




• 


145 29 21,8 




5 


270 


. 


. 


. 


• 


44 


31/5 


. 


. 


44 


40,7 


44 


55.1 


270 44 4*.4 




6 


301 


48 


50,0 


• 




48 


13.5 


• 


• 


• 




48 


lO.I 


301 48 24.5 




10 


59.0 


*9 


25,2 


3* 


58,5 


45 


39.1 


21 


39.1 


26 


"'? 






M«W+M 




xo 


59iO 


29 


*5.3 


3* 


58,4 


45 


39.0 


21 


39.0 


26 


12,4 


Summe 
+ 1 - 




4. Differenzen vm^^Ri^ ri. 




I 




+ 


»rl 


— 


3.5 


— 


n.4 


4- 


12,4 


4- 


5.4 - 


3.0 


»9.9 


19.9 




% 




— 


18,1 




. 




. 


— 


2:8 




. 


4- 


20,8 


20,i 


20,9 




3 




-¥ 


20,9 




. 




. 




. 


— 


4i8 


— 


16,2 


20,9 


21,0 




4 




4- 


16,8 


4- 


0,2 




. 


— 


16,9 




. 




. 


17.0 


16,9 




5 






. 




. 


4- 


10,9 




. 


4- 


1.7 


— 


".7 


12,6 


i*.7 




6 




— 


*5.5 




. 


4- 


11,0 




• 




• 


4- 


14.4 


25.4 


*5.5 




- 


3,8 


— 


3.3 


4- 


8.5 


— 


7.3 


4- 


*.3 


4- 


3.3 


1x6,6 


m6,9 




^' = ¥ 




— 


0,8 


— 


1,6 


4- 


2,8 


— 


2,4 


+ 


0,8 


4- 


0,7 


X4.I 


14/4 


5. Zw 


eite orientierte Richtungen r^ = r/ 4- og. 


Mittel Ra 




I 


359 


59 


57»* 


59 62,0 


59 


76,3 59 


45.3 


59 


55.5 


59 


63,8 1 o|o 


000,0 




a 


37 


16 


27.a 


. 


. 




16 


10,3 


. 


. 


15 


49.8 


371 


609,1 




3 


91 


36 


37»* 


. 


. 


. 


• ■ 


• 


37 


04.5 


37 


15.8 


9M 


659.* 




4 


M5 


29 


04,2 


29 


20,0 


. 


. 


29 


36.3 


. 


. 


. 


. 


145* 


920,2 




5 


270 


. 


^, 


. 


. 


44 


34.3 


. 


. 


44 


41.5 


44 


55.8 


2704 


4 43.9 




6 


30X 


4S 


49/* 


• 


• 


48 


16,3 


• 


. 




• 


48 


xo,8 


3014 


825,4 






10 


55.0 


29 


22,0 


33 


06,9 


45 


31,9 21 


4'.5 


26 


16,0 






[r,]«MH-[z.J 




10 


55r» 


29 


21,9 


33 


07,0 


45 


31.8 21 


41.4 


26 


15.8 








6. Differenzen vg^ss Ra — rg. 


Sui 

+ 


nme 




X 




4- 


2,8 


— 


2,0 


— 


16,3 


4- 


»4.7 


4- 


4.5 


- 


3.8 


22,0 


22,1 




% 




— 


i8,i 








• 


— 


I.* 




. 


+ 


19.3 


»9.3 


19.3 




3 




4- 


22,0 








• 




• 


— 


5.3 


— 


16,6 


22,0 


21,9 




4 




4- 


16,0 


4- 


0,2 




, 


— 


16,1 




• 




. 1 16,2 


16,1 




5 






. 






4- 


9.6 




• 


4- 


*.4 




".9 


12,0 


".9 




6 




— 


23,8 






4- 


^^ 




• 




• 


-h 


14,6 


^3.7 


43.8 






- 


i»i 




i>8 


4- 


*,4 


— 


2,6 


4- 


1,6 


4- 


1.6 


115,1 


"5.« 








0,2 




Or9 


4- 


0,8 II - 


0.9 


4- 


0,5 


+ 


0.3 


5.6 


5.5 








n 
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Zunächst werden in Abt. i die arithxnetischen Mittel R der reduzierten Mittel der 
beobachteten Richtungen r und darauf in Abt 2 die Differenzen 
(i) v^R — r 

gebildet. Die Quersummen der Differenzen v müssen» abgesehen von den unvermeidlichen 
Ungenauigkeiten der letzten Stelle, aus leicht ersichtlichen Grtinden richtnngs weise gleich 
Null werden, wodurch die Richtigkeit sowohl der Mittel /?, als auch der Differenzen v 
sichergestellt wird. Femer werdeb in Abt. 1 satzweise die Vertikalsummen [v] berechnet, 
deren Quersumme, an sich ebenfalb gleich Null, in der unvermeidlichen Ungenanigkeit der 
letzten Stelle aber ganz mit der Ungenanigkeit der Summe der richtungsweisen Quersummen 
übereinstimmen mufs. So hat sich die Quersumme der satzweisen Vertikalsummen [v] 
zu -4-63,1 — 63,0 = -i- 0,1*, die Vertikalsumme der richtungs weisen Quersummen zu 
+ 1^6,7 — 126,6 s= 4. 0,1*, also übereinstimmend ergeben. Indem endlich noch in Abt 2 
satzweise die Differenzensummen [v] durch die Anzahl der Differenzen, d. h. die Anzahl n 
der beobachteten Richtungen des Satzes dividiert wird, erhält man für jeden Satz eine 
Orientierungsverbesserung 



{«) 



n 



Hiermit geht die Rechnung nach Abt. 3 über, indem man die Verbesserung o satt* 
weise allen in Abt i nachgewiesenen Richtungen r zulegt und dadurch die ersten 
orientierten Richtungen 

( 3 ) n^r^o 

erhält Die Rechnung wird hier dadurch gegen Fehler geschützt, dafs man satzweise die 
Vertikalsummen [r/] einmal durch unmittelbare Summierung der Einzelrichtungen r/, das 
andere BCal durch Zusammenfassen der Summen [r] und [v] ans Abt. 1 und 2 bildet, wobei 
sich bis anf die durch Abnindung der Orientierungsverbessemng o bedingten kleinen Ab- 
weichungen Übereinstinmiung ergeben mufs. 

Nach richtungsweise erfolgter Berechnung der arithmetischen Mittel Rt in Abt. 3 
werden nnn in Abt 4 die Differenzen 

( 4 ) v,^ Rt — rs 

in gleicher Weise, wie für Abt 2 gezeigt worden, gebildet und daraus abermals Orien- 
tiemngsverbesserungen, nämlich 

hergeleitet, deren Zulegung zu den in Abt 3 enthaltenen orientierten Richtungen r# in 
Abt 5 die besser orientierten Richtungen 

( 6 ) r« =« T/ 4- öi 

ergiebt 

Nach geschehener Berechnung der Mittel Ra in Abt. 5 erfolgt wiederum die Differenzen- 
bildung und weitere Verbesserung der Orientierung der Richtungen u. s. w. so lange, bis 
die Orientierungsverbesserungen für alle Sätze gleich Null oder doch so klein geworden 
sind, dafs sie vernachlässigt werden können. Ist dies erreicht, so werden die letzten Mittel 
Rm als die endgültigen Richtungen genommen. 

Man kann aber auch die letzten Mittel Rn bilden, ohne die endgültig orientierten 
Richtungen rn selbst zu kennen, indem man die vorletzten Mittel Rn^t nach den zu den 
vorletzten Richtungen rn-t gehörigen Differenzen und den daraus abgeleiteten Oricntiemngs- 
verbesserungen om^t nach der Formel 

(7) Ä.=Ä-,+£^ 
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QDxnittelbar Yerbesseit, wobei ricbtungsweise nur die Verbesserungen on—t derjenigen s Sätze 
SU berttcksichtigen sind, in denen die betrefTende Richtung vorkommt. Hiemach ergibt 
sich beispielsweise oben aus Abt. 5 und 6 (nur die Sekunden hingeschrieben): 

















^J« 


/> 


n^ 






M. 


r. 


s 


s 




oo,o* 


— o,a- 


■ 0,9 + 0,8 ■ 


-0,9 + 0,5-4-0,3 — -.0,4' 




— o,i' 


59.9' 




09,1 


— o,a 


. 


-0,9 . 4. 0,3 «-0,8 




-0,3 


08,8 




59»* 


-0,1 


• 


. -h 0,5 +0,3 = 4-0,6 




-+-0,2 


S9.4 




00,2 


-0,*- 


0,9 • ■ 


-0,9 . . —-2,0 




— 0.7 


«9.5 




43.9 




. -ho,8 


-H 0,5 4. 0,3 « + 1,6 




4-0.5 


44.4 




»5f4 


— 0.2 


. -1-0,8 


. 4-0,3 — 4- 0,9 




+ 0,3 


»57 



Diese Schlufsverbesserung wird, weil dabei imtner nur noch kleine Zahlen werte in 
Betracht kommen, ganz im Kopfe ausgeführt werden, so dafs nur das Schlufsergebnis i^n 
(hier Rj) hingeschrieben wird. 



Für manche Fälle ist es vorfuciehen, die erste Orientierung der Riehtungen nicht, 
wie m obigem Beispiele geschehen, durch die Mittel R, sondern in d^r Weise . zu bewirken, 
wie es auf Seite 196 und 197 mit Wiederholung desselben Messungsfalles dargestellt 
worden ist 

Hier sind in Abt. x die reduzierten Mittel r der beobachteten Richtungen in solcher 
Reihenfolge der Sätze vorgetragen, dafs alle vorhergehenden Sätze mit jedem folgenden 
Satze möglichst viele Richtungen gemeinsam haben. Wenngleich diese Reihenfolge der 
Sätze auf das Endergebnis an sich ohne Einflufs ist, so ist sie doch von Bedeutung fUt 
die Abkürzung der Rechnung. Je besser die Sätze hiemach geordnet werden, desto schneller 
kann das Näherungsverfahren zum Abschlufs kommen. Aus diesem Grunde war in dem 
gewählten Beispiele die Reihe folgendermafsen zu bilden: 

.1. der die meisten Richtungen (5) enthaltende Satz 1, 

2 der Satz 6, der mit dem Satze x die meisten, nämlich 4 Richtungen ge- 
meinsam hat, 

3. der Satz 3 als einer derjenigen drei Sätze 3, 4 und 5, die, jeder ftkr sich, 
mit den vorhergehenden beiden Sätzen i und 6 zusammengenommen 5 Rich- 
tungen gemeinsam haben, 

4. der Satz 5 , mit dem die vorhergehenden 3 Sätze 1 . 6 und 3 zusammen«- 
genonunen 7 gemeinschaftliche Richtungen enthalten, während sie mit dem 
Satze 4 an dieser Stelle nui 6 Richtungen gemeinsam haben würden, 

5. der Satz 4, dessen Richtungen in den vorhergehenden 4 Sätzen nunmehr 
ebenfalls 7 mal vorkommen, wogegen der Satz 2 an dieser Stelle nur 5 ge- 
meinschaftliche Richtungen in den vorhergehenden Sätzen beschaffen lassen 
würde, 

6. der Satz 2 als der letzte noch Übrige Satz. 

Nunmehr werden die beiden Fonnularabteilungen 2 und 3 durch Vortragung der 
Punktbezeichnungen n vorbereitet und fUr den in erster Linie stehenden Satz i die 
Richtungen r aus der Abt. i nnverffndert in Abt. 3 als Richtungen ri wieder vorgetragen. 
Hierauf erfolgt die Bildung aller möglichen Differenzen 

(S) fr«r,-r 

swischeo den korrespondierenden Richtungen ri des ersten Satzes 1 (Abt 3) und den 
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(Trig. ] 


Form. 1.) 








/>. 


Satz X. 

O » B 


[ Satz 6. 

1 ' ' 


Satz 3. Sau 5. 


Satz 4. Satz 2. 
1 # , • 








[. Reduzierte Mittel der beobachteten i 


EUchtungen, r. 




2 







00 


00 


00 


00 


00 


CO II 00 


00 


00 


00 


00 


00 




% 




37 


f6 


30 


»5 


46 


. 


^ 


. 


• 


16 


*5 


. 


. 




3 




9» 


36 


40 


37 


12 


• 




37 


09 


. 


. 


. 


. 


N 21 


4 




M5 


19 


07 


. 


. 


. 


. 


. 


. 


29 


51 


29 


18 


ns 6x6 


5 




270 


. 


. 


44 


5» 


44 


18 


44 


46 


. 


. 




. 


-0,58 


6 


['•] 


30f 


48 


5^ 


48 


07 


48 


00 


• 


• 


• 


• 




• 






ri 09 


*5 


57 


3» 


18 


21 


55 


46 


16 


»9 


18 




2. Differenxen tr -^ r^ — 


r. 


I 

















































+■ 


14 


4- 
•4- 


14 
»7 


4- 
4- 
4- 


14 
»7 

7 


4- 
4- 
4- 


14 

»7 

7 

2 




2 










•4- 


44 






• 


4- 


5 
*5 




• 




3 










— 


3* 






4-. 


29 
17 




• 




• 




4 












• 








• 


"■ 


44 


4- 


IX 

3» 




5 












• +1 


48 


4- 


20 

X 




• 




• 




6 


M 








-¥ 


45 




5» 

21 




• 




• 




• 










+ 


57 


+ 


X35 


•+- 


48 


— 


z6 


4- 


66 











4- 


14 


4- 


»7 


4- 


7 


— 


2 


4- 


9 


Mittel R,. 


3. 1 


Erste orientierte Richtungen r 


/ = r + <». 


I 

2 




359 
37 


59 
16 


60 
30 


59 
16 


74 59 
00 


87 


59 


67 


59 
16 


58. 
*3 


59 


69 


359 
37 


59 
x6 


69,2 


3 




91 


36 


40 


37 


26 . 


. 


37 


16 


. 


49 


• 


. 


9» 


37 


07,3 


4 




145 


29 


07 


• 


• 


. 


. 




29 


29 


*7 


»45 


29 


4771 


5 




270 


. 


. 


45 


06 


44 


45 


44 


53 


. 


. 




. 


270 


44 


54,7 


6 




301 


48 


5* 


48 


21 


48 


17 


• 




• 


• 




• 


30X 


48 


33,3 




II 


09 


»7 


07 
14 


33 

4- 


39 
»7 


22 

4- 


16 


46 


10 

2 


29 

4- 


36 
9 






n 




4. Differenzen Vt^= R» — 


1 


Sun 

+ 


une. 


I 






-H 


9**1 


- 


4,8 


— 


17,8 


4- 


2,2 


4- 


11,2 
5/3 


4- 


0,2 


22,8 


22,6 


a 






— 


12,3 


-+- 


I7i7 




. 




• 


— 




• 


^in 


17,6 


3 






+ 


V'3 


- 


18.7 




• 


— 


8,7 




• 




. 


*7»3 


*7,4 


4 






+ 


»0/7 




• 




. 




. 


— 


21,3 


+ 


0,7 


21,4 


ai,3 


5 








. 


— 


11,3 


4- 


9»7 4- 


17 




. 




• 


11,4 


",3 


6 


M 
= M 

n 




— 


18.7 


H- 


i*,3 


4- 


6,3 


• 




• 




• 


18.6 


18,7 




-¥ 


26,2 


— 


4,8 


- 


1,8 


- 


4.8 


— 


15^4 


4- 


0.9 


119,2 


"8,9 


Oj 




•¥ 


5/* 


— 


IrO 


— 


0,6 


— 


1,6 


— 


5.1 


4- 


«><5 


»7.» 


26,8 
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Satz X. 



Satz 6. 



Satz 3. 



Satz 5. R Satz 4 



Satz 2. 



5* Zweite orientierte Richtungen ra^rg-i- Oj, 



Mittel ü^ 



359 
37 
9» 

145 

301 






65,a 
35*» 

45»» 



57,» 



35,0 »7 
35.»|»7 



73rO|59 

59rO 



05,0 
ao,o 



oa,o 



86^ 



44i4 
»6,4 



37r» 

37,» 



65r4||59 

14/4 ^ 

"»9 
5M" 



"#»|45 
",»145 



5»/9||59 
»7/9 

43/9 1 »9 



54,7 



54,6 19 



»9 



69,5 



»7.5 



359 

37 
91 

145 

270 

[301 



37iO 
36,9 



6. Differenzen vgsss Rg — rg. 



n 



3,5 
i7,S 
43,0 
15,7 

— 14,7 



4- 



1,7 
0,3 



4,3 - 
18,41 



11,4 
14,5 



04 
0,1 



17,7 



9,» 
8,1 



0,4 
0,1 



3,3 
6,4 
»,» 



0,7 
o,a 



15,8 
0,5 

16,0 



0,7 
0,4 



0,8 



0,4 



0,4 

0,4 



68,7 
17,4 
08,4 

»7,9 
53,6 
34,5' 



Summe. 

+ 



22,6 
18,4 
»3,0' 

i6,x 
11,4 
22,6 



xi4,i 

2,X 



42,8 

18,3 
43,0 

x6,o 

11,4 

44,7 



XI4.4 
»,» 



Richtungen r des 2. Satzes 6 (Abt i), sowie deren Eintragung in die Formularabt. % (mit 
We^asrang der Grade) 

für Pmi 59' 6o' — 00' oo* « o* 1 ftr Pjz 36' 40* — 37V xx* = - 3X* 

„ Pg: 16 30 —15 46 —4-44 I 1. -'V: 48 5» —48 07 «.4-45/ 

Die Summe [v] dieser Differenzen sx 4. 57' wird durch ihre Anzahl » a* 4 dividiert) 
wodurch die Orientierungsrerbesserung 

(9) .-^-+,4' 

f^ den zweiten S«ts 6 erhalten wird, deren Zulegung tu allen Richtungen r (Abt z) dieses 
Satics die in Abt 3 einautragenden ersten orientierten Richtungen 

( xo ) n^r-^o 

ergibt a. B. 

59'6o'4-X4'«59'74' | 15' 46' 4- 14' - x6' 00' | 37' xa' 4- X4- 37'»6' n.s,'w. 

Weiter werden alle möglichen Diffsrenzen v^n — r zwischen den Richtungen tg 
(Abt 3) des X. und 2. Satzes (i und 6) einerseits und den Richtungen r des 3. Satzes 3 
andererseits gebüdet und in Abt » in die Spalte dieses Sattes ein g e trag e n , nimlich: 



für fV: 48' 54' — 48' 00* =» 4- 54* 

48 4X — 48 00 =» 4- »X 



ftr Pgi S9'6o' — oo'oo' « o* 
59 74 - 00 00 —4-14 
Pj: 45 06 — 44 x8 =4-48 

Aus der Summe [v] s + 135' und der Anzahl n ■» 5 dieser Differenzen -wird hier 

M 
die Orientierungsrerbesserung o»^-^ ss 4. 27' erhalten, die, den Richtungen r in 

Abt I hintugelegt, die Richtungen n in Abt 3 flir den 3. Satz 3 ergibt In gleicher 
Weise werden nach und nach für jeden der Übrigen Sätze alle möglichen Differenzen 
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v^ri -^ r zwischen den korrespondierenden Richtungen ri (Abt. j) aller vorhergehenden 
Sätze und den Riditangen r (Abt z) des betreflTenden Satzes und danuis die Orientierungs- 
verbesserungen <7, sowie die orientierten Richtungen r/ des letzteren Satzes erhalten. 

Die Probe für die Richtigkeit der Bildung der Summen r-^o^rt erhält man hier 
dadurch, dafs man satzweise, jenachdem das eine oder das andere bequemer ist, entweder 
die OrientierungsTerbesserung aus 



(") 



,^M-M, 



oder umgekehrt die Satzsumme 

(14) M=W-t-W o<*w [ry] =r [r] + «<> 

nochmals herleitet, wobei sich nach (ii) immer völlig scharfe Obereinstimmung mit o in 
der Formularabteilung 2, oder nach der zweiten Form in (la) mit [r,] in Abt 3 ergeben 
muis. Die Probe ( x i ) ist etwas sicherer in der Anwendung, aber bei groften Orientienmgs- 
Verbesserungen, wie sie weiter unten vorkommen werden, nicht bequem. 

Nachdem solchergestalt in Abt 3 sämtliche orientierte Richtungen rt gewonnen 
worden, wird für jede Richtung aus allen in den einzelnen Sätzen vorkommenden r, das 

arithmetische Mittel Rj gebildet und nunmehr die Rech- 
nung ganz in derselben 'Weise wie auf Seite 19a u. fgd. 
gezeigt worden, weiter geführt 

Wird auch der Ausgleichung auf Seite 196 und 197 
noch die Bildung verbesserter Mittel nach ( 7 ) hinzu* 
gefügt, so erhält man (ebenfalls nur die Sekunden hin« 
geschrieben) das nebenstehende Ergebnis. 

Um diese endgültigen Mittel Rj mit denjenigen auf 
Seite 195 vergleichen zu können, müssen beide g^en 
einander orientiert werden. Werden die Mittel R^ auf 
Seite 195 mit I, die nebenstehenden Mittel R^ mit n 
bezeichnet, so wird die gegenseitige Orientierung folgendes ergeben: 



R 


R: 




Rj. 




68,7* 


CO* 


68,7' 




«7/4 


+ 0,1 


'7/5 




08;1 


-Ho,i 


08,3 




*7/9 


0,0 


47i9 


5 


53.6 


-0,1 


53r5 


^ 


34r5 


-ho,i 


34,6 



IL 



Gegen- I 

seitige Orientierung, 



i-n. 



Orient, n 



I — Orient n. 



Genaues 

Scfalnfs- 

ergebnis 

Rm. 



^M — Orient IL 



359** 59 59'9 
37 x6 08,8 
91 36 59»4 
145 *9 X9.5 
270 44 44f4 
301 48 45,7 



68,7* 

»7/5 

68,3 

47i9 

53,5 

34,6 

p-iq 



8,8' 

8,7 

«.9 

8,4 

9.1 

«.9 



59.9' 

08,7 

59»5 

44/7 
45»8 



5M' 
- 8,8 



0,0' 

0,1 
■0,4 

■o»3 
0,1 



59'9 
08,7 
59*5 
19,0 

44.8 
*5»9 



-0,0 



0,0- 

0,0 

0,0 

— 0,1 

+ 0,1 

4-0.1 



+ 0,1 



Es ist also Obereinstimmung bis auf Bruchteile der Sekunde errdcht, die gegenüber 
dem geringen Genauigkeitsgrade des zur besseren Klarlegung des Verfahrens abnchtlich sehr 
ungünstig gewählten Zahlenbeispiels bedeutungslos sind. Aber selbst diese Abweichungen 
würden bei weiterer Fortsetzung des Näherungsverfahrens noch beseitigt werden, und zwar 
würde man als übereinstimmendes genaues Schlufseigrbnis die in dem letzten Täfelchen bei- 
gefügten Werte Rm erhalten. Beim zweiten Verfahren sind die Verbesserungen oa schon 
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kleiner als die Schlufsverbesserungen nach (7) beim ersten Verfahren, and die Schlnfs- 
Yerbesseningen beim zweiten Verfahren verdienen kaum noch Beachtung. 

Je gröfser der Quotient 

('5) — 

ist — worin N die Anzahl aller Richtungsbeobachtungen in allen Sätzen, n die 
Anzahl der endgültigen Richtungen und s die Anzahl der Sätze bezeichnet, bei N und n 
aber ungerechnet diejenigen etwa vorhandenen Richtungen, welche nur in einem einzigen 
Satze vorkommen und deshalb die Ausgleichungsrechnung gar nicht beeinflussen, sondern 
satzweise den übrigen Richtungen lediglich folgen^) — d. h. je zahlreicher die Verbindungen 
zwischen den Sätzen durch gemeinsame Richtungen sind, um so schneller kommt die 
Bildung besser orientierter Richtungen zum Stillstand. Ist N = ns^ d.h. sind nur volle 

a; 

Sätze vorhanden, so erreicht — = i sein Maximum, und die ersten arithmetischen Mittel R 

ns 

stellen schon das Schlufsergebnis dar, sodafs eine gröfsere Näherung nicht mehr stattfinden 

kann. Ist A^=ra^, sind also in allen Sätzen nur 2 Richtungsbeobachtungen vorhanden, 

oder mit anderen Worten, sind Einzelbeobachtungen (§ 67 zu b) ausgeführt, so erreicht 

— = — = — sein Minimum und es liegt der ungünstigste Fall für die Anwendung des 

Näherungsverfahrens vor, sodafs namentlich, wenn n grofs ist, ein anderes Ausgleichungs- 
verfiüiren, das in den §§ 73 u. fgd. dargestellt ist, an die Stelle treten mufs. 

N 21 

In obigem Beispiele ist — ==7 -=0,58, ein Fall, der über das Minimum 

HS X 6 

2 2 

— s —- 3S8 0,33 schon erheblich hinausgeht, aber gleichwohl noch zu den ungünstigeren 

fl o 

Fällen zählt. Liegt 

(14) — zwischen 0,60 und 0,85 1 

ti s 

so wird man wohl stets schon die Ra als die endgültigen Mittel ansehen können, und wird 

(15) ^>°'85. 

so wird man nicht weiter, als bis zur Berechnung der Mittel Rt zu gehen nötig haben, 
alles dies im Sinne der für gewöhnliche Zwecke zu erstrebenden Genauigkeit und in der 
Voraussetzung genommen, dafs das Näherungsverfahren zweckmäfsig angewendet, ins- 
besondere die erste Orientierung der Sätze» d. h. die Bildung der Richtungen r/ bereits in 
thunlichster Annäherung bewirkt wird. 

Aus dem oben dargelegten Rechnungsgange leuchtet ohne weiteres ein, dafs die 
Richtungen satzweise unter sich bis zur letzten Orientierung hin keinerlei Änderung er- 
fahren, da die Orientierungsverbesserung satzweise für alle Richtungen stets die gleiche 
ist, also gewissermafsen jeder Satz, in sich völlig unverändert, so lange ge- 
schoben wird, bis die Orientierungsverbesserungen für alle Sätze gleich Null werden 
und damit ein weiteres Verschieben nicht mehr möglich ist. Man mufs deshalb 
auch, wenn man von den letzten orientierten Richtungen satzweise die Nullrichtung sub- 
trahiert, auf die Richtungen r in Abt. i des Rechenformulars ohne jegliche Abweichung 
genau wieder zurückkommen, worin eine abermalige Rechenprobe gegeben ist. 

Das Näherungsverfahren ist in seinen Scblufsergebnissen vollkommen exakt und ge- 
langt, wenn es lange genug fortgesetzt wird, auf dasselbe hinaus, wie die Methode der 
kleinsten Quadrate. 



^) Vgl. die Bem«rkuBg«n auf S. ao4 und 312. 
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Bei jenem Verfahren kommt die getrennte Behandlung der zur Bestimmung von 
Punkten verschiedener Ordnungen dienenden Richtungen, wie sie nach § 68 in den ge- 
wöhnlichen Fällen voller Sätse beachtet werden mufs, in WegfalL 

§70. 

Wenn es an einer Richtung fehlt, die in sämtlichen Sätren vorkommt, 
so können die Sätze nicht auf eine gemeinschaftliche Anfangs* oder Null- 

(Trig. Form. *.) 



R 



Satz a 



Satz 3 Satz 5 



Satz 4 



Satz 6 



Satz I 



ZI 

9 
19 
14 
15 
13 
17 
18 
28 



\r\ 



xa 
9 
19 
14 
«5 
13 
17 
18 
28 






Standptmkt: gl6. 
Mittel der beobachteten Richtungen r. 



a6 

229 
149 
*55 



318 
346 



0659 



59 
174 
x6x 

182 

287 
323 



39 



I2X 
236 



18 324 
CO 
20 
28 



48 



52 IG 



349 

37 
62 

81 



55 

I-41 
46 
24 



2807 



92 



27 



295 



40 



356 
8 

33 
5^ 



06 



35 



55 



15 
20 

56 
68 



1x2 



49 



08 



59 



05 



48 



HZ 



2x9 

260 
272 



»3 



38 



1534 



2. Differenzen v^s^Vt^ r. 



327 



21 



2X 



21 



07 



08 



00 



20 



3*7 



35 



265 



Z26 
21 



294 



265 



Z52 



294 



06 



06 



234 



29 



29 



06 



441 
34 



234 



30 
29 
30 



359 
29 



30 



30 



37 



ns 



36 



9x6 
«0,67 
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Sats z 



Satz 3 



Sau 5 



Sau 4 I Sata 6 1 Sau i 



1% 
9 

»4 
»5 
«3 
«7 
18 
«8 



9 
»9 
14 
>5 
«3 
«7 
18 
X8 



«6 
14a 
129 

*49 
*55 
290 
30a 
3»8 
346 



3. Erste 

34 
00 

47 
57 
08 
50 



*5 
00 

30 

08 

20 



orientierte 

34 
00 

47 



Richtangen r,^r-i-o. 



Mittel H,. 



^4 
54 
«9 

Ol 

ai 
»9 



49 



17 
39 
19 

49 

07 
47 
5» 



34 



47 



09 



29 



26 
x6 
41 
54 



28 

28 



4. Differenzen v/ == Ä, — r,. 



2|6 

0,4 



5.* 
5.7 
5.3 
11,5 
8.0 

5»8 
10,0 



9*7 
M 



1,8 
9»3 

5.3 

20,0 

0,7 
8,0 

".5 



0,2 
0,0 



9.8 

4.7 

• 
0,8 
5»7 
2,0 

7»5 



5.3 
0.9 



i 



13.5 

3 
6,2 

".3 



3.5 



26 
142 
229 
249 

455 
290 
302 
3*8 
346 



3 



Summe. 

+ 
11,6 



8.3 
».5 

0.2 
5.7 



17.6 
xo,6 
f6,o 
20,0 

12,3 
18,0 
16,0 



0,1 
0,0 



8.7 
9.9 



X1.4 

'7.4 
10,4 
16,0 
20,0 
6.4 
12,1 
18,0 
16,0 



5. Mittel lig. 



26 
142 
229 
249 

»55 
290 
302 
3*8 
346 



7.7 
8.9 



18.8 
48,5 
*4.3 
».7 
29,2 

34.9 
o6fO 

39»o 
04,1 



richtung reduziert in die Rechnung eingeführt und kann deshalb auch die erste Orien- 
tierung der Richtungen durch das Mittel /i in der bei dem ersten Verfahren des § 69 
bezeichneten einfachen Weise nicht ausgeführt werden. Höchstens würde man etwa die- 
jenige Richtung, weiche am häufigsten vorkommt, auswählen, die betreffenden Sätze auf 
diese Richtung als Nullrichtung reduzieren, daraus ein vorläufiges Mittel berechnen, 
hieran die noch übrigen Säue durch eine oder mehrere andere gemeinschaftliche Rich- 
tungen orientiert anschliefsen und dann ein allgemeines Mittel R zum Zwecke der ersten 
allgemeinen Orientierung bilden können. Allein alles dies würde recht weitläufig und 
wenig übersichtlich sein. Dagegen ist das zweite Verfahren des § 69 ohne weiteres an- 
wendbar und gesUttet noch eine besondere Arbdtserspamts insoweit, als die Redaktion 
in Sp. 10 des Winkelbachs (Seite 184 bis 187) entbehrlich wird, vielmehr die Satsmittd 
aas Sp. 9 unmittelbar in die Aosgleichungsrechnung eingeführt werden (vgl. § 67 am finde). 
Auf Seite 200 und 20X ist ein Beispiel dieser Art durchgeführt. 

Das Rechenverfahren an sich gestaltet sich hier ganz ebenso wie in dem Beispiele 
auf Seite 196 und 197. Nur in der äufseren Form der ersten Differenzen v und der ersten 
Orientierungsverbesserungen o in Abt. 2 tritt hierbei der Unterschied ein, dafe sie gröfsere 
Zahlenwerte erreichen, als wenn savor eine Reduktion auf eine gemeinsame Nullrichtung 
vorgenommen worden ist 

Nach (13) im § 69 ist in diesem Falle 



IL 
ns 



, 36 
9x6 



= 0,67, 
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weshalb nacfa (14) im § 69 die Rechnung mit der Bildnog der Mittel R^ nach (7) im 


§ 69 abgebrochen ist und diese als die endgültigen Richtungen angenommen worden sind. 


§71. 


Haben bei der Beobachtung swar nicht allgemein fUr alle Richtungen, aber doch fUr 


regelmäfsig gestaltete Gruppen von Richtungen volle Sätze erlangt werden 


können, so können zuvor die Sätze jeder einzelnen Gruppe nach § 68 richtungsweise in 


ein Mittel vereinigt und dann — vorausgesetzt, dafs in diesen Gruppen gemeinsame Rich- 


tungen in ausreichender Anzahl vorhanden sind — die Gruppenmittel ausgeglichen werden. 


wie dies an den beiden Beispielen auf Seite loa bis 204 erläutert ist. Das zweite Beispiel 


hat den ebenfalls hierher gehörigen Fall der Vereinigung der Ergebnisse der ursprünglichen 


Messung mit den Ergebnissen einer nachträglichen Messung zum Gegenstande, und 


(Trig. Form. 2.) 


Gruppe I. 
Anfangsrichtung 


I. Beispiel. Standpunkt: § 13. 






r" 




Satz r. 1 


I. Reduzic 
Sau 2. 


'rte Mittel. 
Satz 3. 


Satz 4. 


3. Miuel aus 
allen Beob* 
achtungeo. 

000 OG 













00 


00 




GO 


00 




GG 


GG 




GG 


GG 


6 


22 


II 


45 




II 


58 




II 


70 




II 


43 


22 II 54 










«7 


69 


02 


30 




Gl 






0% 


58 




02 


58 


6Q|0z;45 










21 


74 


43 


03 




43 


'5 




43 


00 




43 


IG 


7443j<57 










II 


«34 


30 


58 




30 






30 


40 




30 


33 


134 3046 










IG 


17a 


41 


30 




41 






41 


38 




41 


50 


17.4^ 


36 










14 


'73 


*4 


48 




24 






»4 


6g 




»4 


63 


I73;24 


54 










8 


134 


»7 


30 




»7 






27 


40 




*7 


»3 


*34,27;3» 












02 


04 




oa 


26 




03 


g6 




Gl 


40 




Gl 


34 


3. Reduzierte Mittel. 


4. Mittel aus 
allen Beob* 

cioo;cx> 


Gruppe 2. 
Anfangsrichtung 


Satz 5. [ 


Satz 6. 1 


Satz 7. 


Satz 8. 










00 


00 




00 


OG 




GG 


00 




00 


GG 


18 


26 


34 


46 




34 


58 




34 


65 




34 


68 


t6 34159 










17 


69 


02 


55 




02 


53 




G2 


40 




02 


5* 


6902 Ug 










22 


74 


43 


00 




43 


10 




43 


»5 




43 


00 


7d43o6 










16 


90 


55 


48 




55 


28 




55 


50 




55 


55 


</a|55'45 










*3 


127 


02 


45 




02 


40 




Gl 


38 




G2 


'5 


ityox'ss 










15 


127 


39 


40 




39 


28 




39 


35 




39 


57 


I27|39!40 










21 


152 


50 


56 




50 


68 




50 


45 




50 


8G 


15z 51 Ol 










14 

Gruppe 3. 
Anfangsrichtung 


i73|*5 
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^5 


IG 




*5 


GG 




*5 


05 


jpu.^5 












14 


55 




14 


55I 


14 


48 


»5 


3* 




15 


Gl 


Satz 9. 


5. Reduzi< 

Satz IG. 


!rtc Mittel. 
Satz II. 


Satz 12. 


6. Mittel aus 
allen Beob- 
achtungen. 





00 


00 




OG 


GO 




GO 


GO 




00 


GG 


G 


OG 


GG 
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26 


34 


45 




34 


50 




34 


53 




34 


65 


26 


34 


53 










12 


69 


53 


IG 




53 


GG 




53 


05 




53 


18 


69 


53 


G8 










16 


90 


55 


50 




55 


55 




55 


48 




55 


43 


90 


55 


49 










14 


X73 


24 


58 




24 


56 




14 


48 




i4 


45 


173 


14 


5* 
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48 


41 




k 


34 


• 


48 


5x 




48 


41 
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Satztbi84 


Sats5bis8 Sau 9 bis 12 




Sau Ibis 4 


SaU5bis8 Satz9bisii 




o > « 


t • t 


# * 


* « 


# • Ol« 




7. Mittel aus allen Beobachtungen 
der einxelneo Gruppen r. 








8. Differenzen » « r/ — r. 


Aofangsrichtung 


o 


00 


00 




00 


00 


00 


00 



























4 


6 


22 


XI 


54 
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. 


. 
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. 




. 
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34 


59 




34 


53 


















. 




4- 


2 


17 


69 


02 


45 




02 


50 
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— 


5 
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1% 


• 




. . 
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• 


69 


53 


08 
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z% 


74 


43 


07 


43 
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. 


. 
















4- 


1 






. 


i6 


• 


• 


. 90 


55 


45 




55 
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• 




— 


8 


*3 


. 


. 


. 127 


02 


35 




• 




























15 




• 


. |i»7 


39 


40 


• 




















• 






. 


ri 


«34 


30 


46 






. 




. 


















. 








ai 


. 


• 


• 


15a 


51 


02 




. 


















. 






. 


lO 


172 


4X 


36 




• 




• 


• 


















• 






• 


U 


^73 


»4 


54 




%s 


05 


^A 


54 
















— 


It 




4- 
4- 


2 
9 


8 

[r] 


»34 


»7 


3» 




• 


• 




' 


• 




























02 


34 




»5 


02 




48 


4* 




[v] 







«5 


1 
4- 


I 




























n 




— 


4 









9. Erste orientierte Richtungen 


Mittel ^/. 


IG. Differenzen v/ ■= Ä^ — rj. 




=s r 4. 0. 






AnfaogBrichtimg 
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59 


60 




59 


56 


59 


60 


359 


59 


58.7 
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«»3 




-h 


».7 




- 


«.3 


6 


22 


II 


54 
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. 
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. 








18 


. 




. 


26 


34 


55 




34 


53 


26 


34 


54,0 






. 




— 


«rO 




4- 


i.c 


17 


69 


02 


45 




02 


46 








69 


02 


45»5 




-h 


0,5 




— 


0,5 








11 


. 


• 


. 


. 




. 


69 


53 


08 




. 


. 






. 














%% 


74 


43 


07 




43 


0» 








74 


43 


04.5 




- 


»'S 




-4- 


».5 








i6 




• 


• 


90 


55 


41 




55 


49 


90 


55 


45.0 
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- 
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»3 


. 


• 


• 


127 


02 


3' 












. 






• 






• 








«5 


• 


. 




127 


39 


36 






. 






. 






• 














it 


134 


30 


46 






• 






. 






. 












. 








az 




. 




152 


50 


58 
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• 






• 






• 








lO 


172 


41 


36 












. 






. 






• 






. 








»4 


«73 


»4 


54 




M 


61 




44 


5» 


«73 


M 


55J 




H- 


ij 




- 


5.3 




4: 


3.7 


8 


»34 


»7 


3» 












• 




• 


W 






• 
















Ö2 


34 


14 26 




48 


4» 




— 


x,6 




+ 


»,4 




— 


0,6 
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00 
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00 
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1 
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V. 



1 

1 R 


Sau Ibis 4. Satz 5 bis 8. Satx5bisi2. 


# • 


# « 


1 « 


n 




ti. Zweite orientierte Richtungen 


12. Endg. 




Anfangi- 


Ta^Tt-^ 0,. 


Rieht Rm. 




richtang 


359 


59 


59.6 




59 


56,4 




59 


59.8 


359 


59 


5«r6 




6 


22 


IX 


53,6 






. 




. 


• 


22 


XI 


53.6 




18 


. 


. 


• 


26 


34 


55r4 




34 


5»,8 


26 


34 


54,1 




17 


69 


02 


44.6 


. 


02 


46,4 




. 


. 


69 


02 


45.5 II 


12 


. 


. 


. 


. 


02.4 


69 


53 


07,8 


69 


53 


07,S 




%% 


74 


43 


06,6 




43 






. 


74 


43 


04.5 




i6 
*3 




• 


• 


90 
127 


55 

02 


41,4 
3^4 




55 


48,8 


90 

X27 


55 
02 


45.1 
3^.4 


^„ U . 11 


H4 6x3 


■^./^ 1 


»5 


. 






127 


39 


36.4 




. 


. 


X27 


39 


36,4 




II 


134 


30 


45.6 






. 




. 


. 


134 


30 


45.6 




11 


. 


• 


. 


152 


50 


58r4 






. 


152 


50 


5M 




10 


172 


41 


35>6 




. 


- 




• 


. 


172 


41 


35.6 




14 


175 


»4 


53.6 




»4 


61,4 




24 


51,8 


173 


»4 


55.6 




% 


»34 


»7 


31.6 




• 


• 




• 


• 


»34 


»7 


3«.6 




n. Beispiel Standpunkt: ^20. 






7.>) Mittel aus allen 














8. Differen- 


9. Orientierte Richtungen 


10. Endg. 






seinen Gruppen r. 


zen V, 


r/ s= r -4- d. 


Rieht R,. 




11 


Satz 5 bis %. 


Satz 9 bis 12. 




SatBsbisS. 


S«ls9bisx2. 









CO 


00 




00 


00 












00 


00 




00 


03,3 





00 


0x7 


»5 


26 


07 


4S 




07 


^> 






+ 3 


26 


07 






07 


48,3 


26 


07 


48,» 


N^ 


*3 


70 


57 


33 




. 








. 


70 


57 






. 


. 


70 


57 


33.0 


ns 


ai 


82 


31 


38 




. 


. 






. 


82 


31 






. 


. 


8» 


31 


38.0 


6 


21 


124 


46 


4$ 




46 


3S 






+ 7 


122 


46 






46 


41,3 


X22 


46 


43.» 


3x2 


»7 


14» 


»4 


$3 1 , 


. 








. 


142 


»4 








• 


X4» 


»4 


53.0 


-»X 


17 


*55 


•w 


*^*) 
[»•] 


»53 


59 


CO 










. 




153 


59 


03.3 


»53 


59 


03.3 






53 


»3 


M + 10 


M 




S3 


36,2 








1 






-?+3.3 


W-W 




+ 


3i3 










n 


t) Unter i bis 6 ist die Bilduo£ des Mittelt aus alleo BMbachtuagM d«r daasliMB Gruppen erfolgt. 


9) Die durcbctrichene Richtung ist durch die Nachmeaninc «U fehlerhaft fiwCfeit^t oad berichtigt. 


diese mufsU ftusgefuhrt werden, weil sich bei der Benutsung der orsprttnglicken .Richtung 


2ur Bestimmang des Punktes 17 deren Unrichtigkeit ergeben hatte. 


Im ersten Beispiele kommen die Richtungen 6, 12, 23, 15, 11, 21, lo, Sf im «weiten 


Beispiele die Richtungen 23, 21, 27, 17 nur in einer Satsgruppe vor. Diese Richtungen 


bleiben ohne Etnflufs auf die Ausgleich nngsrechnung, sondern folgen bei der Orientierung 


satxgruppenweise lediglich den übrigen Richtungen. Sie dUrfen daher in dem Quotienten 


(i 3} des § 69 . der sich fflr das erste Beispiel tu 


N 14 


— «; «"0,781 


ns 6x3 ^ ' 


für das zweite Beispiel su 


N 6 

— ] — — * 


ns 3x2 
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berechnet, nicht mitgesählt werden. Fttr das erste Beispiel konnte nach (14) im § 69 die 
Nfiherang mit Rg abgebrochen werden, während im sweiten Beispiele die Mittel einer 
gröfseren Ntthemng Überhaupt nicht Ulbig sind. Selbst die Mittel R der Richtungen r 
worden hier schon endgültige Mittel gewesen sein, wenn es sich nur darum gehandelt hätte, 
die in beiden Satzgruppen gemeinschaftlich vorkommenden Richtungen zu vereinigen. 



§72. 

Die Einführung der Gnippenmlttel — an Stelle der einzelnen Satzbeobachtungen — 
in die Rechnung darf in der im § 71 erUluterten einfachen Webe nur dann eintreten, 
wenn alle Gruppenmittel annähernd gleiches Gewicht haben, also aus einer 
annähernd gleichen Zahl von Beobachtungen gebildet worden sind. Ist dies nicht der 
Fall, so müssen die verschiedenen Gewichte berücksichtigt werden. Dies 
wird zwar oft die Rechnung in der Weise erschweren, dafs es in den gewöhnlich vor- 
kommenden Fällen vorzuziehen ist, nach dem Verfahren der §§ 69 und 70 die einzelnen 
Sätze unmittelbar in die gemeinschaftliche Ausgleichungsrechnung einzuführen. Für die 
Fälle aber, wo dies nicht zutrifft, oder wo aus anderweiten Gründen Verschiedenheiten der 
Gewichte nicht aufser Betracht gelassen werden dürfen, mag auch die Gewichtsberücksichtigung 
an dem Beispiele auf Seite zo6 und 007 noch zur Anschauung gebracht werden. 

Die Anzahl der Sätze, aus denen die einzelnen in Abt. i vorgetragenen Mittel r 
hervorgegangen sind, ist im Kopfe des Rechenschemas angegeben. Bezüglich der Gewichte 
gehe man stets von der Vorstellung aus, dafs die Gewichtssahlen p anzeigen, wie oft die 
betreffenden Grö&en in der Rechnung zu berücksichtigen sind, und man wird über etwaige 
Zweifel in der Behandlung leicht hinwegkommen. 

Die Differenzen v^s^rs-^r in Abt. % sind ganz in der bisherigen Weise gebildet 
Für die Ermittelung der Orientiemngsverbesserung o sind sie aber mit den Gewichten p 
multipliziert, und diese Gewichte sind, jener Vorstellung entsprechend, in Übereinstimmung 
mit der Anzahl der Sätze der im Minuendus stehenden Satzgnippe r/ anzusetzen, während 
die Satzzahl der im Subtrahtendus stehenden Gruppe r nicht zu berücksichtigen ist. Die- 
sdbe Betrachtung läfst auch sofort erkennen, dafs in der Spalte der Gruppe 1 Gewichte 
überhaupt nicht anzusetzen sind, weil sie sämtlich einander gleich sein würden, sowie femer 
dafs die beim Mangel von Gewichtsverschiedenheiten geltende einfache Formel (t) des 

§ 69 f^r die Orientierungsverbesserung « » l^ bei der Gewichtsberücksichtigung in 



w 

n 

-a 

übergeht. 

Die Bildung der ersten orientierten Richtungen r, in Abt 3 erfolgt wieder in ge- 
wöhnlicher Weise. Dagegen müssen bei Berechnung des arithmetischen Mittel Ri abermals 
die Gewichte der Richtungen r, berücksichtigt werden, indem die Richtungen ri (auf den 
allein für die Rechnung bedeutsamen Teil der Sekundenzahlen beschränkt) gruppenweise 
mit der Anzahl der ^tze multipliziert werden, wodurch die Abt 4 „Produkte /r/* erhalten 
wird« Hierbei ergib! sich die leicht erkennbare Rechenprobe 

(*) [P^A^Pi^il 

Die in Abt. 4 angesetzten richtungsweisen Quersummen [pri] müssen in ihrer Gesamt- 
summe mit der Quersumme der gruppenweben Summen [fr,"] genau übere instimm en. Die 
richtungsweisen Quersummen [f] sind gleich der Summe der Anzahl der Beobachtungs- 
sätze derjenigen Gruppen, worin die Richtungen vorkommen; z. B. fttr die Richtung i 
bt [/] a» 5 -I- 3 -f- a -I- 2 =« 12, fttr die Richtung % bt (>] = 5 -<- 3 -^ i = 9 u. s. w. Aus 
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(Trig. Form, a.) 1 
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I. a. 3. 


4. 


5- 




P, 


5 Säue. 3 Stttze. a Sätxe. 


a SMtte. 


I Sata. 


13 Sltse. H 


1 


— • 1 


f ff 


, ' ff 


n 




I. Mittel aus alleo Beobachtungen der einseinen 


Satzgruppen r. || 


1 • 


359 


59 
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60,0 
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j^ 




82 
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13.8 
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97 
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a. Differenzen v s« r/ — r. 
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d. 
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Mittel R,. 


3. Erste orientierte Richtungen ri^r-\'0. 
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der Fonnel 




(,) *-ägi. 




t. B. flir die Richtung i i?/ = i^ « io,o', ftr die Richtung a Ä, = li? =, 4,g» a,g.w. 

12 9 




In Abt. 5, 6 und 7 ist endlich das Näherungsverfahren wiederholt, wobei nun aber 




in der Abt 5 der Differenzen Vt=^ Rf rt Gewichtsrerschiedenheiten nicht cum Ansatz 




kommen. 




Die nochmalige Wiederholung würde nach (14) im §69 keine Änderungen mehr 




ergeben, welche von praktischer Bedeutung sind. 




Ebenso wie vorstehend gezeigt worden, ist zu verfahren, wenn Beobachtungen ver- 




einigt werden sollen, denen aus sonstigen Gründen, s. B. wegen der Anwendung von 




Theodoliten verschiedener Genauigkeit verschiedenes Gewicht beiwohnt 
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V. 



Horizontabschlufs bei Einzelbeobachtung der Richtungen. 

§73. 

Die Fehlerausgleichung bei der Einzelbeobachtung der Richtungen mOge zunächst an 
dem nach den Bemerkungen im § 67 in der niederen Geodäsie nicht häufig vorkommenden, 
aber fUr die Ausgleichung selbst am einfachsten gestalteten Falle dargelegt werden, in 

welchem alle — ^^ ^ Kombinationen von je i der vorhandenen n Richtungen 

beobachtet worden sind und allen Beobachtungen gleiches Gewicht bei* 
wohrlt. 



p: 
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[«] 



I. Gemessene Winkel n. 
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»5 
61 

87 
156 

217 



00,0 
35.6 
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3^>' 
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»3 
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03»! 
32,0 

a8,8 
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*i/3 



5» 
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50 53.6 



3656,9 
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54 



31»* 
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Endg. Rieht. 
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»5 
61 

87 
156 

217 



00,0 
35»6 
54.8 
»3'4 
X8.0 

'9.5 



*Ir3 

00,0 



2. Reduzierte Richtungen r. 

00,0 
337 
54.1 
'3.4 
18,4 
'7.6 



00,0 






00,0 


35.6 






35.5 


54.9 






54,8 


»5.3 






14,0 


«8,4 






19/4 


18,4 






18,7 


ia,6 






'^^A 


»6.4 






3'.» 



'11 



'7.3 
39.6 



00,0 

35.* 
53.4 
'3.0 
18.0 



16,0 
12,0 



00,0 
36.7 
55.6 
'5.3 
21,1 

'9.5 



»5 
61 

87 
156 
2x7 



28,2 
03,0 



00,00 
35.38 
54.62 
14.07 
18.88 
x8,35 



21,30 



p.p^ 


«t,»=»5<>»}'35,6' 




P'PJ 


apmnbl 33 54,8 


P,P3 


P.P4 


"/ = 87 36 13.4 


P>P4 



P3P4 



ttj^ = 26® 02' 19,2' 



In Abt: I des vorstehenden Beispiels sind mit stehender Schrift die gemessenen Winkel a 
vorgetragen und so zu verstehen, dafs die Winkel der Richtungen 

aa"^ = 360 10' 19,3* 
tt/ =62 12 39,7 

u. s. w. sind. Aber nicht allein diese Winkel, sondern auch ihre Ergänzungen zu irt, nämlich: 

\PjPj I ag' =334^3^' H4' | ^ -''' 1 ««?' ^ap8^26' 03,2' 

u. s. w. sind durch die Beobachtung unmittelbar bestimmt worden. Letztere sind in Abt. i 
durch liegende (Kursiv-) Schrift kenntlich gemacht und werden in der Rechnung selbst 
zweckmäfsig mit roter Tinte geschrieben. Werden beiderlei Winkel zusammen betrachtet, 
so ist ohne weiteres ersichtlich, dafs man in den Vertikalspalten gleichartige Winkelsätze 
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vor sieb bat, die als volle Ricbtungssätze angesehen und ganz so wie im § 6g richtungs- 
weise in ein arithmetisches Mittel vereinigt werden können, welches dem Erfordernis der 
Ausgleichung in aller Strenge genügt. 

Um den Ansatz der Ergänzungswinkel gegen Rechenfehler zu schützen, werden 
auf die Minuten und Sekunden beschränkt — in Abt. i sowohl die Spaltensummen [a], 
als auch die Quersummen gebildet, die richtungsweise sich wiederum zu einem Viel- 
fachen von 2 71 ergänzen und beide für sich in ihrer Gesamtsumme ebenfalls ein Vielfaches 
von ^n ergeben müssen. 

Wollte man in AbL i unmittelbar die arithmetischen Mittel bilden, so würde das 
wegen der zu summierenden grofsen Zahlen sehr unbequem sein. Einfacher geschieht 
solches, indem man satzweise die Anfangsrichtung von allen übrigen Richtungen subtrahiert 
und dadurch die reduzierten Richtungen r in Abt. i erhält , die nunmehr mit Leichtig- 
keit in ein Mittel vereinigt werden können. Für die Richtigkeit der Reduktion hat man 
satzweise die Probe 

worin r^ die Anfangsrichtung, n die Anzahl aller Richtungen bezeichnet. 

Wegen der Behandlung des vorstehenden Falles nach der Methode der kleinsten 
Quadrate vgl. § yt. 



Sind niollt sämtliche 



^(*- 



§74. 
paarweise Richtungskombinationen beob- 



achtet worden, so gelangt man in der auch hier wiederholten Voraussetzung, dafs alle 
Beobachtungen gleiches Gewicht haben, durch das in §§ 69 und 70 erörterte Näherungs- 
verfahren zu völlig strenger Ausgleichung der Beobachtungsfehler. Die Anwendung ist in 
dem nachstehenden Schema an einem Zahlenbebpiel gezeigt, welches durch Weglassung 
einiger Richtungskombinationen aus dem Beispiele des § 73 entstanden ist. 

Hier sind die 5 Richtungen i, 2, 3, 4f 5 vorhanden und die Winkel zwischen den. 
nebenstehenden Richtungen gemessen worden, während 
diejenigen zwischen Pa Pj und Pj P4 fehlen. 

In Abt. I waren hier aufser den vorgedachten Winkeln 
wiederum deren (durch Kursivschrift kenntlich gemachte) 
Ergänzungen zu 2;i mit anzusetzen. In die erste Spalte 
waren im Hinblick auf die Seite 195 dargelegten Gründe die auf Pt als Nullrichtung be- 
zogenen Winkel su bringen, weil mit dieser Richtung alle übrigen 4 Richtungen, mit jeder 
Übrigen aber nur je 3 andere Richtungen in Verbindung gebracht sind. 

Das Rechnungsverfahren selbst nimmt denselben Gang wie im § 69 und bedarf daher 



PiP2 

PiP4 



P2P3 
P^P4 



PjPs 



P4PS 



keiner besonderen Erläuterung. Bemerkt sei nur, dafs nach (14) im §69 — "» - 

(Trig. Form. 2.) 
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2. Differenzen w = r/ — «. 
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5. Endg. 






4. Differenzen v,^ Rt — n. 


Summe. 

4- — 


Rieht Ra- 


X 




-H 


o,04| 
o,6J 


-4- 


o.54|| 
o,iol 


4- 


0.44 


— 


0.46 




— 


0,56 


1,02 


I.OZ 





00 


00.04 


2 




- 


— 


— 


0,10 


-♦- 


0.80 






. 


0.80 


0,80 


»5 


*3 


34,98 


3 




— 


0.40 












0,00 




. 




-h 


0,40 


0.40 


0,40 


61 


33 


54.39 


4 




-f- 


0,52 




— 


0.88 






• 


-+- 


0.02 




+ 


0.31 


0.86 


0,88 


87 


36 


13.9» 


5 




-4- 


0,62 






• 




- 


0.38 


— 


0.28 




-+- 


0,02 


0.64 


0.66 


156 


57 


18,64 




-h 


0,18 




— 


0,44 




0,04 


-4- 


0.08 


4- 


o,x8 


3.7» 


3,76 


II 


ff 




-h 


H 


— 


O.II 




0.01 


-f- 


0|02 


-h 


0,04 0,44 


0,48 


1 


ist und daher die Annäherung mit den nach (7) in § 69 ermittelten Richtungen Ra in 


Abt 5 abzuschlielsen war. 


Wegen einer anderen Art der Behandlung des vorstehenden Beispiels vgl. §§ 76, 77» 79- 


Als Besonderheit des Falles, wo nicht sÄmtliche ^^'*""'^ paarweise Richtangkombi- 


nationen gemessen worden sind, verdient es Beachtung, wenn unter den gemessenen Kom* 


binationen sich solche befinden, deren eine Richtung in irgend welcher anderen Richtungs- 
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o.i 

0,0 



38.4 
5.9 



8.1 
5.3 
7/4 
5/7 
9.* 
a.7 



38.5 
6,0 



6. Mittel Ä«> 



00,5 

47.0 
10,1 

18.3 
43i6 
46.9. 






r 





00 


8 


17 


14» 


39 


146 


12 


148 


44 


26a 


»5 







PsP, 


p,p. 




PsP, 


p-Pi 






P.P4 






P.Ps 






P.PÖ 


PsP6 




. 


PsPj 




. 


PsPs 




• 


PsP9 


PS Pf 

PaP,» 



kombination Oberhaupt nicht wiederkehrt. Z. B. seien die durch nebenstehende Kichtungen 
bezeichneten Winkel a gemessen, also die Richtungen Pj und 
P4 nur mit Pt, die Richtung Pf nur mit ^, die Richtung 
Pto nur mit Ps in Verbindung gebracht worden. 

Die hierauf bezüglichen Winkel a, idUnlich at^, a/i ftf7 
ag'^ sind vor der Fehlerausgleichung auszuscheiden und erst nach 
erfolgter Ausgleichung lediglich derjenigen ausgeglichenen Rich- 
tung, die ihre Verbindung mit den Übrigen Richtungen allein ver- 
mittelt, anzuhangen, ohne dafs fUr die zweite Richtung eine. Aus- 
gleichung stattfindet. Denn für diese zweiten Richtungen fehlen 
überschüssige Bestimmungen, mithin auch die Vorbedingungen 
einer Fehlerausgleicfanng, und wollte man sie gleichwohl in die allgemeine Fehleraus- 
gleichung miteinfllhren, so wttrden sie im Schlufsergebnis ohne jede Einwirkung auf die 
Übrigen Richtungen bleiben, die Rechnung selbst aber als erschwerenden Ballast in über- 
flüssiger Weise belasten.*) r 

In dem Beispiele auf Seite 211 und 212 ist die Rechnung mit den vorgedachten 
10 Richtungen ausgeführt. 

Auch hier war wiederum aus den auf Seite 195 erörterten Gründen darauf Bedacht 
zu nehmen, da(s in Abt. 2 die Sätze mit den zahlreichsten Winkeln vorangestellt wurden. 
Hierdurch, in Verbindung mit dem Umstände, dais die Winkel zwischen den Richtungen 
Ps und Pi^ sowie Ps und Pg nicht in der Form 9^ und aj', sondern als a^' und a^' 
gegeben waren und beibehalten worden sind, ist es gekommen, dafs in Abt 2 des Schemas 
die Winkel nicht in der symmetrischen Anordnung wie in Abt i auf S. 208 und 209 er- 
scheinen, insbesondere die Ergänzungswinkel zu an mit den übrigen Winkeln vermischt 
auftreten. 



**) Vfl. die Erläuterungen su Formel (ts) auf Seite ij^ 
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Da nach (14) im § 69 



IL 
ns 



6x6 



= 0.67 > 0,60, 



so sind nach der dort angegebenen Regel die nach Formel (7) ebendaselbst gebildeten 
Mittel Hj in Abt. 6 (neben Abt. 5) als die endgültigen angesehen and dann aus dieser 
Abteilung unter Reduktion auf die Anfangsrichtung in Abt. 7 (neben Abt. i) ttbertragen, 
wo ihnen schliefslich die ausgeschiedenen Richtungen Pj, /^i P7, Pto durch Bildung der 
Summen : 



Anfangsrichtung ^ 

-Hcr = 

mithin R^ 
eingefügt worden sind. 



flir Py 
o« 00' 00,0' 
85 »6 27.0 



für P4. 
o»oo' 00.0' 
114 49 39rO 



für />;. 

14a» 39* 09.6* 

75 43 *i.o 



85 26 27,0 124 49 39,0 2x8 22 30,6 299 26 55,1 



für Pio- 

248*44' 43.^' 
50 42 12.0 



§ 75. 

Manche in der Praxis der niederen Geodäsie vorkommenden Fälle der Einzel- 
beobachtung der Richtungen können auch in sehr einfacher Weise nach der Methode 
der kleinsten Quadrate behandelt werden. 

Einer der einfachsten Fälle würde darin bestehen, dafs die Winkel a zwischen den 
n Richtttogen 

PjPat P^Pjt P3^4^ •••» ^ti^'i 

d. h. der Reihe nach sämtliche n Winkel von Richtung zu Richtung, wie sie 
den ganzen Umkreis ausfüllen, gemessen worden sind. 

In diesem Falle sind nach dem in Abschn. IV § 49 dargelegten Verfahren den 

Beobachtungsergebnissen a/, «j, oj, .. ., a» Verbcsserungen V/, v«, vj vn beizu- 

ftlgen, wodurch der Widerspruch / der Beobaohtungsergebnisse gegen 2 n 



(1) 



/« 2» — («/ -f- «f, -4- aj -h . . . + a«) =s 2n — [«] 



proportional den reziproken Werten — 1 — » — , 

Pi P» Pj 



Pi* 



der Gewichte auf die Beob- 



achtungsergebnisse verteilt wird. Die Verbesserungen werden gefunden aus: 



(») 



/' 



^' /- ^J = zr~f' ••- «"» = 



[7] [7] [7] 



[7] 



/. 



wobei sich die Probe ergibtt dafs [v] sr/ und die Summe der verbesserten Winkel =2rr 
sein mu(s. 

Wenn alle Gewichte einander gleich sind, erhalten alle Winkel die gleiche Ver- 
besserung 



(3) 



.=-/. 
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V, 



Beispielsweise 

habe die Messung 

ergeben : 

«r/= 87* 31' »5* 
0^=125 19 47 
ffj = 104 50 29 
«4f= 4» 17 57 



W = 359 59 38 

2 7» := 360 00 00 





1 


so er 




die Ver- 




besserungen 


//■=4 


7, = «'*5 


vj^-h 5»8' 


/»=»6' 


7.-*'''^ 


«'^^-t- 3»9 


/j-S 


I 

P3 


vj=+ 7»7 


/^-5 


i 
— = 0,20 

P4 


fy--+- 4.6 




[j:]-o,95 


[v] =* -♦- 21,0 



die verbesserten Winkel 
«i -4-»i= 87**3»'30i8' 
a^ + V* = 125 19 50,9 
aj^vj=: 104 50 36,7 
a^4-v^= 42 x8 01,6 



360 00 00,0 



/= 



+»». 



[7] 



/= + 23,2 



Wären alle Gewichte //, /^. />j, ^^ einander gleich, so 

wurde für alle Winkel die Verbesserung v = — (-f- 11) = 4- 5,5* 

4 

sein und die nebenstehenden verbesserten Winkel ergeben. 

Durch die schrittweise Addition der verbesserten Winkel 

werden die endgültigen Richtungen /i erhalten. 

Die mittleren Fehler der beobachteten Winkel berechnen sich nach No^ 2 und 3 

im § 49- 



tf/4-v=» 87*3^' 30*5* 
a, H- v=s 115 19 52,5 

ffj4- v= 104 50 34.5 
«^4- w= 41 18 02,5 



360 00 00,0 



Fig. 110, 




§ 76. 

In weniger einfachen Fällen sind die Beobachtungsergeb- 
nisse nach dem Verfahren für vermittelnde oder bedingte Be* 
obachtungen zu behandeln. In der Regel wird das Verfahren 
für vermittelnde Beobachtungen (Abschn. IV. Kap. g) 
£U den einfachsten Rechnungen- führen. Dies wird um so 
mehr zutreffen, je systematischer die Beobachtungen geordnet 
sind, oder je mehr man sich der besten Anordnung, 



dafs alle möglichen 



njn^i) 



Kombinationen der zu 



bestimmenden n Richtungen beobachtet sind, nähert. 
Auf dem Punkte P seien zur Bestimmung der wahrschein- 
lichsten Werte ^«, Rdt ^c* Rd, R4 der Richtungen nach den 
Punkten Pa, Pb, Pc, Pd% P« die folgenden Winkel a mit den 
beigesetzten Gewichten p beobachtet worden: 



Pa 



Pc 



Pa 



(I) 



«^^«252335,6^/-! 



ff/==6i33 54; 
««'=873613. 



«15657X8.0A 



%p: 



AP. 






a/— 36 IG 19,3 
a/— 62 12 39/ 






7Pb 



a/=«95 23 24,6 



p:-^ 



aj»^ 69 2 1 05,0 ^y « X 
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Alsdann ergeben sich aus den genäherten Richtungen r«, r^, Xct td, T,, welche nach 
den vorliegenden Winkeln a mit runden Sekundenzahlen angenommen werden, die ge- 
näherten Winkel XD nach: 



(1) 






ra- 
ta' 
Ta- 



T6 

•Tc 

Xd 



Pb 



»>/ 



»5 



'r- — 



Xb-^U 



Pc 



»/ = — Ttf H- T/ 



Pd 



lorf'« — w-f r. 



und weiter die Abweichangcn / der beobachteten Winkel a von den genäherten Winkeln ID 
nach: 





p. 


/* 


/>< 


/»rf 


Pb 

Pc 

Pd 
p. 


/.*-».«-«-' 
//-»/—/ 

//-»/-•/ 
//=»/-«/ 


/,'-»/-./ 
//-«.,'-«/ 


//=»/- 


-«c' 


//=tt,rf'_«rf' 



(3) 



Zur Bestimmung der den genäherten Richtungen r«, t^i r^i r^i t, beizufügenden 
Verbesserungen cfi^, cfr^, Jr^i <fT^t «fr« erhält man die Fehlergleichungen: 





Pa 


Pb 


Pc 


Pd 


Pm 










Pb 


if/— crr4if<fr*4/«* 








Pc 


v/«-Jra-f<fTc+// 


Vs^^-dXb-^dXc+fs' 






Pd 


v/^-dXa-^-dXd-^// 


v/^^-dx^dld+Z/ 






P, 


V^m-iXa-^^Xt-^fa 




v/--<frH-crrr+/c' 


v</'=-<rrrf+<fr*+//' 



(4) 



Die Faktoren der hieraus folgenden Normalgleichungen können nach folgenden 
Regeln gebildet werden: 

( 5 ) [P^^]* [P^^]* [P^^]t [P^'^t ' • • ^^^^ gleich der Summe der Gewichte derjenigen 
Winkelr- deren einer Schenkel die bezügliche Richtung nach den Punkten Pa, Pb% 
Pc, Pd, ... ist; 



(6) \pah-\, \^pac\, [/flrf], ... 

lpbc\, \pbdY ... 

[pci\, ... 



sind gleich dem 

negativen Gewicht 

der Winkel 



«.». •/. 



»» 






( 7 ) für [/ä/]. [/*/]. [^^/]. [/^/]. • • • »ind die Produkte pf für sämtliche Winkel 
•nsusetsen, deren einer Schenkel die bezügliche Richtung nach den Punkten Pa% 
Pb% Pc, Pd,''*'vA, und zwar mit dem Vorzeichen von /, wenn die l>etreffende Richtung 
der rechte Winkelschenkel ist, dagegen mit dem entgegengesetxten Vorzeichen von 
/, wenn die betreffende Richtung der linke Winkelschenkel ist. 
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Nach dieseo Regeln erhält man hn vorliegenden Falle die folgende abersichtHche 
Zosammenstellang der Faktoren der Normalgleichungen: 



(») 



>««j 



«.» 



+Pi 



-Pa" 



lpah\ 



[#«'] 



-// 



iPüd] 



-P. 



[pat] 



-p: 



[p'f] 






[/»*] 



'tp-p/ 
'A+pt' 



[pbe] 



-Pk' 



[ptd] 



-Pi 



[j»»'] 



[/*/] 



+>.»/.» 
-V// 
-V// 



t/'O 






\pcd\ 



[/") 



-// 



[/'/] 






-^/// 



l[/^'^] 



+/a' 



+/^ 



\pi,-\ [pdf] 



-PJ' 






-pd'U 



«c 



iP'A 



+p: 



Pc' 



y +p/ 



[>«/] 









nnd darnach die Normalgleichungen selbst: 

(9) -//cTr^ - Pb^^b ^iPa+Pb'^'-^Pc)i^c 

-p/6x^ . -Pb^ix^ - 

Durch Summierung dieser Normalgleichungen erhält man o s» o , sie liefern daher 
keine bestimmten Werte der Verbesserungen <ft, was auch ohne weiteres erklärlich ist, 
da bis jetzt keine Festsetzung dartiber getroffen ist, auf welche Anfangsrichtung die 
Richtungen bezogen werden sollen. Diese Festsetzung wird nun zweckmäfsig in der Weise 
getroffen, dafs diejenige Anfangsrichtung genommen wird, welche sich ergibt i wenn die 
Summe der Verbesserangen dr gleich Null, also 

( 10 ) dXs 4- dXb 4- <f tc + <f W + ^t* = o 

wird. 

Diese Gleichung wird zu den Normalgleichungen ( 9 ) addiert, womit bestimmte Glei- 
chungen erhalten werden, die nach dem Schema ( 10) auf S. 151 im § 55, Abschn. IV 
oder in sonst geeigneter Weise aufzulösen sind. 

Alsdann ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte R der Richtungen nach 

( II ) ^« « r« 4- «fr«, 

-^ä^W + cTt*. 
J^c—Xe-h dXc, 
-Ärf = W + <fW, 
-Ä# =r^+-<fTr, 

Der Berechnung der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler wird es in der Regel 
nicht bedürfen, weil die durch deren doppelte Berechnung zu gewinnende Rechenprobe 
wegen der Einfachheit aller Rechnungen und der sich dafür ergebenden sicheren Rechen- 
proben hier entbehrlich ist. 

Die QuadraUumme [fw] ergibt sich aus (i) und (2) im § 56, S. 155 
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Der mittlere Fehler nta eines Winkels « vom Gewicht i ist» wenn A Winkel« vu 
Bestimmung von n Richtungen beobachtet sind: 






Hiemach erhttlt man die Zahlenrechnung auf Seite %\% u. 219. 

In Abt. 1 der Rechnung sind die gemessenen Winkel a eingetraren und ist spalten- 
weise deren Summe [o] gebildet. 

Darauf sind in Abt. i die genäherten Richtungen r so angenommen, dafs die daraus 
in Abt. 3 gebildeten genäherten Winkel tD sämtlich etwas gröfser als die gemessenen Winkel a 
werden, wonach in Abt. 4 für die Abweichungen /= In — a nur positive Werte erhalten 
werden, was für die Rechnung am bequemsten ist. FUr die Bildung der genäherten . 
Winkel R) ist eine ganz einfache Probe nicht zu ziehen, die Rechnung ist aber, wenn für 
die Sekunden der genäherten Richtungen runde Zahlen genommen werden, so einfach, dafs 
bei einiger Aufmerksamkeit nicht wohl Fehler unterlaufen können.*) Die Richtigkeit der 
Werte von / wird spaltenweise durch die Summenprobe [/] = [lo] — [a\ sichergestellt.^ 

Den Werten von / sind in Abt. 4 die Gewichte p der gemessenen Winkel a bei- 
gesetzt, wonach in Abt. 5 die Produkte // und gleich in Abt. 6 die Produkte,///* gebildet 
sind. In Abt 5 ist der Zeilensumme s der Produkte pf die negative Spaltensumme — [p/l 
beigesetzt, deren Summe s — [Pf^ die in die Normalgleichungen einsiisetzenden Werte 



-plf^U - . -^{-hPa^fa^rPö/ö -Plffö'- • ) = 

- . -pc'^X^-^i^Pa'fJ + Pbfö- ' -AVcO-O 

'(ß/-hPif'h"hpi^)drä '-Pä'ifr^-\'{'hp///-^p//ö'+ . -Pd'/d^^o 

- p/ dXd 4- (p/ + • H- Pc'-hpd^dx^ + i-hPaV/ "H . -4- p/ // + pdf f/)-^o. 

von \paf\ \pbf\ [pc/], [pdf], [pef] nach Regel (7) liefert. Die Richtigkeit diesei' 
Werte wird durch Bildung ihrer Summe, die gleich Null sein mufs, sichergestellt. In 
Abt. 6 wird einmal aus den Spaltensummen und zum zweitenmal aus den Zeilensümroen 
die Summe [pf/] aller Produkte pff erhalten.. 

In Abt. 7 sind die Faktoren der Normalgleichungen nach Regel ( 5 ) und ( 6 ) ge- 
bildet und sind die aus der Addition von (zo) folgenden Werte +1 hinzugefügt. Die 
Normalgleichungeo sind: 

5 cTr« . . . • — ^%,^ = o, 

•h ^^Xe-h dXd - <f T/ — 4,9 = o, 
. -- cfr^ -f- ^Xe-^S^Xd . H- 1,2 = 0. 
. + dXö — <f Tc . -f 5 dX, 4- 27.8 = O- 

Die Auflösung dieser Gleichungen nach Schema 10 auf S. 152 im $ 55 Abschn. TV ist 
in Abt. 7 unmittelbar an die Bildung ihrer Faktoren angeschlossen Die Sigmaprobe 
liefert die beiden gentigend Ubereinstimmienden Werte — 3i5t3 und* — 3i5,i> Eine weitere 
Probe für die richtige Bildung und Auflösung der Normalgleichungen ergibt sich hier 
dadurch, dafs nach (10) 

dxa -h dxd -h dxc -f- ifxä + <^rr = + 5,64 + 0,44 - o,o8 — 0;34 — 5,66 =■ o 
sein mufs, was auch der Fall ist. 

Durch Zulegung der Verbesserungen cft zu den genauer ten lUchtungen t ergeben 
lieh noch (xi) in Abt. 8 die endgültigen Richtungen i? = r+crr, wobei eine Probe 



*) Vcrfl. Bemerkuof tu (8) bis (xo) im §78,, S. 393. 
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dadurch 


1 

gewonnen wird, dafs die Summe der endgültigen Richtungen R gleich der bereits 1 


in 


Abt. 


2 gebildeten Summe der genäherten Richtungen t sein mufs. 11 




In Abt 9 ist endlich der mitdere Fehler m« einet Winkels vom Gewicht i xu ± o,8i' il 


berechnet 






Pa Pb Pc Pd Pe 






e 




1 t 


f » 






I. Gemessene Winkel or. 










Pa 






























Pb 


»5 


»3 


35.6 


























Pc 


6e 


33 


54.8 


36 


IG 


*9.3 




















1 Pä 


87 


36 


13.4 


62 


12 


39.7 




. 


. 












P. 


156 


57 


18.0 




. 


. 


95 


»3 


24,6 69 


21 


05,0 








Summe 




3« 


01.8 




22 


59'0 


»3 


24.6 




21 


05.0 






2. Genäherte Richtungen t. 







00 00J15 23 40 II 61 34 00 II 87 36'| *o 


.$6 


57 


30 


1 j. 1 30 




3. Genäherte Winkel ID. 






Pa 






























Pb 


*5 


*3 


40 
























Pc 


61 


34 


00 


36 


10 


20 


















Pd 


87 


36 


20 


62 


12 


40 






. 






1 






156 


57 


30 






• 


95 


23 


30 


69 


21 


10 


B 




31 


30 




»3 


00 




»3 


30 




21 


10 








4. Gewichte / und Abweichungen / = tD — er. 


P» 


/• 


+ 4.4 


/ /. 


/. A 


/ 






Pb 


I 












Pc 


I 


+ 5.* 


I 


4-0,7 










Pd 


I 


+ 6,6 


1* 


4-0,3 . 












p. 

in 


I 


-h 12,0 


2 


4- 5.4 


I 


4-5.0 




'-[//]• 




-H28,2 


4-1.0 


+ 5.4 




4-5.0 




5. Produkte pf. 


s. 


-[>/l. 


1 P' 














0.0 


— 28,2 


-a8,i = [A«/]. 


1 Pb 




4- 44 








-1- 4.4 


- ».3 


+ 3,«-[^/] 


1 Pc 




-4- 5.* 


4-0.7 








^ 5.9 


- 10,8 


- 4,9-t^/J 


1 •'"'' 




4- 6,6 


4-0,6 








4- 7.* 


- 5.0 


+ «,*=[>//]. 


p. 

\pf\ 




-f- I4.0 






4-10.8 




4-5.0 


H-V.8 


— 0,0 


+ »7,»-[A/]- 




4-28.2 




4-1.3 


4- 10,8 




4-5.0 


4-45.3 


-45.3 


0,0 




6. Produkte ///l 






p. 














Pb 




19.4 






19.4 




Pc 




27,0 


0,5 




*7.5 




Pd 




43.6 


0,2 




43.8 




p. 




144*0 




58.3 


15.0 


"7.3 




*34/0 


0.7 


58,3 


»5.0 


318.0 = [i>//]. 
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7. Bildung der Faktoren der Nornuilgleichungen und deren Auflösung. 




[faa]. 


[^aö] 


. [/«^]. 


[faä] 


. b«-]. 


[/«/]• 




[pbb]. 


[/*o- 


\pbd\ 


{Pbe\ 


[/*/]. 


«.* 


4-1 


— I 










«/ 


4- I 










«.' 


-f-i 




— i 








"*1 


4-1 


— X 








•i,* 


4-1 






— I 






-ö'' 


-f-2 




— 2 






••' 


4-1 








— I 






. 












4-1 


4-1 


H-i 


4-x 


-hl 






-hl 


4- I 


-h I 


-h X 






+ 5 


, 


, 


, 


. 


-1^* 




+ 5 


• 


— I 


4-1 


-h3.i 




• 


• 


■ 


■ 


+ 5,f 4 


+ 5 


. 


— X 


-h I 


-h3.i 






4-0,20 


— 0,20 


— 0.62 














• 












4-1.13 












<fr« = 


• 










<fr3 = 


— 0,07 


1 


+ 5.64 


1 1 


-hO,44 


1 




l>^4 


[pcd]. 


[Pcel 


!>'/]• 


[fdJ]. 


{pi'\ 


if/i 




{P^^\ 


[/-/]. 


Sigmaprobe. 


«.' 


4- 1 






t 


< ■*■' 






«/ 


-hl 








V 


4-1 








h" +« 
















• 


, 








• • 






a/ 


4-2 








«/ 


+» 




— 2 


1 


W' 4-1 


— I 




itä' 


-hl 








+ 1 


4-1 


4-1 




-h 1 


4- 1 






4-1 










+ 5 


4-1 


— I 


-4.9 




-t-5 


• 


+1.» 




+ 5 


4-17.8 








. 


• 


• 


• 




• 


• 


• 




^ 


• 


-X59.0 


-x59,o 




. 


• 


. 


. 




—0,20 
—0,20 


4-0,20 
4-0,20 


4-0,62 
4-0.98 




— 0.2c 
—0,2c 
— 0,03 


) — 0,62 
>— 0,98 
; - 0,33 


- '.9 

- 4,8 

- 3.* 
-146,4 


-h X.4 
4- 0,4 
- 0.7 
-157.3 


+ 5 


4-1 


— I 


-4.9 




- o,ao - 

C 


+-0.20 


4-0,98 

-1,13 
4-0.07 


4; 


4,60 


4-0,40 


43.80 




-0.08J 


J —0.83 
4-0.49 


4-4.53 


r-h25.87 
- 5,66 




-315.3 


-^i«;,2 


—0,08 


—0,34 


= X 


8. Endgültige RichtXingen R = z-^dx, 




A. 1 fi. 1 


Pc. 1 Pä. II 


/>.. 1 


Summe. | 


X 


c 


) 00 


00,0 15 


*3 


40,0 


61 


34 


00,0 87 1 


36 


20;0 


156 


57 


30,0 


3 


I 30,0 


R 




-h 


5.6 


4- 


0,4 




— 


0,1 




~ 


0.3 




— 


5.7 




o,x 


c 


> 00 


05.6 15 


*3 


40,4 


61 


33 


59.9 


87 


36 


»9.7 


156 


57 


*4.3 


3 


I 29,9 


Red. R 


c 


> 00 


00,0 25 


*3 


34.8 


61 


33 


54.3 


87 


36 


t4,r 


156 


57 


18,7 


3 


x 01,9 


9. Mittlerer Fehler. 






r^wi SB r^//*! -^ JT ^ iift — 3IC 1 — 2,7. Ri« '— -1 


M 


*.7 


— -4- 


0,82'. 


Lr^*'J ^ l/Vy J T -* ■= i*o»w J*3'3 *»/• •"• ' « 


(5-0 -^ 


§ 77. 


Die Rechnung wird wesentlich einfacher, wenn, wie es in der Praxis die Regel 


bildet, die Gewichte p sämtlicher Winkel gleich i sind. Die Werte [paf], [pbf], 


[pcf], ••• ergeben sich unmittelbar aus den Quersummen s und den negativen Spalten- 
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summen — [/] der Abweichungen/. Die Faktoren der mit (lo) im §76 verbundenen 


Normalgleichungen können ohne weiteres nach folgenden Regeln hingeschrieben werden: 


(i) [paa]^ [P^^], Ipcc], [päd], ... sind gleich der um eins Termelurten Ansah] 


der Winkel, die an die Richtung nach den Punkten Pst A» Pct Pd, ••. an- 


schliefsen. 


(*.) [/«*]. [P^c], [päd], ... 


sindgleichNull 


ah Ä < n^ 

•« » «a 1 «a » • • • 




[P^c], [pöd], ... 


oder gleich 


V. a/, ... 


beobachtet 


[pcd], ... 


-f- i> je nach- 


«c'. ... 


sind oder nicht. 


• , , , 


demdie Winkel 






Hiernach gestaltet sich die Rechnimg fUr das bereits im § 74 and im § 76 behandelte 


Beispiel, wenn wieder, wie im ersten Paragraphen, sKmtliche Gewichte .■ i genommen 


werden, mit Weglatsung der Berechnung Ton [/vv] nnd n, wie hieninter dargestellt ist 


Einer weiteren Erlttuterung dieser Rechnung wird es nicht bedttrfen. Es sei nur 


darauf hingewiesen, da(s die hier erhaltenen endgültigen Richtungen S Obereinstimmen 


mit den im § 74 S. aio gefundenen, was sich sogleich sägt, wenn die Richtungen 


durch Abzug der für Jla erhaltenen Werte auf eine gemeinschaftliche Nullrichtnng besogen 


werden. 




p, 1 


Pb 


Pc 1 Pd 


P, 


/ 




Ol ' 


f a 


. . |, , , 


, ff 


f « 


Pa 
Pi 


>• 

1 H 


Gemessene Winkel a. 

II 1 1 H 1 1 










*5 


»3 


35,6 




























Pc 


61 


'33 


54,8 


36 


10 


^9,3 






















Pä 


87 


36 


^.4 


6i 


12 


39.7 


. 


. 


. 
















P. 
[«] 


156 


57 


18,0 


• 


• 


• 


95 


»3 


14,6 


69 


21 


05,0 








Summe 




31 01,8 




22 


59.0 


13 


24.6 




21 


05,0 


a. Genäherte Richtungen t. 


Ph 


00 00 1*5 »3| 40 |6i 34 ( oo|87|}6| xo 


156 


57 


30 


1 3' 1 30 


3. Genäherte Winkel to. 

1 n 1 1 Dil Uli 






»5 


»3 


40 






















Pc 


61 


34 


00 


36 


10 


20 
















Pd 


87 


36 


20 


6i 


12 


40 


. 














P. 


156 


57 


30 


• 


• 


• 


95 


»3 


30 69 


21 


10 




--Ol- 




31 


30 




*3 


00 




^3 


30 


21 


IG 


4. Abweichungen /=» 10 — «. 


X. 


-[/]. 


P» 


















0,0 


— 28,2 


- a8,z- 0/]. 


Pi 




+ 4,4 














-H 4,4 


- x,o 


+ 3.4= [/»/J. 


Pc 




+ 5»* 




+ 0,7 










+ 5.9 


- 5,4 


+ 0.5- [i^/]- 


Pd 




4- 6,6 




-f-0,3 




. 






-f- 6,9 


- 5.0 


+ i.9=Ü«/]- 


p. 

[/] 




+ i*,o 




• 




+ 5.4 




+ 5,0 


+ 21.4 


— 0,0 


+**A'^lPrfl 




+ a8,a 


» 


-H 1,0 




+ 5.4 




+ 5,0 


-f-39'6 


-39,6 


0,0 
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a-^ J 

5. Auflösung der Normalgleichungen. 11 




[paa]. 


[pablj [pac]. 


[>>«^]||[/«4 


[p^n 


0**]. 


[pbc]. 


Ipbdl 


[pbel 


[/*/]. 


-+-5 


. 


. 


• 


. 


-28.2 


4-4 


• 




4- I 


4-3'4 




■ 


• 


■ 


■ 


4-5.64 


4-4 


. 


. 


4- I 


I4-3.4 




. 


. 


-0,25 


-0.85 
























4- 1,44 










1 <rra=» 


4-5*64 








(fC^ = 


4-0.59 


II 


[Pc^l 


[pcd]. [pce]. 


iPc/]. 


[päd]. 


[päe]. 


[p^n 


[P^^l 


[p^n 


Sigmaprobe. 1 


4-4 


4 I 


4-0,5 


+ 4 


• 


4-1.9 


4-4 


4-21,4 


i 








• 


• 


• 


. 


. 


. 


. 


- i59.o| 


- 159.0 




• 


• • 


• 


• 
-0,15 


: 


— 0,12 


-0.25 


- 0.85 


- *.9| 

- 0,1 

- 0.8 1 

- 1*3.9 1 


4- 2,0 
0,0 

- 0,9 

— 128.8 


4-4 


4-1 


4-0,5 




- O.Z5 . 
dXc 


- 0,11 

4-0,12 


4-3J5 


•. 


4- 1.78 




crr^ = 


-0,47 


+ 375 


- ^1.55 

- 5.75 


- 286,7 1 


- 286,7 


0,00 


— 0,47 


- i 


6. Endgültige Richtungen R = r + dt. 

Pa 1 Ps II ^^ 1 ''^ y ^' 


Summe || 


X 





00 


00,0 »5 


*3 


40,0 61 


34 


00.0 87 


36 


■20,0 156 


57 


30.C 


i 


3X 


30,0 1 


«fr 




4- 


5,6 


4- 


0,6 




0,0 


— 


0,5 


— 


5.7 






0,0 1 





00 


05.6 as 


*3 


40,6 61 


34 


00,0 87 


36 


»9.5 «56 


57 


^4.3 1 


31 


30,0 11 


§78. 


Wenn alle möglicheD ^ = ^ Kombinationen der su bestimmenden 


n Richtungen gleloll gel 
im §77 die Werte [paa], 

ergeben nach 
(1) cfr- 


laa beobachtet sind, werden nach den Regeln ( i) und (2) 

Ipbb], Ipce}, [pdä],... sämtlich gleich i>, während alle 

algieichungen gldch Null weiden, so dafs die Werte ^r sich 


n H 




Ferner wird in diesem Falle 


<•) .- ["^^"«^'""^-[".i/i'.]. 


O) t,~)-C//)-["''-".'"-"]-C//)-[«(M-4 


und der mittlere Fehler m« der in die Rechnung eingeführten Winkel a 
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Pa. Pi. 1 Pc 


Pd. 


/*/. Pg^ 1 11 






O t • O / t jl O / 


, t 


Ott / ' 11 II 




o. 


I. Gemessene Winkel a. 

i 1 Uli Uli II 1 1 111 












Pi 


«5 




35.6 


































Pc 


6i 




54.8 36 


10 


»9,3 






























Pd 


87 




13,4 61 


XI 


39,7 


16 


Ol 


19,1 
























P. 


156 




18,0 131 


33 


4»,8 95 


»3 


14,6 


69 


11 


05,0 


















Pf 
W 


117 




19,5 191 


19 


4*,8 


156 


09 


»3.9130 


07 


04,1 60 


45 


J8,4 












14 


«,3 


x6 


14.6 


35 


07,7 • 


18 


09.1 


45 


58.4 


1. Genäherte Winkel lo. 

1 nii Uli Uli Uli 




Pi 


»5 




40 
































Pc 


61 




00 36 


10 


10 




























Pd 


87 




10 61 


XI 


40 


16 


Ol 


10 
























p. 


156 




30 131 


33 


50 


95 


»3 


30 


69 


11 


10 


















Pc 


117 




30 191 


«9 


50 156 


09 


30 


XJO07 


10 


60 


46 


00 












15 


00 


x6 


40 


35 


%o 




18 


10 




46 


00 


3. Abweichungen /» to — a und endgUlttgie 






Richtungen J^aT + cfr. 








s. 




A 






4i4 
































0,0 




Pi 




H- 






























4- 


4^4 




Pc 




-h 


5'* 




-h 


0,7 


























+ 


5,9 




Pd 




-h 


6,6 




H- 


0,3 




-h 


o,S 




















4- 


7J 




p. 




H- 


11,0 




-h 


7,* 




-h 


5.4 




H- 


5,0 














4- 


«9,6 




Pf 

[/] 




-♦- 


lO'S 




-h 


7,» 




-♦- 


6.1 




4- 


5,8 




4- 


1.6 








4- 


3M 




4- 


3«,7 




H- 


15,4 




4- 


".} 




4- 


10,8 




4- 


1.6 






0,0 


4- 


7S,8 




— S 






0,0 




— 


4,4 




— 


5.9 




— 


7J 




— 


19,6 




— 


3X,i 


— 


7S,8 




4. 


38.7 




4- 


11,0 




4- 


6,4 




4- 


8.1 




— 


18,0 




— 


3M 




0,0 


crr= 


'i{[/]-') 




-h 


6.4 


-♦- 


1.8 




+ 


t,i 




4- 


0,5 


- 


4.7 




— 


5,» 


— 


o,x 




X 





00 


00,0 15 


13 


40,0 


61 


34 


00,0 


87 


36 


10,0 X56 


57 


30,0 


1X7 


43 


30,0 


«5 


00 




R 





00 


06.4I *5 


»3 


41,8 61 


34 


01,1 


87 


36 


10,5 X56 


57 


15,3 


117 


43 


14,8 


14 


59,9 


4. Quadrate/^. 




iin-^r 


KL/l-'V 




Pt 






1 






1497,7 


149*6 




Pi 


I9»4 










19.4 


IftX,0 


ao,i 




Pc 


17.0 


0,5 








17,5 


4X,o 


«,s 




Pd 


43,6 


0,1 


0,6 






44,3 


9,6 


1,6 




p. 


144,0 


51,8 


»9,* 


»5.0 




150,0 


784,0 


130,7 




Pt 


1X0,1 


5«.8 


37,» 


3J.6 


»,6 


135,4 


973,4 


x6i,i 


344,1 


104,2 67,0 


58,6 4,6 576,6 


34*6,7 


57i,x 








=[//] 




«-X 






[fvv] == [//] + ^- 576,6 - 571,1 = 5,5. 






nta-zb]/,, t^7^ ,-±y 5,5 -±0,74'. 






M(«-a)(« — i) ^0,5x4x5 






m = db m.l^i =* ± 0,74 X 0,71 = db 0,51*. 






i>= 6, Jf= ±maVj==± 0,74 X o,4r« ± 0,30'. 
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(4) '«--±»'i«(,_0-t»-.)-±''i(«-»)(»-.)' 

Während der mittlere Fehler m der in die Rechnung eingeführten Richtungen 






(5) in-±in«/T 

wird. 

Das Gewicht P der endgültigen Richtungen ist 

(6) P^n 

und der mittlere Fehler M der endgültigen Richtungen 



(7) 



M^±VXa 






ipv^'\ 



Hierbei werden die genäherten Winkel » zweckmäfsig in der Weise gebildet, dafs 
zunächst die Winkel ID^^, to/, tD«^, to^... angenommen, und dann die übrigen Winkel 
gerechnet werden nach den Formeln: 












tDrf' 



wobei die Probe gewonnen wird, dafs 

(9) »/-»to/H- to/ I »/»»)/ -hto/ I to/ — torf* + »c' I 

sein mnfs. 

Wenn die Winkel in^^, )o/, 1D«^, ID4/'» • • • sämtlich etwas gröfser angenommen werden, 
als die Winkel «^^ or/, «c^, a^, . . . , so werden nachher fUr die Abweichungen /» to — a 
nur positive Werte erlangt, was für die Rechnung am bequemsten ist. 

Die genäherten Richtungen sind dann 
(10) T^ — 0«00'00' T^«.».^ ttf — »/, W—io/, Tr — »/....•) 

Hiemach erhält man fttr das bereits im § 73 S. 108 behandelte Beispiel die 
Rechnung auf S. an, worin das Gewicht der Winkel a gleich x genommen ist. Sind 
die 'Winkel ^mal in beiden Lagen des Fernrohrs beobachtet und wird das Gewicht 
^ner einmal in beiden Fernrohrlagen beobachteten Richtung gleich i genommen, so ist 
das Gewicht der Winkel a gleich iq. Alsdann wird nach (6) das Gewicht einer end- 
gültigen Richtung Pss^nq, Werden die Richtungen ia i' Tollen Richtungssätzen beob- 
achtet, so wird das Gewicht der endgültigen Richtungen ebenfalls gleich P. Soll demnach 

durch die hier behandelte Beobachtung aller möglichen ^^^^ < Richtungskombinationen 

% 

das gleiche Gewicht erzielt werden, wie bei /*maliger Beobachtung der Richtunge** in 
vollen Sätzen, so müssen sämtliche Winkel 



(") 



%P 



mal in beiden Lagen des Femrohrs beobachtet werden. 

Nach § 67, S. 183 sind nach den Vorschriften für die preufsischen Katasterver' 
messungen die satzweisen Richtungsbeobachtungen für die Punktbestimmung DL Ordnung 



*) Dm hier daifelegM Verfahmi fib die BUduog der genäherten Wtnkel kann such in dem in §§ 76 
und 77 behandelten Falle angewendet «crdta. wenn nach Ziehung der Probe (9) <ü« überflüssigen Winkel 
gestrichen werden. 
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in /*ae 4 maliger, für die IV. Ordnung in /*= 3 maliger Wiederholung auszuführen. Dem- 
entsprechend wUrde zur Erzielung der annähernd gleichen Genauigkeit bei der Einreibe* 
obachtung jede paarweise Kombination 





Richtungen 


für ni. Ordnung 


für IV. Ordnung 


bei n = 2 


2X4:^ = 4nial 


2x3:2= 3mal 


= 3 




2x4:3 = 2,7. rund 3 mal 


2X3:3=» 2mal 


= 4 




2X4*4 = 2mal 


2x3:4 = i*5i nmd amal 


= 5 




1x4:5= 1,6. rund 2mal 


2x3:5= 1,2, rund I mal 


= 6 




2x4:6a 1,3, rund 1 mal 


2x3:6«! mal 


= 7 




2x4:7 = 1,1. rund I mal 




==8 




2X4-8=1 mal 





gemessen werden mUssen.*) 



§ 79. 



Um endlich noch die Behandlung der Einselbeobachttmgen der Richtungen nach dem 
Verfahren für bedingte Beobachtungen (Abschn. IV. Kap. 9) darzulegen, mag 
das im § 76 behandejite Beispiel abermals benutzt werden» zu welchem Zweck die mit 
fortlaufenden Nummern i, 2, 3 . . . bezeichneten Winkel a, deren Gewichie p und die zu- 
gehörige Figur hier nochmals hergesetzt seien: 



1= 25023' 35,6* 


// = ! 








a= 61 33 54.8 


^^=1 


5 = 360x0' 19,3* 


Ps^i 




.3= 87 36 13.4 


Pj==j 


6:±=62 12 39,7 


p6-=-1 


.... 


4=156 57 18.0 


P4^l 


.... 


• 


7«95<.23'24,6' 



^; = 2J8=69< 



Flg. fi6. 



i«»ai'o5,o'|>*— I 

Die Anzahl der zu erfallenden Bedingungen ist, wenn A Winkel zur Bestimmunff 
von n Richtungen beobachtet sind, gleich A — » -4- x, im vorliegenden Falle also gleich 
8 — 5 + 1=4. Es sind »--x = 5— 1=4 Winkel notwendig zur einfachen nicht ver- 
sicherten Bestimmung der » ^s 5 Richtungen. • Die übrigen 

« — (ff— i) = i4 — «+i=8 — 5H-i«=4 
Winkel sind ttberschttssig und jeder überschüssige Winkel mufs 
eine zu erfüllende Bedingung liefern. 

Behufs Aufsuchung der Bedingungen werden zunächst 
n — I = 4 Winkel ausgewählt , die zur einfachen nicht ver- 
sicherten Bestimmung der n Richtungen geeignet sind. Es 
mögen die Winkel i, 2, 3 und 4 gewählt und in der Figur 
durch kräftige Linien besonders gekennzeichnet werden. Die 
übrigen Winkel werden nun einzeln hinzugenommen und hier- 
bei wird für jeden dieser Winkel festgestellt, welche Bedingung 
^^ durch seinen Eintritt entsteht Es ergibt sich leicht, dals 

Winkel 5 gleich sein soll dem Unterschied der Winkel 2 und !• 

•• 6 „ .. ,, ,. 3 „ X, 

.. 7 .. M .. 4 « *. 

»» 8 II ti ,. «« «t .« «I 4 •» 3* 

Die Winkelgruppen, wofür diese Bedingungen gelten seien mit 
WGa. IVGb, l^Gc, fi^Gä bezeichnet. 




^) Die ebenfalb in § 67 erwähnte Vorschrift (tir die preuftiichen Kaustervermessungen , wonach bei 
Einzelbeobachtung der Richtungen 111. oder IV. Ordnung eine 6 oder 4maHge. also eine erheblich öftere 

Wiederholung der Messung stattfinden mufs, hat nicht wie oben die Beobachtung allei *^*""'\ sondon 

9 
nur einzelner weniger paarwetsen Richtungskombiaatiooen zur Voraussetzung, wie solches den Bedürfnissen 
der niederen Geodäsie in der Regel entspricht. 
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Die Bedingungsgleichungen, die durch die wahrscheinlichsten Werte I, II, III, . . 
der beobachteten Winkel erftillt werden müssen, sind demnach 



. vm 



(i) IVG^i V= U- I, 

WG^i VI=in— I, 

WGci vn = iv- n, 

frG^^:VIII = IV — ni. 



oder ( 1 ) I — m- V = o » ^a, 
I-III-f- VI = o = S^. 

ii-ivh- vn = o — 5c, 
ni — I V -h vm ^o^Sdt 



unter Sa% Sd, 5c, Sd die zu erfüllenden Sollbeträge, die hier sämtlich gleich Null sind, 
verstanden. Die W idersprüche /«, /^, /c, /^ zwischen den Sollbeträgen und den Beobach- 
tungseigebnisseo erhält man nach: 



(3) 



!—*-♦- 5 = 6«, 
1 — 3 4-6 = 6*, 
1 — 4-»- 7=* 6c. 
3 - 4 + 8 « 6^. 



(4) /i=5a — 6a«— 6«, 

/* =5'3 - 6* = - 6*. 
y^ 9s 5c — ®c ^ — 6ci 
fd^Sd - 61/ = — 6if. 



Die den Beobachtungsergebnissen i, a, 3 ...8 beizufügenden Verbesserungen (i), (2), 
(3)1 •• • (8) müssen die umgeformten Bedingungsgleichungen 

^5) (i)-W-h(5)^/i. 

(x)-(3) + (6)=/3. 
(1) - (4) + (7) '-/r. 
(3) - (4) -h (8) =// 

erftlUen, und die zugehörigen Korrelatengleichungen sind: 



(6) 



Pt P' 



{^)' 



P» P» 



Ps Pj 

{4)^-lkc-l kd. 

P4 P4 



(5)' 

(6): 

(7)' 

(8): 



4- — *a, 

Ps 
I . 

P6 



I 
I 



kd- 



Die Faktoren der aus (5) und (6) folgenden Normalgleichungen können nach fol- 
genden Regeln zusammengestellt werden: 



(7) 



[7} [?]• [?]•[?]• 



sind gleich der Summe der reziproken Werte der 



Gewichte derjenigen Winkel, die in den betreffenden Winkelgruppen WGa% IV Gk, 
IV Ge* ^Gd% •'* vorkommen. 



(8) 






sind gleich 
den rezi- 
proken 

Werten der 
Gewichte 
der den 
Winkel- 
gruppen 



'IVGaVL.lVGh,lVGaM^fVGe,iyGnVi,WGd,^. 
IVGbn.iVGc.lVGbM IVGd,'.' 
lVGcVi.WGd..' 



und zwar mit positivem Vorzeichen , wenn die betreffenden Winkel in den beiden 
Winkelgruppen mit gleichem Vorzeichen, mit negativem Vorzeichen, wenn sie mit 
ungleichem Vorzeichen vorkommen. 
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Nach diesen Regeln erhält man fttr das vorliegende Beispiel die folgende Übersicht- 
liche Zusammenstellung der Faktoren der Normalgleichungen: 



(9) 



(10) 



WGa. 


aa ab \ ac 

vp\ \p\ Vp\ 


\ad\ 

Vp\ 


\_P } L^J 


'bd\ 


WCc. 


cc 

VP .' 




fr{7^. 


'dd\ 


H- 1 


1 

*7. 


*r. 






-#- X 


*j. 






+ 1 


I 




+ 3 


-h 


— 2 


H. 




l 




- 3 


-7, 




1 


-4 


X 


-Ä 


-4 


X 


I 








+ 6 


I 






-^-7 


-T. 




+ 8 


I 


und danach die Normalgleichungen: 




\pi pM PsJ Pr 


-i*' -f" 


. P' ^Pi Pj P^^ 


-i *.=/*. 


p9 ^p2 P4 Plf P4 \ 














k» 




1 ^ ( i 1 

P4 ^Pj P4 


j>- 


-u\ 



Durch Auflösung dieser Normalgleichungen nach dem Schema (xo) auf S. 151 im § 55 
Abschn. IV werden die Zahlen werte der Korrelaten ka, Mst ke^ kd und hiermit nach den 
Korrelatengleichungen (6) die Zahlen werte der Verbesserungen (1), (t), (3) ... (g) erhalten. 
Für diese Verbesserungen ergeben sich die Proben, dafs sie die umgeformten Bedingungs- 
gletchuogen ( 5 ) erfüllen müssen und dafs ihre Quadratsumme \p (»i) (n)] gleich dem bei der 
Auflösung der Normalgleichungen in der Sigmaprobe erhaltenen Wert — 1 sein mufs. 

Durch Zulegung der Verbesserungen (1), (i), (3) ... (g) 2u den Beobachtungsergeb- 
nissen ii 2. 3, ... 8 werden die verbesserten Winkel I« II, III, .. . VIII erhalten nach 



(it) 



1= I +(0. 

II = i-h(i), 
111 = 3 + (3). 
IV -4 + (4). 



V=5 + (5). 
VI = 6 4- (6), 

VII = 7 -4- (7). 
VIII«8 + (8). 



wonach sich die Probe ergibt, dafs die verbesserten Winkel die Bedingungsgleichungen 
(i) erfüllen müssen. 

Der mittlere Fehler x^^ eines Winkels mit dem Gewicht l ist: 



(") 



W- 



|/ [/>(>')W] 



worin r » 4 die Ansahl der Bedingungsgleichungen ist. 

Die Rechnung nach diesem Verfahren ist auf S. 217 durchgeführt. Zu ihrer Erläu- 
terung sei nur noch darauf hingewiesen, dafs bei Bildung der Verbesserungen in Abt. 3 die 

Korrelaten *a. **, *r.... mit den j „glJJlj^yJIj 1 reziproken Werten der Gewichte der 

I neauiven I ^*"'^*^ '" multiplizieren sind, die in den bezüglichen Winkelgruppen WG^^ 

9VGbi WGcf* vorkommen, und dafs die Zahlenwerte der Verbesterungen in Abt. i 10 
den mit „Verbesserungen" Uberschriebenen Spalten zusammenzustellen itod, um die Siche- 
rung zu erhalten, dafs ihre Summe gleich den Widersprüchen ist. 
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1 I. Berechnug der WidersprOclte/' und Zukammenttellung der reziproken Werte der Gewichte tolrie der Verbesserungen. 1 
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Die Rechnung kann in allen Fällen rein mechanisch nach dem aufgestellten Formular 
ausgeführt werden, nachdem die Bedingungsgleichungen (i) aufgestellt sind, ohne weitere 
Formelentwicklung. 

Die endgültigen Richtungen sind nebenstehend zusammengestellt und stimmen mit 



Ra^= = Qöoo'oo^o*, 
^6= I = 25 23 34,8 . 
Rc = 11= 61 33 54,3 , 
Rd= in = 87 36 14,0 , 
-Ar = IV = 156 57 18,7 . 



den im § 76 nach dem Verfahren für vermittelnde Beob- 
achtungen erhaltenen Oberein. 

Inwieweit sich die Rechnung vereinfacht, wenn sämtliche 
Gewichte gleich i sind, ist ohne weiteres zu Übersehen, so dafs 
es eines besonderen Beispieles hierfür nicht bedürfen wird. 



Schlufsbemerkungen Über den Horizontabschluts. 

§ 80. 

Im Bereiche der niederen Geodäsie werden für die gewöhnlich vorkommenden Fälle 
die in den §§ 68 bis 74 erläuterten Arten der Fehlerausgleichung im Näherungs verfahren 
den Anforderungen der Praxis in vollem Umfange genUgen. Sie stimmen in ihrer Wirkung 
mit der Methode der kleinsten Quadrate Uberein. Jedenfalls gewähren sie den für die 
Praxis der niederen Geodäsie mit ihren zahlreichen Punktbestimmungen nicht unwichtigen 
Vorteil eines allgemein anwendbaren gleichen Schemas, das Irrungen in der Auflfassung und 
in der Ausführung auf ein möglichst geringes Mafs beschränkt. Anders liegt die Sache 
bei Einzelbeobachtung der Richtungen, namentlich wenn Gewichts Verschiedenheiten be- 
rücksichtigt werden müssen. Hier wird im allgemeinen die Anwendung der Methode der 
kleinsten Quadrate (§§ 76 und 79) vorzuziehen sein. 

Hat bei der Winkelmessung der Theodolit nicht unmittelbar in der Senkrechten, die 
'durch den betreffenden trig. Punkt (das Zentrum der Station) geht, aufgestellt werden 
können, oder haben anstatt der eigentlichen Zielpunkte Nebenzielpunkte anvisiert werden 
müssen, jk> sind die gemessenen exzentrischen oder auf Nebenzielpunkte bezogenen Rich- 
tungen einer Zentrierungsrechnung zu unterziehen, die in den §§ 82 bis 85 dargelegt ist. 
War die exzentrische Aufstellung des Theodoliten für alle auf einer Station ausgeführten 
Messungen in demselben Punkte erfolgt, oder war ein Nebenzielpunkt bei allen Messungen 
auf dieser Station durchweg derselbe, so wird es sich empfehlen, erst den Horizontabschlufs 
nach- §§ 68 bis 79 und dann die Zentrierung nach §§ 82 bis 85 vorzunehmen. Sind 
dagegen verschiedene exzentrische Aufstellungen genommen oder sind die Nebenzielpunkte 
im Laufe der Messung gewechselt worden, so wird umgekehrt die Zentrierung dem Hori- 
zontabschlufs vorausgehen müssen. 



Der mittlere Fehler der Richtungen. 

§ 81. 

Der mittlere Fehler einer Richtung wird gefunden, indem die Quadratsumme der nach 
der Ausgleichung übrig gebliebenen Fehler aller Beobachtungen gebildet, diese durch die 
Anzahl der überschüssigen Beobachtungen dividiert und aus dem Quotienten die Quadrat- 
wurzel gezogen wird. 

Diese allgemeine Regel ist beim Horizontabschlusse nach der Methode der kleinsten 
Quadrate (§§ 75 bis 79) in den für die Berechnung des mittleren Fehlers gegebenen For- 
meln bereits zum Ausdruck gekommen. Hier bleibt daher nur noch die Fehlerberechnung 
bei Anwendung der in den §§ 68 bis 74 dargelegten Arten des Horizontabschlusses zu 
erläutern. Vorweg sei jedoch bemerkt, dafs es in der Landroessung an Zeit zu fehlen 
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pfl^, die Berechnung regehnäfsig vorzunehmen. £s wird hier genttgen, den mittleren 
Fehler nur von Zeit zu 2Mt oder wenn sonst ein Anlafs hierzu vorliegt, zu berechnen, um 
ein Urteil Über den Grad der Genauigkeit der Winkelmessung zu gewinnen. 

1. Nach jener allgemeinen Regel ergibt sich bei satzweisen Richtungs- 
beobachtungen (§ 6y zu a) der mittlere Fehler einer in einem Satze (d. h. im Hin- 
und Rückgänge) erfolgten Beobachtung einer Richtung vom Gewicht i iri der Voraus- 
setzung, dafs alle Beobachtungen gleiches Gewicht haben, nach der Formel: 



(I) m = -l/ E^'^^^ 



worin 

v^ =BB J?„ — r„ die nach der Stationsausgleichung übrig gebliebenen' Differenzen 
der endgültigen Richtungen Hn gegen die endgültig orientierten Rich- 
tungen r„. 
N die Anzahl aller dieser Richtungen in allen Sätzen, 
s die Anzahl der vorhandenen Sätze, 
n die Anzahl der endgültigen Richtungen Um 
bezeichnet, bei N und n aber ungerechnet solche etwa vorhandenen Richtungen , die nur 
in einem Satze vorkommen und deshalb die Ausgleichungsrechnuhg gar nicht beeinflussen 
sondern satzweise den übrigen Richtungen lediglich folgen. (Vgl. die Bemerkungen auf 
S. 199, ao4, aix.) 

Die Anzahl ^— (f 4- « — 1) der Überschüssigen BeolMichtungen begründet sich wie 
folgt: Es seien für s Sätze die unl>ekannten Orientierungsverbesserungen und n unbekannte 
Richtungen zu bestimmen, wobei aber eine Richtung (die Anfangsrichtung) beliebig ange- 
nommen werden kann. Zur einfachen Bestimmung von (j + » — i) Unbekannten sind 
ebensoviele Richtungsbeobachtungen erforderlich, mithin verbleiben N — {s-^n — i) über- 
schüssige Richtungen. 

Sind durchweg volle Sätze vorhanden (§ 68), so ist Nssns und die Formel (i) 
geht über in: 

bt eine Stationsausgleichung nach §§ 69 und 70 vorgenommen und so wdt geführt 
worden, dafs die zuletzt berechneten Orientierungsverbesserungen tf«-./ nur ganz unwesent- 
liche Werte darstellen, so können für die Berechnung des mittleren FehlersgenOgend genau 
die letzten Differenzen Vn—i ohne weiteres als vn benutzt werden. Wird aber die Staiions- 
ausgleichung abgebrochen, ohne dafe die zuletzt erhaltenen Orientierungsverbessernngen 
on-'t bereits sehr kleine, zu vernachlässigende Werte erlangt haben, so kann nicht lediglich 
[vn V»] »■ [vn^i Vtt^t'] genommen, wohl aber ebenfalls noch genügend genau nach der 
Formel: 

, . «= [vn-t vn^t] — [ott-t [vtt-tl] oder 

( 3) 



[vm-s] [vn^i^ 



gerechnet werden, wobei die Werte OM-t[vM-i) oder LJ!z!LLüz!l för jeden Satz 

besonders zu bilden und die sämtlichen so erhaltenen Werte, in eine Summe vereinigt, 
von [v»-/ViM-/] SU subtrahieren sind. 

Aus dem mittleren Fehler m einer Beobachtung einer Richtung r vom Gewicht x 
berechnet sich der mittlere Fehler Äf einer endgültigen ansges^chenen Richtung R, wenn 
s volle Sätze beobachtet worden sind, nach der Formel: 
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V. 



(4) 






l 



Sind nicht durchweg volle Sätze erlangt worden, so sind sur Bestimmung des mitt- 
leren Fehlers i^ Gewichtsberechnungen erforderlich, die fUr den hier beabsichtigten Zweck 
nicht einfach genug sind. Es Icann deshalb von deren Darstellung um so mehr abgesehen 
werden, als davon in der Landmessung kaum ein praktischer Gebrauch im einzelnen zu 
machen sein wird. 

Wenn s von einander unabhängige Stationsausgleichungen die mittleren Fehler 

nt/, m^ m« für die Gewichtseinheit ergeben haben, so können sie unter Voraos- 

setsung gleicher Gewichte nach: 



(5) 



l/ m/m 



/ -h m^ m* 4- . • - 4- in» in« 



j/IüLüO 



in einen Mittelwert vereinigt werden. 

In dem zweiten Beispiele des § 69 ergibt sich, wenn die in Abt. 6 (S, 197) gefun- 
denen Differenzen v« aIs Vh genommen werden, durch deren Quadrierung und Summierung: 

[vn vn] = [v^vj,] = 3 613,77 

und femer nach (x), da A^=ai, j— 6, « = 6: 

. 3 623,77 



ai--(6 + 6-1) 



= 36z,3S 



m = ± «9.0'.*) 



Wäre dagegen in diesem Beispiele die Ausgleichung mit der Bildung des Mittels R^ 
abgebrochen, so hätte man mit den in Abt. 4 (S. 196) nachgewiesenen Differenzen, Vt als 
vu—1 genommen, und mit den ebendaselbst angegebenen Orientierungsverbesserungen 
0, = 0if^/ folgende Rechnung, die zur Erläuterung vollständig hergesetzt werden mag, 
erhalten : 



p. 






Vu-t Vn^i = 


= ViVi. 






Summe 




84,64 


23,04 


316,84 


4.84 


1*5/44 


0,04 


554,84 




i5«.*9 


313.^9 


. 


. 


18,09 


. 


49^.67 




745r*9 


349.69 


. 


75.69 


. 


. 


1170,67 




4i8»49 


. 


. 


. 


453.69 


0,49 


882,67 




. 


127,69 


94.09 


2r89 


. 


• 


224,67 




349*69 


151,29 


39.69 


• 


• 


• 


540,67 


[Vf^^i Vtt-j] 


1759*40 


965,00 


450,62 


83.4i 


607,22 


0.53 


3866,19 


Pl^t [»»»-/] 


136,24 


4,80 


1,08 


7.68 


78.54 


0,45 


228,79 



\ynVn'\ = [vn-iVn-'t] — \on-i [«'»-/]] = 3866,19 - 228,79 = 3637»40 



ni' 



^_ 3637.40 _ 



21 - (6 + 6 — x) 



= 363.74 



m = =b i9.t* 



Dies stimmt mit dem ersten Ergebnis genügend aberein. 

Auch wenn durchweg volle Sätze vorliegen und die endgültigen Richtungen nach 
§ 6g berechnet sind, findet sich der Wert von \ym.vn\ in (ij am bequemsten nach (3), 



*) Die erhebliche Grö&e 
beispieli bedingt. 



dieses Fehlers ist durch die absichtliche Wahl eines sehr ungunstigen Zahlen- 
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wobei es nur der Bildung der Differensen v=x Ä- r, nicht aber der endgültigen Orien- 
tierung der einseinen Beobachtongtsät^e oder der dementsprechenden Reduktion der Diffe- 



renzen v durch Abzug von o -- 



bedarf. In dem Beispiele des § 6g hat man hiernach 



für die Richtungen III. Ordnung mit v für v«-/: 



»»-./ = 



Summe. •) 



Vn-'i Vn—t 



Summe 



7 
II 

13 
8 

5 
3 

12 

9 



o,o 

0,0 

■ii3 

0,0 
■5r5 

'3/0 
■0.5 



o,o 

I|0 

5/3 
a,o 

4r5 

6,0 

9.5 



o,o 

3.0 

*.5 

•0,3 

• 1,0 

•ii5 
i,o 

0,5 



o,o 

H- 2,o 

- *'5 

- 6,7 

— 1,0 

— o,5 

— 4,o 

- 8.5 



0,0 

o,o 
o,o 

-f- 0,2 

o,o 
o.o 
o,o 

o,o 



0,00 
0,0O 

6,25 
1,69 

0,00 

30,15 
9,00 

0«25 



0,00 
1,00 
6,25 

2g,09 

4,00 

10,25 

36,00 

90,25 



0,00 

9,00 
6,25 
0,09 
1,00 

V5 
1,00 

0,25 



0,00 
4,00 
6.25 

44iS9 

1,00 

0,25 

16,00 

71.15 



0,00 
14,00 
25,00 
74.76 

6,00 
53.00 
62,00 



— 5.» +30,8 -4,1 —21,2 



[vn-i Vh-i] 



47.44 
17.04 



185,84 
948,64 



»9.84 
17.64 



144.64 
449.44 



397.76 
1441,76 



r 1 r •» r[^«--J [^«-']1 r 144176 

[vnVn] = [vn-jVn^i^ - ^ ^ '- = 397.76 " ^^ = *^7.41 






und weiter nach (2) und (4): 

^ 217,42 
m* = — '—^ = 10,35. m =« ± 3,22*. 

7x3 ^^ ^' 

In Fällen, wie in dem in § 71 behandelten I. Beispiel, wird der mittlere Fehler m 
zweckmäßig aus den Differenzen der in Abt. 2, 4 und 6 gebildeten Mittel aus allen Beob- 
achtungen gegen die in Abt. i, 3 und 5 nachgewiesenen reduzierten Mittel der einzelnen 
Gruppen berechnet. Die Diflferenzen der Mittel aus allen Beobachtungen unter sich werden 
schon wegen ihrer erheblich geringeren Anzahl eine gleich zuverlässige Bestimmung der 
mittleren Fehler nicht zulassen. (Vgl. die Bemerkung am Schlüsse dieses §.) 

Auch im übrigen (wie z. B. in dem im § 72 behandelten BeispieH wird es bei sata- 
weisen Richtungsbeobachtungen in der Praxis vermieden werden können, bei der Berech- 
nung des mittleren Fehlers von den Differenzen der Gruppenmittel unter eich auszugeben, 
da wohl stets genügende sonstige Unterlagen vorhanden sein werden, um hinreichend viele 
Werte der mittleren Fehler in anderer Weise tu erlangen. 

2. Sind bei Einzelbeobachtung der Richtungen (§67 zu b) »wischen den 
vorhandenen n endgültigen Richtungen im ganzen A Kombinationen von je 2 Richtungen 
q mal im Hin- und Rückgänge, also in q Sätzen von gleichem Gewichte beobachtet und 
die Mittel aus den q Sätzen jeder Kombination in die Ausgleichung nach §§73 und 74 
als gemessene Winkel a eingeführt worden, so ergibt sich der mittlere Fehler m^^ eines 
einmal beobachteten Winkels nach der allgemeinen Formel: 



(6) 



«n« 






und der mittlere Fehler m einer einmal im Hin- und Rückgange beobachteten Rich- 
tung nach: 



*) Diese Summen dienen alt Rechenprobe, die abgesehen von den unvermeidlichen Ungenauigkeiten der 
letzten Stelle <ur jede Richtung und für die Summe aller Richtungen Null ergeben, mufs. 
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(7) 






Der Mittel^«ei£fc der aus a unabhängigen Stationsausgleichungen erhaltenen mittleren 
Richtungsfeh^er ni/ m^, . . ., m« wird mit Einsetzung der Werte m aus (7) nach Formel 
(s) gefunden. 

Die Anzahl ^ — (ft — i ) in ( 6 ) folgt hier aus der Betrachtung, dafs fi - i Unbe- 
kannte zu bestimmen und hierzu mindestens n — 1 Winkel erforderlich, mithin A ^{n— i) 
ttberschtlssige Beobachtungen vorhanden sind. 

Wenn alle möglichen = A Kombinationen von je 2 Richtungen g mal 

im Hin- und Rückgänge beobachtet sind (§ 73), .so gehen die Gleichungen (6), (7), 
Über in: 



(8) ma^±] 



q [vn Vh] 



*(«- i)(« — a» 



(9) 



m- 






und der mittlere Fehler M einer aus sämtlichen Beobachtungen s^geleiteten ausgeglichenen 
Richtung R wird, indem deren Gewicht 



n 



(xo) 

gesetzt wird, gefunden aus: 

Wegen der Berechnung von M in dem Falle, wenn nicht alle möglichen Rithtungs- 
kombinationen beobachtet worden sind, gilt wiederum die bei (4) gemachte Bemerkung. 

.Die Quadratsummen [ynVn} in allen diesen Gleichungen werden mit den in der vor- 
hergegangenen Rechnung erhaltenen Zahlenwerten nach Anleitung von ( 3 ) gefunden , wo- 
bei nur zu beachten ist, dafs infolge des Hinzutritts der (in den Ausgleichungen auf S 208, 
ao9, 2X1 mit Kursivschrift gedruckten) Ergänzungswinkel Überall die doppelte Quadrat- 
summe, also 2 [vn Vm] erhalten wird. 

Das zweite Beispiel im § 74 ergibt, wenn die in die Ausgleichungsrechnung ein* 
geführten Winkel a das Mittel ^us je ^ = 3 Satzmitteln bilden, und wenn die auf S. 212 
in Abt. 5 erhaltenen Differenzen vi für vn—i genommen werden, folgende Rechnung: 



R 






Vn-t Vn- 


, ^ VtVt. 






Summe. 




0,16 


1,96 


40.96 


12,96 


21,16 




77.10 




2209 


. 


18,09 


0,49 






50.67 




3.M 


0,64 


13.04 


. 


17.04 


4,84 


58,80 




28,09 


3*.49 




. 


0,09 




60,67 




40,96 


12,96 


0,16 


3^36 




5.76 


91.20 




• 


7.^9 


5r*9 






0,09 


12,67 


[vn-j w»_,] 


94,54 


55.34 


97,54 


44.81 


48,29 


10,69 


35 M« 


Om^j [vn-t] 


0,88 


3.36 


0,72 


1.43 


0.27 


0.00 


7.66 



%[yn Vm] = [vn-i vm-i] — \om-^t f«'»-/]] = 351/*^ — 7/^6 = 343»55» «dso^v» Vh\ = 17.1.78- 
Mithin ist nach (6) und (7): 
•3X 171,78 



inain«'=s=' 



•9-— <6-.i) 



== i28,84» 



ma = ± 11,4V 



VI 
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i 

Die in die Ausgleichungsrechnung eingeführten Winkel a haben den mittleren Fehler : \\ 




-Z'-^-»- 


In dem Beispiele des § 73 seien sämtliche — ^a« ^—.^r Kombinationen 1 

% 4i ■ 


je ^ = 4 mal im Hin- un<i 




Mittel aus je 4 Satzmitteln gewonnen. Dann sind wieder in derselben Weise wie es be- ||, 


zUglich des Beispiels im § 68 


auf S. 231 geschehen« mit den auf S. 208 in Abt. 2 nach- 11 


gewiesenen Richtungen die Differenzen v=R — r zu bilden und ist, indem diese als || 


vm^, genommen werden, 3 


EU rec 


.hnen wie hiemeben angegeben ist. Darnach hat man: 

-r.. .. i_r-. .. w[»"-Jb«-']_-^o, 94,60 _^^ 

^\VMVH\= [Vn^i ifn^t] = 26,85 2 — = ' '»^8. 

n 
—1 r 1 . . 




^3 




1 + + 1 1 

r p p p , 




also [v„v„\ ^ 5,54. 







Nach (8) bis (11) ist weiter: 


8 

1 



1 1 


M öe b^ "•« 1» Q 
^y1 00 ^ 00 1» 

1 + 1 1 1 
P p « p p ^ 

b ik M i» \» b 

wn 00 u>J 00 N 
l 1 + 1 1 


a 


" 0,5 X 5 X 4 -^ '-»7 

1.40 6 
m = ± --V-? = ± 1.05'. / = — 4 = 11. 

V2 * 


Ol'l 


P p p p p p 

KMi C/* "0 '^ '»- b 

wrt »> >j oe la 


]\ 


//=± '^i = ±o,3o'. 


: + 


+ + + + + 


>3 


! ^ 

! 8 


•-• 
-^j ik OS ^k V b * 

«.n 00 <s4 la 00 


1 


Für die in die Ausgleichung eingeführten, aus ^=»4 
Satzmitteln hergeleiteten Winkel betragen die mittleren 


+ 


+ + + + + 




Fehler: 


1 V* 


1'. 


N. 1^ M 

'i 00 b '»* 1-I b ' 

vy» 00 vj »> 00 
1 1 1 1 1 






1 ^ 



1 1 1 1 1 

r .•* r P - p ^ 

•-I »» la vo w 
wr* 1» WM oe »> 




m m, ».05 
Vq y-i K4 
Die gleichen Fehler sind bei der Behandlung des- 


: »^ -7 






|.^I 


1 ++ 1 


C/5 

C 


selben Beispiels im § 78 gefunden worden, 'was sich so- 




p p p p p p . 
8 S S S S 8 


3 
3 


fort ergibt, wenn berücksichtigt wird, dafs die dort als 


'li 


j» 


mittlere Fehler berechneten Werte m« und m nah nicht 








wie hier auf das Gewicht der einzelnen SaHmitlel. .son- 
dern auf das Gewicht der Mittel aus 4 Satzmitteln als 


»« 


M 




;8 ? 


oj ^ i b b b 




Gewichtseinheit bezichen. 


b\ 00 

NO VI 


M 
b V» Cf* "0 'b 
M- M 00 vn 




Die mittleren Fehler m aus (1) und (2) einerseits 
und aus ( 7 ) und ( 9 ) andererseits sind nicht ganz 


M p 


000000 




gleichartig. Denn bei der Berechnung aus ( 1 ) , ( 2 ) 


V* 4k 


"U V* b b b b 
!<> vj «^ M 


f 


wird von den (im Hin- und Rückgänge erhaltenen) ein- 






i 


zelnen Satzmitteln, aus <7), (9) aber von den 


! 8 ^ 


•* 

v^ la ^ »^ 00 b 
ON u* cn 00 •* 


f 


Mitteln aus q solchen Satzmitteln ausgegangen und 




die auf die letzteren Mittel bezügliche Quadratsumme 


1 »" 

I 00 V4 


U4 M M 




q\yv\ wird kleiner sein, als wenn \yv\ aus allen ein- 


\o \*t 


oe ^ M 4k. b b 
^ A NA M 




zelnen Satzmitteln gebildet worden wäre. Die aus ( 7 ), 
(9) gefundenen Werte der mittleren Fehler werden aber 


•-J 

',> ik 


M 4k « p M P 

*S wrt ^ ÖN 4fc 




als die zutreffenderen angesehen werden müssen, da di^ 
^ malige Satzbeobachtung soNeinzurichten ist, dafs -kon- 
stante . Fehler sich möglichst aullieben ^ \¥ährend'4n {i), 






a> 


sj3 r* 


■^ >J V» 1» ♦'■"^p 

•* 1* »vi «v| Q 
»1 ON ^ 


c 


(2) diese Fehler noch enthaltend sind.' 
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Kap. 3. Hülüsmessungen und Rechnimgen zur 
Winkelmessung. 

RedukU«» der in exientriscber Aufstellung des Wmkelinelslnstruments gemessenen 
Richtungen auf das Zentrum der Station. 



Fig. X17. 




§. 82. 

Bexeichnungen: 
P Zielpunkte, 

S der Standpunktr worauf die Richtungen beobachtet worden sind. 
Z das Zentrum der Station, 
e die Entfernung ZS (die Exzentrizität . 
s die Entfernung der Zielpunkte, 
er die auf 5 beobachteten Richtungen, 
« die auf ZS als Nullrichtung bezogenen Richtungen o , 
A die auf Z reduzierten Richtungen, 

d die parallaktischen Winkel auf den Zielpunkten P (in Sekunden 
ausgedrückt = <f'). 



(O 

(j) 



Vollständige Formel: 



sini' 



(O 



Näherungsformel : 






Die Vorzeichen von <f bestimmen sich durch die Vorzeichen von sin «. Es ist des- 
halb als allgemeine Regel streng zu beachten, dafs e stets von der Richtung nach Z als 
Nullrichtung ab rech* läufig gezählt wird. 

Die Näherungsformel (2) setzt voraus, dafs ^ im Vergleich zu 5 sehr klein ist. Wenn 

j 
tf< — , so wird 6 im ungünstigsten Falle noch bis auf 0,5* a. T. oder 1,5' n. T. genau 

erhalten, was fUr die trig. Punktbestimmung niederer Ordnung in der Regel genügen wird. 

Ist tf ^ — oder erscheint sonst eine g^öfsere Genauigkeit geboten, so mufs die vollständige 
41 

Formel (i) angewendet werden. 

Die Entfernungen s kann man aus einer vorläufigen, mit den* nicht zentrierten Rich- 
tQDgen ansgeftthrten Dreiecks- oder Koordinatenberechnung oder auch wenn, wie meistens 
der Fall, die Exzentrizität e im Verhältnis zu s sehr klein ist, aus einer nach den Koordi- 
naten der gegebenen Punkte und den beobachteten Richtungen aufgetragenen trigonome- 
trischen Netzkarte entnehmen oder durch sonst geeignete Htllfsmittel mit roher Annäherung 
beschaffen. 

Im nachstehenden Rechenformular ist als Beispiel für die Anwendung der Näherungs- 
formel (a) ein Fall behandelt, worin auf einem exzentrischen Standpunkte die vier Rich- 
tungen nach den Zielpunkten P«^» i'^rj, /'/j-, Ptg beobachtet worden sind. 
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(Trig. Form. 4.) Zentrierung exzentrisch beobachteter Richtangen. 



Ziel- 
punkte. 



Die 

Rich- 
tungen 

sind 
entnom- 



Beobachtete 
Richtungen 



Auf 5Z 
reduzierte 
Richtungen 

6ssa — Um 



Die 
Entfer- 
nungen 

sind 
entnom- 



Entfei^ 
nungen 



löge. 



log sin €. 
cpl log s. 



loga' = 
logeQ 



T 



±1 . 



Zentrierte 
Richtungen. 



No.i. 

Zen- 
trum 

§15 
8 '9 



Punkt d. Beohachtong 

S- §»6 



1.16 



142 lg la 
276 40 46 
00000 
131 5426 
200 19 51 



00000 

34 I» 34 

117 3148 

249 26 14 

3'7SM9 



13.14 
2 u. 3 



aas 
einer 
vor- 
läufig 

gen 
Koor- 
dina- 
tenbe- 
rech- 
nung 



a.i43 



3430 
2640 
4740 
3010 



o. 33 10 
5- 31 44 



5- 64 54 



9- 74 99 
6. 46 47 

9- 94 78 
6. 57 84 
9-97 14« II 
6. 32 42 
9. 82 67« 
6. 52 14 



1. 86 00 

2. 17 16 
I. 94 10^ 
'- 99 35«> 



123 15 



90215 
221 00 



5- 38 45 
2. 5g 16 



7. 96 61 



1^315 



X la 
2 2g 

127 
I 39 



4764x58 

0228 

131 52 59 

200 18 12 



3 40 
3 06 



85537 
— 034 



o 34 



123 15 
— 22g 12 



85503 



Proben : [*]-♦-«•«# = [«]. 



log' 



in i\ 

ZI 



'n'logeQ'=[logS']\ 






Durch die am Pulsende des Formulars bezeichneten Rechenproben werden die 
Additionen nnd Subtraktionen gegen Fehler gesichert. 

§83. 

Die Fülle, in denen bei der Richtungsbeobachtung das Winkelinstrument nicht un- 
mittelbar im Zentrum der Station aufgestellt werden kann und deshalb die exzentrische 
Beobachtung erforderlich wird, treten meistens ein, wenn der trig. Punkt durch einen Kirch- 
turm gebildet wird, wobei dann die Turmspitze, der Turmknopf u. s. w. das Zentrum der 
Station darzustellen pflegt. In Fällen dieser wie anderer Art können die Richtung (c) nach 
dem 2^ntrnm und die Exzentrizität «, deren genaue Bestimmung von besonderer Wichtig- 
keit ist, häufig nicht unmittelbar gemessen werden, zumal die Turmspitze sich selten genau 
Über der Mitte des Mauerwerks des Turms zu befinden pflegt, und daher auch die Ermitte- 
lung und Benutzung dieser Mitte zu genauen Ergebnissen nicht führen würde. Dann wähle 
man (Fig. 119, 120, 121, 122) neben dem Turme u. s. w. eine Httlfslinie AB, deren Länge ^ 



Fig. 1x9. 
Z e S 






A g B 





Wig. in. 
S 

4^. 



A 



\ 



mm 

A g B 






g B 



dnrch unmittelbare Messung oder anderweit bestimmt wird, nnd messe in deren Endpunkten 
die A.A. /?«, ßs, y«, ys. Hiermit erhält man, indem man die stets positiv zu nehmende 
Differenz der A.A.ßM und ßs mit ß bezeichnet, die A A ^ und \^, sowie die Exzentrizität e 
nach folgenden Formeln: 
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(O 



mu- 



stnyM 



ms = 



8tn y. 



(3) 

(4) i(^ + \^) = i^-iA 

( 5 ) ^^ i (^ - \^) = ^<^ (i ^+A*) ^^* (^+\^), 



ms 



(6) 
(7) 

(8) 



(9) 









sin ^ 
sinyp 



(Rechenprobe), 



S^=.-5r:^<'^">'*-p"^')-*> 



Ist nun ferner in S der Winkel, den AS oder BS mit der Richtung nach einem der 
Punkte Pjt Fm, . • - bildet, gemessen, so lifst sich daraus, wie leicht ersichtlich, auch «/, 
£«,... herleiten und endlich die Reduktion der exzentrisch gemessenen Richtungen auf das 
Zentrum nach Formel (x) bis (3) im § gl berechnen. 

Die Anwendung wird durch nachstehendes Zahlenbeispiel erläutert: 

(Trig. Form 3.) 



ß» 

ß* 

ß 

iß 

Tm 
Y* 

ß» + y« 
ßs-hys 



58 
60 



69 

69 



23I36 

47 54 



3543 
0928 



11759 
'^957 



i{</>-ty/^)^in^iß 



30 



119 
58 



07114 



log sin ya 
"logsinißt -hy, ) 

log nta 
log tg fl 

in + fx 
^g ctg (i » 4- /u) 
log tg\(ip-\^ ^) 
log tgiii»-^ yP) 



9-97 


186 


9. 89 660 


0. 07 516 


9.98918 





/ 


« 


44 


17 


11 


89 


^7 


11 


8.09519 


1.67797 


9.77316 


6; 


^3< 


" 



log sinys 

'logsin{ßs-hys) 

log ms 

cpl log sin <p 

logg 
log sin ß 

epl log sin yp 

log mg, 

löge 



9. 97 061 

9-88 453 



o. 08 60g 
0.06018 



1. 81 864 
8.61187 



o. 07 100 
o. 07 516 



o. 59 777 
3,9607 



Wenn sich für ig \{^ — yp) ein negativer Wert ergibt, wird i (^ — yp) am bequem* 
sten mit negativem Vorzeichen in die weitere Rechnung eingeführt. 



im A -^-^Ä 

sin ys 



•; XDtwickttlttnK obiger Formeln. In Fig. 


X19 folgt a 


im A ^ZB 






i.\ BZ ^ "''^'' 




(9) 


"^««(/Js-f-y*)' 


und Wim (i\ ^'"^i' —m 




(4) 


una wenn 13; — m^ 

itn {ßjt 4- yg) 


getetxtwird: (5) BZ^^gma, 




(6) 



DO __ 

sin ßs 4- )'* y 

__ — - fflg 

^ri{ßs-h ys) 

BS==g ms. 



Das übrige folgt im A SlfZ nach (124) bis (136) des 9 a. wenn gesetzt wird: 

BZ g mg ntg 



(7) 



^gf^- 



BS g ms ms 
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Zentrieren bei fetilerhafter Aufstellung in der Richtung einer gegebenen Geraden. 

§ 84. 

Gegeben die Gerade Pt Pm=^ St-h Sn^ in der man in Z eine Richtungsbeobachtung 

vornehmen will (Fig. 123). Der A Pt Z Pn mUfste sich mithin zu n ergeben. Bei der 

Fig. i«3. Richtungsbeobachtung finde man aber diesen Winkel, abweichend von 

fr, zu y, woraus erhellt, da^s die Aufstellung des Winkelinstruments 

neben der Geraden. Pt Pu in S stattgefunden hat. Wird die DifTerenc 

y — n =i di -^ dn gesetzt, so ist : 




(3) 



d/^SH 



J/H- J» 

'StSn—i' '. • * 

e J/ -4- sm 



Femer hat man die Richtungswinkel: 

(4) 9i^ZSP,^ln-di, I (5) tn^ZSPu-^^ln-^-dn, 

und damit die Elemente, um auch die in S exzentrisch gemessenen Richtungen nach Pgt 
/^,... nach (i) bis (3) im § g2 auf das Zentrum Z zu reduzieren. 

Die Formeln (4) und (5) für it und in finden nur in dem Falle der vorstehenden 
Figur, wenn nämlich y ^n^ss{df^dn) positiT, mithin S rechts von Z liegt, unmittel- 
bar Anwendung. Ist dagegen y — jf « (ifi -h «f») negativ, sodafs S links voh Z liegt. 
so wird: 

(6) .V«/«:i:5/>/ = in-4-if/, I (7) fn^ZSPn^ln-dn. 

» • 
Man hat es aber in der Hand, durch die Wahl der Bezeichnung der Punkte Pt und 

P« es EU vermeiden, dals S linksseitig von Z zu liegen kommt. 

Beiläufig möge hier hinzugefügt werden, dafs die Benutzung der Formel ( 3 ) zugleich 
ein sehr einfaches Mittel an die Hand gibt, um folgende Aufgabe der Landmessung zu 
lösen. Wenn nämlich zwischen P, und Pu im Gelände eine Gerade abgesteckt werden soll 
deren unmittelbare Ausrichtung aber wegen eines in Z befindlichen Geländehindemisses, z. B. 



*) Die obig«n Fonncla (1) bis (3) ergeben licb, indem man — für den vorliegenden Fall mit genügen- 
der Genattigkeit — setzt: 

St dt' Sn du' 



(1) 



(a) 



St dt' =» J« dn' • 



9 9' 

Da (dt + du) bekannt ist (ss y _ n), ^ kann man in (s) einmal 

(3) dn'={dt + dny --dt' 
einfuhren, wodurch 

(4) Stdt' ^SHidt-hdmV --Sndt', (5) 
erhalten wird, das andere Mal 

(6) dt' '^(dt+dn)' -^n 



(8) 



dt 






(7) Siidt-^-dnY —Stdn' ^Sndn\ 



^ . Sti dt-^dnY 

Qmm SSS -• 

st-hsm 



folgt. Durch Sineetien von (5) und tB) in (t) erhält man endlich: 

St Sn (dt -+■ dnY 



<9) 



Si-hSn 
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eines Berges, nicht ausführbar ist, so kann man, wenn von Z aus die Gesichtslinien sowohl nach 
Pt^ als auch nach P>r frei sind, zunächst einen Punkt S möglichst nahe an Z annehmen, 
darauf den A, PtSPn='Y messen,- die seitliche Entfernung des Punktes 5 von der Geraden 
PiPMt d. i. die Exaentrizitit « nach (3) berechnen und im Felde e Tön S aus in senk- 
rechter Richtung auf Pi Pn abstecken. Man erhält dadurch den Punkt Z in der Geraden 
Pt Pn und kann nunmehr von Z aus nach Pt einer- und Pn andererseits die Gerade weiter 
ausrichten. Ergibt sich hierbei für e ein kleiner Wert, sodafs also S in der That nahe an 
der Geraden Pi Pn gewählt worden war, and sind femer die in Rechnung gestellten Ent- 
fernungen Si und sn wenigstens annnähemd genau bekannt gewesen, so wird auch die Ge- 
nauigkeit der Bestinmiung von Z nichts zu wünschen übrig lassen. Treffen diese Voraus- 
setzungen aber nicht zu, sind namentlich die Entfernungen St und sn nur nach ungefährer 
Schätzung bekannt, so wird man das erste Mal den Punkt Z noch nicht genau, vielmehr 
erst einen genäherten Punkt Z^ erhalten, wofür, als S genommen, das Verfahren zu wieder- 
holen ist. Der dann gefundene Punkt i^ wird, wenn die Schätzung der Si und Sn nicht 
zu weit vx>n der Wirklichkeit abweicht, als zutreffend bestimmt anzusehen sein. Anderen- 
falls erübrigt nur, das Verfahren für den zweiten genäherten Punkt Z^ , als 5 genommen, 
itbermals zu wiederholen. 

Beispielsweise sei A y «= zSo» z' 7' gefunden und Xi «• 10 000, Sn «" S^^^ geschätzt. 
Dann ist y — «s cf/ -|- ifn «=: 2' 7' sr 147', und man hat nach (3) die nachstehende 
Rechnung: 



lo^ St as Ic^ ZOOOO as 4. OO 00 
log Sn"^ log 5000 »3. 6990 

^^-7 = 4. 68 56 - IG 
cpl Ug(st -k- sn)^ cpl hg 15000= 5.8» 39— 10 



log(<fM'{-dny 



8. 20 85 — 10 

■log 127 = 2. 10 38 

loge^O, 31 23 

e = 2,052. 



8. 20 85 — 10 
iog{^9 -♦- ^nY = /öj^ 8 = O. 90 31 

l0g€=s^, XI 16 

e = 0,129. 



Indem man das Mals # sa 2,052 von 
S aus in senkrechter Richtung zu Pt Pn 
absetzt, erhält man den Punkt Z^ , wo- 
rauf die Wiederholung der Winkel- 
messung y=sx8o«»o'8' «rgibt. Der 
Überschufs von 8' über 180« zeigt, 
dafs in Z^ die Gerade Pt Pn noch nicht 
erreicht ist. Man erhält daher für die 
zweite Bestimmung von Z die weitere 
nebenstehende Rechnung. Wird das 
hierdurch erhaltene Mafs für # ss 0,129 
von Z^ aus weiter in senkrechter Rich- 
tung SU der Geraden Pt Pn abgesetzt, 
so wird die Gerade hiermit in genügen- 
der Annäherung erreicht sein. 



Reduktion der nach Nebenzielpunkten beobachteten Richtungen aiif die 

wirklichen Punkte. 



§ 85. 

Bezeichnungen: 

5 der Standpunkt der Richtungsbeobachtung, 

A^ der Nebensielpunktf 

P der wirkliche Punkt, der statt N hätte beobachtet werden aolleni 

€ die Entfernung /W, 
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Fig. X25. sp die Entfernung SP, 
'^^^^N ^n <^»« Entfernung SN, 

a der Winkel PATS oder SNP, 
'^ ßdct Winkel SPN oder NPS, 

d die gesuchte Verbesserung, die der beobachteten Richtung SAf positiv oder 
nq^ativ) siuulegen ist, «nn die wirkliche Richtung SP zu erhalten. 




(!) 



sind = 



inflSsiinit* 

e sm a e sin ß 



(^) 



d' 



oder, da d, wie im § %%, so auch im Falle dieser Aufgabe wohl meistens ein Sehr spitzer 
Winkel sein wird: 

Q* esina q' esinß 

^^ ^n 

Diese Formeln setzen voraus, dafs aufser t entweder x/ und A «, oder s^ und A ß 
gegeben seien. Ist dagegen aulser e entweder sp und A/9, oder j^ und A.a gegeben, so 
hat man: 

# sin ß e sin a 



(3) 



^i> 



s/^ ecos ß s„ — ^ cos a 

odfif ebenialls unter der Voraussetzung, dafs d ein sehr spitzer Winkel ist: 

. ^ ^ q' esinß g'esina 

sp — € cos ß s^ ^ e cos a ' 

Wenn # im Verh&ltnb zu j/, s^ sehr klein ist,, so wird man mit ausreichender Ge- 
nauigkeit setzen kiSnnen: 



(5) 



„ ijl* esma q' esin ß q' c sina q' c sin ß 



Der Fehler, der hierbei b^angen werden kann, wird im ungunstigsten Falle 

•— d* nicht erreichen, also wenn beispielsweise — «= , nicht über betragen. 

i> ^ j/ 1000 1000 

Oder in anderer Weise ausgedruckt, wenn e <, — , so wird d im ungünstigsten Falle noch 

bis auf 0,5* a. T. oder 1,5* n. T. genau erhalten werden. 

Wenn, von S aus gesehen, N links von P liegt (Fig. 1x4), wird d positiv, wenn N 
rechts von P liegt (Fig. 125), wird «f negativ zu nehmen sein, vorausgesetzt, dafs die Winkel 
von links nach rechts, d. h. im rechtläufigen Sinne gezählt werden. 

Beispiel Gegeben: e = 2,53», s^ = 2437"», a = 139'». 

I. Berechnung nach der 
Näbenmgtformel : 






'1. 

Aye* = 5-3M4 
^^#« 0.4031 

iSo/'jm« »9. 81 69 
tb^d' «a. 1475 
d* a= 140,4 
*«a'«o,4'. 



2. Berechnung nach der Formel : d' = 



p e stna 



log e = 0.40 31 
/i>^f<>j = 9. 87 78« 
log {e cos «) = o. 28 09» 
e cos a-= — 1,9"» 



'= 2437 



^- — ecostti 



2439 



7d|^«=s o. 40 31 

cpl log ( j^ . ^ cof a) = 6. 6 1 28 

leg sin tt^ 9. 81 69 

log d' = 2. 14 72 
d' = 140,3' 

J = 2'20,3'. 
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Wenn der Zielpunkt ^ von mehreren anderen trigonometrischen Punkten aus beob- 
achtet worden ist, wird es vorzuziehen sein, mit Benutzung von t und zl/S und der be- 
kannten Neijgung vf^ der Netzlinie PS für den Punkt N die Koordinaten: 



( 6 ) J'« "=^> + ' • sin{vf^-^f) 



x^=x/-he.cos(y^*-hß) 




zu berechnen und dann diese Koordinaten in die weiteren Rechnungen einzuführen, sodals 
es also der Reduktion der nach dem Zielpunkte N beobachteten Richtungen auf den 
Punkt P Überhaupt nicht weiter bedarf. 

Die Entfernung e sowie die zl A er oder ß pflegen im Falle dieser Aufgabe dtäch- 
direkte oder indirekte Messung, die Entfernungen s^ oder s„ ähnlich wie im § 8« angegeben 
gefunden zu werden. Die Bestimmung durch indirekte Messung gestaltet sich sehr einfach« 
wenn auf P oder N eine Winkelmessung stattfinden kann. Es bedarf dann nur der Messung 
einer HUlfslinie AP oder A^/^ und der Beobachtung der A.A. NAP und APN oder PNA 
(Fig. 126), um e nach § vi zu berechnen, während die Richtungen 
nach einem anderen gegebenen trig. Punkte 5, d. h. d\t AA ß oder a 
unmittelbar beobachtet werden können. 

Kann dagegen weder auf P noch auf N eine Winkelbeobachtung 
ausgeführt werden, dann müssen die Hülfslinie AB gemessen, sowie 
auf A und S die Richtungen nach P und N und aufserdem auf A 
oder ß noch die Richtung nach dem anderen gegebenen Punkte S 
beobachtet werden, um «, a, ß nach § 83 berechnen zu kOnnen. Ist 
die Beobachtung der Richtung S beispielsweise auf ^ erfolgt, also 
ASAP bekannt, so wird nach § 23 im A SPA mit Hülfe der ge- 
gebenen Entfernung SP und der vorher berechneten Entfernung AP 
und des gemessenen A SAPdtr Winkel APS und, wenn man will, auch die Seite SA 
gefunden. Aus den so gewonnenen Stücken ist alsdann A 5/W s= /) in leicht ersichtlicher 
Weise zusammenzustellen. Auch wird man noch weiter im A SNP^ worin nunmehr A ß 
und die Seiten PS und PN bekannt sind, die A A « und tf nach § 24 berechnen 
können. 

Nicht selten kommt indes der Fall vor, dafs ein durch die allgemeine Landestriangu- 
lation gegebener, in einem hohen Holzbestande liegender trig. Punkt P für weitere trig. 
Punktbestimmungen nutzbar gemacht werden mufs, es sich aber nach Lage der Umstände 
ans Rücksicht auf den Kostenpunkt verbietet, den Punkt P mit einem Über den Holzbestand 
hinausragenden Holzgerüste zu versehen oder die Richtungen nach diesem Punkte im Holz* 
bestände auszulichten oder in unmittelbarer Nähe, von P einen freien Standpunkt auf dem 
Erdboden als Nebenpünkt N zu gewinnen. Es wird dann der Fall vorliegen, daft weder 
auf P, noch auf A^r noch auf einem Hülfspünkte A oder B (Fig. 126) die Richtung nach 
einem anderen trig. Punkte S mit beobachtet werden kann. Das einfachste Mittel , den 
Punkt /'nutzbar zu machen, wird hier darin zu finden sein, dafs so nahe als möglich 
an /'in der Krone eines geeigneten hohen Baumes eine genügend weit sichtbare Signal- 
stange befestigt und als Nebenzielpunkt N verwendet wird. 

Es kommt in diesem Falle zuerst darauf an, die 
Entfernung PN = e (Fig. 127) zu bestimmen, und 
dies wird entweder- durch HülfsmeSsungen nach Art 
der oben und im § 83 (Fig. 119 bis 122) bezdch- 
neten oder' dadurch geschehen können, da& der 
Punkt N senkrecht unterhalb der Stange unmittelbar 
auf dem Erdboden bestimmt (herabgelotet) wird. 
Wählt man den leUteren Wegt so wird man den 
Punkt N je nach den Umständen durch ein von der 
Stange herabhängendes . Lot oder besser dadurch 
Fiff- "7* <>s finden können, dafs in entsprechender Entfernung 
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von N drei Teodolitaufstellungen, die sieb möglichst gleichmäfsig auf den Umkreis von N 
verteilen, genommen werden und in jeder Aufstellung in beiden Femrohrlagen die Rich- 
tung abgesteckt wird, worin die durch den Aufstellungspunkt und die Stange gedachte 
senkrechte Ebene die Bodenfläche schneidet. Die drei Richtungen, die als Mittel der Rich- 
tungen aus den beiden Femrohrlagen gewonnen werden, müssen sich zur Probe der 
Richtigkeit in einem Punkte schneiden und dieser Punkt wird den Lotpunkt N der 
Stange darstellen.*) 

Weiter läfst sich mit Hülfe eines Kompasses (einer Boussole) in P die Neigung fjt^n 
der Geraden PN gegen die magnetische Nordlinie (Fig. 127) -und zur Sicherung auch ki 
A^ die Neigung f<„/ peilen, woraus sich der Mittelwert 

(7) /^/^ -^p^±:7t 

2 

ergeben wird. Werden dann auf einem benachbarten gegebenen trig. Punkte S ebenfalls 
die m Neigungen fi/,^;^, ...,/i,M der Richtungen nach anderen gegebenen trig. Punkten 5/, 
S3,..,,S^ gegen die magnetische Nordrichtung gepeilt, so wird man unter Zuziehung 
der aus den gegebenen Koordinaten herzuleitenden Neigungen vt, v^, ..., v^ dieser Rich- 
tungen gegen dieAbszissenachseder Vermessung so viele Werte für die Mifsweisung (f der 
Magnetnadel, nämlich 

(8) «f/=v/-^7. <f* = vj— fi*. ..., ^«, = ^^— /^m 
erhalten, als auf S Richtungen beobachtet worden sind. Mit üem atithmetischeD Mittel 

(9) j « £iIliL±JJ-L±L!^ 

tn 

wird man auch für die Gerade /W mit dem Mittelwert aus (7) die auf die Abszisseuachse 
der Vermessung bezogene Neigung 

(10) vßn==fjpn^S 
und schliefsUch für iVdie Koordinaten 

( II ) ^« = >'/ -h tf • «» v/«f I x^ — xp '\' e ' cos iy» 

berechnen können, womit nunmehr der Punkt N an Stelle von P in alle Rechnungen zu 
weiteren Punktbestimmungen eingeführt werden kann. 

Um zuverlässige Werte zur Bestimmung von yp^vck (10) zu erhalten, wird man alle 
Neigungen n gegen die magnetische Nordlinie wiederholt peilen und das arithmetische 
Mittel der Ergebnisse in die Rechnung einführen können, hierbei jedoch nach den Andeu- 
tungen in den Erläuterungen zu Taf. VI beachten müssen, dafs die erstmaligen Peilungen 
von fipn^ fi^p^ fig^ ^^, , . ,, ^^ zeitlich nicht weit auseinander liegen, also möglichst an 
ein und demselben Tage ausgeführt werden, während die wiederholten Peilungen aller 
dieser Neigungen beliebig später, aber unter sich wiederam an einem ncd. demselben Tage 
erfolgen können. Aufserdem wird die Bestimmung von iV, wie leicht ersichtlich, um so 
schärfer ausfallen, je kürzer die Entfernung /W = tf gewählt ist. Innerhalb ange- 
messener Grenzen sachgemäfs angewendet, wird dieses Verfahren namentlich für die Neu- 
bestimmung von Punkten der IV. Ordnung und von Beipunkten bezüglich seiner Zuver- 
lässigkeit zu Bedenken kaum Veranlassung bieten. 

BeispieL Es seien mit Bezug auf Fig. 117 gegeben: für P die Koordinaten 
i^/^ 39 ^73' 54™* -^Z = '<7S8 1,36m und aus den Koordinaten der Punkte S, Sj,Sg, Sj, Sm^ 



*) Für all« Tors«dachten Hulffsittningen ist es wichtig, anf dem Ende der Stange im Mittelpunkt ihrer 
Achse durch teUweises Eintreibea einet eenkrecht stehenden Nagels einen Zielpunkt scharf zu bezeichnen. 
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die Neigungen f'i « oo» 1 3,a', y^i — 7*0 49,1', vj» igi« 03,4', y« = 2520 34,7'. Dureh 
Messung seien gefunden e ae 6,803™ und folgende Neigungen gegen die magnetische 
Nordlinie : 






am I. Juni. 

4490 30' 

69 24 

3* 4* 

85 12 

193 30 

264 48 



am 20. Juni. 

249*^ 18' 
69 18 

32 24 

85 18 

193 30 

265 06 



im Mittel. 

249** *4' 
69 21 

3» 33 

85 15 

193 30 

264 57 



> Mittel A<>*n 249« 22,5' 



Rfcimus ^gibt sich! 

^t a= aOO 13,2' — 32« 33,0' ass . 

cfir« 72 49ri — 85 M»0 = 
cf, = 181 03,4 — 193 3O/O = 
<^if»= »5* 34i7 — *64 57.0 = • 



12« 19,8' 
12 25,9 
12 26,6 
12 22,3 



6 40,4 



6 15,0 



- 9 34,6 

12 23,6 

249 22,5 

»36 58,9 



l(trjmV»9-9a35« 

Äij^tf = 0.8327 
Är^ cwf t>«= 9. 73 6311 

^^i^>'/»« 0.7562» 
*y ^jr/*= o. 56 90» 






5,70« 
3i7i 



^> = 39 »73,54* 
*>= «7 881.36 

>^= 39 267,84 
^«=•7877,65 



Wiederauffinden veriorener trigonemetrischer Punkte durch die exzentritcb 

gemessenen Richtungen. 

§86. 

Bei dem Anschlufs der Triangulation an früher bestimmte trig. Punkte kann der Fall 
eintreten, dafs die Marken zur Bezeichnung eines solchen Punktes verschwunden sind 
und dann die Aufgabe entsteht» den Punkt wieder herausteilen. Die Lösung ist folgende: 

Nachdem man mit Benutzung der Über die Lage des Punktes vorhandenen Angaben 
und sonstigen HOlfsmittel, sowie durch Untersuchung der örtlichkeit einen dem ufsprOng- 
lichen Punkte Z möglichst nahe kommenden Punkt S ermittelt hat, messe man in S die 
Richtungen nach denjenigen Zielpunkten, die frUher von Z aus beobachtet worden sind 
und sich aus den früheren Mefsurkunden ergeben werden. Nunmehr kommt es darauf an, 
die Entfernung «SZ srr« and den Richtungswinkel ZSPt^itt unter Pt einen der beob- 
achteten Zielpunkte verstanden, su finden, womit alsdann nicht nur nach § 82 alle in S 
gemessenen Winkel auf Z reduziert werden können, sondern auch der Punkt Z selbst 
wieder hergestellt werden kann. 

Die zu diesem Zwecke auszuführende Ausgleichungsrechnung vollzieht sich, abgesehen 
von einigen Uufseren Verschiedenheiten und Vereinfachungen ebenso wie beim RUckwärts- 
einschneiden (§ 95), worauf daher zur Vermeidung von Wiederholungen verwiesen werden kann. 
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Vorab wird, wenigstens in wichtigeren Fällen, festzustellen sein, 

a) ob nach den urkundlichen Nachrichten die gegebenen Winkel aus einer Stations- 
ausgleichung im Sinne der § 68 bis 79 hervorgegangen, also auch wenn die früheren 
Beobachtungen nicht satzweise ausgeführt sind, doch als Richtungswinkel im engeren 
Sinne aufzufassen sind, oder 

b) ob lediglich einzeln gemessene Winkel zwischen je zwei Richtungen (etwa durch 
Repetition gewonnen) vorliegen, die durch gemeinschaftliche Ausgleichung nicht 
mit einander in gegenseitige Verbindung gesetzt, abo als unabhängige anzusehen 
sind. 

Tunlichst ganz in demselben Sinne werden alsdann auch die neuen Beobachtungen 
auf S auszufuhren sein, damit auf beiden Seiten gleichartige Rechnungsunterlagen beschafft 
werden. In minder wichtigen Fällen wird jedoch von dieser Unterscheidung abgesehen, 
die neue Beobachtung namentlich auf die Erlangung von Richtungswinkeln gerichtet und 
so ausgeführt werden können, dafs diese Winkel, nachdem in der unten erläuterten Weise 
ihre Reduktion auf das Zentrum Z durch Rechnung stattgefunden hat, zugleich fUr die 
weiteren trig. Rechnungen unmittelbar verwendbar sind, also eine nochmalige Beobachtung 
auf Z entbehrlich wird. 

Angenommen, in dem in Fig. 128 dargesteUten Falle 
seien jetzt wie früher eigentliche Richtungswinkel er* 
halten worden, und 'es werden die früheren, auf Z beob- 
achteten Richtungen nach den 5 Punkten Z'/, P^, ... ., 
Pjt mit a/, a^, . . ., ffj-. die jetzt auf S beobachteten 
Richtungen mit tt/, n^, ..., Hj bezeichnet. Femer 
werde der Punkt S als Näherungspunkt für Z angesehen, 
dessen genäherte Koordinaten ^, £ in diesem besonderen 
Falle — indem SPi alsAbszissenacbsemit S ab Null- 
punkt angenommen wird — gleich Null sein werden. 
Endlich werden die Entfernungen ZPi, ZPg^ ..., ZPj, 
die aus den vorhandenen Nachrichten ebenfalls, wenn auch 
nur näherungsweise bekannt sein werden, mit J/,j^,... 
sj bezeichnet. 

Werden nun die Richtungen ti/, na, ..., ttj, auf SP/ als Nullrichtung bezogen, als 
genäherte Neigungen, dagegen die Richtungen uj, a^, ..., aj als die zur Neubestimmung 
des Punktes Z beobachteten Richtungen betrachtet, und werden endlich in Beziehung auf 
SPi alsAbszissenacbsemit S als Nullpunkt die Hülfsgröfsen a und ö berechnet, so verläuft 
die weitere Rechnung wie beim RUckwärtseinschneiden (§ 95), und die hierdurch erhaltenen 
Koordinatenverbesserungen dl), d}C werden , da j = ^ = o ist, die Koordinaten ^, x des ge- 
suchten Punktes Z ebenfalls in Beziehung auf SPj alsAbszissenachse unmittelbar darstellen. 
Die Rechnung ist mit folgenden gegebenen Stücken auf S. 244 und 245 ausgeftihrt« 




p. 


Urkundliche 
Richtungen 

a 


Neu beobachtete 
Richtungen 

n 


Entfernungen 

s 




0« 00' 00,00' 
61 17 26,78 
123 07 01,12 
189 21 25,27 

303 20 03,20 


0000' 00,00 • 

61 17 33,00 

123 07 05,80 

189 21 14,10 

303 19 55,00 


25 620« 
27095 

24645 
25635 

31*45 
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(Trig. Form. lo) Zu bestimmender 


a. Berechnung der Neigungen n u. s. w. aus den genäherten Koordinaten. 


Pn^ 


^1 






log ««t + n). 
1«+ n. 


logJy. 

iogJx. 

logtgn. 

n. 


logtinn. ^e , • 1 
log cos n. 
c^log,.U>g{-t'^\ 




± 


Jx + Ay^ 


±. 


Jx - Jy. 


1 « 






I 
















0.0000 


0* 90 58» 1 


















5- 59 14 




0,00 
















oo|o,oo 


5-3x44 


— 


8,05 


1 
















9. 94 30 
9. 68 16 
5.5671 


0. 8a 45 
0.5631» 
4- 6,68 














61 17 33,0 


5-3144 


- 3.6(> 


3 
















9. 9a 30 
9- 73 74« 


0.8457 
a66oi 


















5. 60 83 


4- 


7#oi 
















i»3|07 05r8 


5. 31 44 


4- 


4»57 II 


i 4 














9. ai 09« 
9- 99 4411 


0.1165» II 
0.8998 II 
















5. 59 la 


^ 


I.3X 














i89|"i4fX 


5-3x44 


4- 


7^94 II 


5 














9. 94 '9- 


0.7415« 


















9.7400 


0.5596« 


















5. 50 5a 


— 


5»5x 














303 19 55,0 


5- 3X 44 




3.63 






— 


3. Bildung d 


er Faktoren a, i 


h und Fehler / der Fehlerg 


1 

ieichungen. 




Pn. 


a. 


b. 


Die Rieh 
niogM 
sind tat 


• 

a. 


to = n — 0. 


'1 








nouunen 








Innere Richtungen. || 




< 


3,00 


- 


1.37 


— 


8,05 


■— 


7.48 







00 


00,00 1 


00 


00,00 




0,00 


4- 


1,69 




+ ( 


S.68 


-f- 


5'3i 


- 


3.66 


— 


3.09 




61 


17 


a6,78 61 


»7 


33,00 


4- 


6,aa 


4- 


7.9' 




+ ' 


hoi 


+ 


5.64 


4- 


4.57 


4- 


5.M 




123 


07 


01,1a ia3 


07 


05,80 


4- 


4,68 


4- 


6,37 




— 


I.3I 


— 


1,68 


4- 


7.94 


-4- 


8,5' 




189 


11 


as.a; 189 


ai 


14,10 


— 


11,17 


— 


9.48 




— 


5.5" 


— 


6,88 


— 


3,63 


— 


3.06 




303 


ao 


03, ac 


^ 303 


19 


55.00 


■"" 


8,ao 


•"^ 


6,5t 


4- 


S.87 


4- 


IOr95 


— 


^.83 


4- 


13.65 


56,37 


47r90 


— 


8,47 


4- 


'5.97 




4- 


^37 


" 


10,93 


■ 


0.57 


- 


I3r63 








II 








1,69 




I5r99 


1 ^ q' ist ftlr alte Teilung » 5- 31 44» ^ neue Teilung » 5. go 39. 
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Punkt P\ Z. 


4. Quadrat- und Produktensummen, endgültige Koordinaten und mittlere Fehler My und Mx* 


Pn.p. 


a>. 


*/ //. 


paa. pab. 


paf. 


pbb. 


pbf. 


Z I 


- 1.37 ^ 


-7i48 4 


-i,6c 


1,88 


4- 10,15 - 


4,315 


55.95 - 


12,641 


2 I 


■4-5.31 - 


-3.094 


-7.9' 


a8,io 


— 16,41 4 


- 44,002 


9.55 


- 44,444 


3 I 


+ 5.644 


■5.144 


-6,3/ 


31.81 


4- 48,99 4 


- 35.947 


26,42 4-| 34,744 II 


4 I 


- 1,68 4 


-8,51- 


-9.4i 


7.18 


- 42,81 -t 


- 45,406 


74,44 


- 80,675 


5 1 


-6,88- 


■3.06- 


■6,51 


47.33 


4- 41,05 -» 


- 44,789 


9.36 -1- 19.941 












4- 60,29 4 


- 148,144 




h 54,663 












- 39.44 - 


4,315 




- 117.758 


116,40 


4- 41,07 ^ 


- 145.809 


173.70 
\pbb]^BM. 


- 65,095 










[paa]'At, 


[pab\^B,, 


[^a/] = /V. 


[pbf}^F,. 


A 


h ai,i 


Fi 


+ 145.81 , 




4 173.7 
- 3.8 


F 




65,10 
26,432 - 


Erste Sigmaprobe. 1 


Bi 
As 


- 0,181 
h 1.49 


Am 


- 1,45*7 


2 


: 


184,7 
49.3 


Fjdl 
Fü6\ 

Z 


- 


196,8 
35.1 


- 0.0s 


176 



+ 169.9 


9 — 
+ 


9i»534 ■ 
0,539 


- 1.35 


- 


232,0 


- 


431.9 


^-» + <^«- 


> 0,000 


4- 


0.539 = 4- c 








^539 


d= AT, = d=yg = 4-^0,0185 


1 
r -±0,137 1 


*-x+«fs- 


> 0,000 


— 


1,350=- 1 


.350 


±3fx^M^^^^± 0.137x1,42 = ±0,167 


5. Mittlerer Fehler m nnd Proberechnung. || 


Pn. 




V 


pvv. 


///. 


» 1 






Innere Richtungen. || 


i H 


h 1,850 


— 4» 


03» 


— 


aii8 - 


0,49 


0,24 


4,86 





00 


00,00 


{ 


),00 — 


0,49 


a - 


- 7.169 


— 1. 


666 


- 


8.83 - 


0,94 


0,85 


64,57 


6x 


17 


46,36 


— < 


>,44 — 


0,91 


3 - 


- 7.614 


4- a, 


770 


— 


4r84 4- 


».53 


4,34 


40,58 


123 


07 


03.14 


4- 1 


ft,02 


4- 


1.53 


4 H 


h 3,^18 


4- 4. 


587 


4- 


8.00 — 


1,28 


1,64 


89.87 


189 


21 


44,48 


— < 


>i79 


— 


1,48 


5 H 


h 9.aM 


- 1. 


649 


4- 


7.64 4- 


1.13 


1,48 


44,38 


303 


20 


04.83 


4- ) 


[,63 


4- 


1,14 


K 14.756 4- 7. 


357 


4- 


15.84 4- 


2,66 


58,81 


4- ^ 


fc.44 


-h 


4,67 


- 


- 14.783 — 7. 


347 


— 


15.85 - 


4,69 












4- < 


>.49 


— 


2.68 


Letxte Sigmaprobe« 




6.35 


438,46 






^'^[pvvj^iP//]. 


«-3 


3.18 






u soll 
gleich V sein. 


= -231,9 


m = 


dbi,78 
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Trigonometrische Punktbestimraungen. 



Mit y und x ergibt sich der Richtungswinkel PiSZ und die Entfernung SZ nach: 



(I) 



X 



wie folgt: 



ZS^ 



sinA,P,SZ cosA.P,SZ 



^g (+0.539) = 9- 73 159 
log^- 1,350) = 0'M033n 

log ig A. /*/5^=9. 60 116« A P,S Z=^ 1580 14*06* 

log sin A. Pi S Z = f), 56914 
log cos A, PjSZ=<),^6 789» 

/flj^ Z5= o. 16 244 ^5=1,4536™. 

Hiermit als Zentrierungselementen ist die Reduktion der auf 5 beobachteten Richtungen n 
als ff/ auf das Zentrum Z nachstehend im trig. Form. 4 durchgeführt. 



(Trig. Form. 4.) Zentriepung exseDtrisch beobachteter Richtungen. 



Ziel- 
punkte. 



Die 
Rick- 
tuDgeo 

lind 



Beobachtete 
Richtungen 



Auf 5Z 

redu tiefte 
Riebtungen 

1« = «— «s. 



3 



Die 
Entfer< 
nungen 

find 
entnom' 



Enifer* 
nungen 

«und J 



log e, 
logq\ 



log sin t. 
cpl log s. 



iogS' « 
Ay#e -7-. 



6. 

±1. 



Zentrierte 
Richtungen 



Ol» 



No. T. 

Zen- 
trum. 

Pi 
Pz 
^3 

P< 



Punkt d Beobncbtg.: 5. 



»•39 



1581406,0 
00000.0 

61 17 33.0 
1130705,8 
I891I 14. 1 
303i9SS>o 



5195319 



00000,0 

[ioi45 54»o 
1630327,0 

3*4 5*59.8 

310708,1 

1450549.0 



10 



«.4536 



25 620 
27095 
24645 
25635 
31*45 



o. 16 24 
5- 3« 44 



5- 47 68 



5691« 
59 »4 

9968« 
5671 

75 99« 
6083 
71 33 
59 »* 
75 75 
50 5* 



55517.9 
9*436.0 



6. 65 98 
7- 38 40 



5 '9 53.9 



0. 63 73« 

1. 04 07^ 
o. 84 50« 
o. 78 13 



O' 73 95 



4.04 38 




05 47^90 



Proben: [<J 4- it • a« es [a]. 



,./^j+„.,,^,,.„[^^.|[j]j-m 



Wird von jeder der reduzierten Richtungen A die reduzierte Anfangsrichtung nach P, 
subtrahiert, so werden die in Abt. 5 der Rechnung auf S. 245 nachgewiesenen Winkel 
/s^ — erhalten. Die Differenzen u=sj( — «r, unter a nunmehr wieder die urkund- 
lichen Richtungen in Abt. 3 auf S. 244 verstanden, milssen mit v in Abt 5 übereinstimmen, 
was genügend der Fall ist 
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Mitteb der auf S. 145 gefundenen Koordinaten y^ x kann der verlorene Funkt Z im 
Gelände unschwer wieder hergestellt werden. FOr die trig. Bestimmung von Neupnnkten 
an sich wird dieses aber nicht erforderlich sein, da die zentrierten Richtungen A nunmehr 
selbst, wie bereits oben angedeutet worden, in die weiteren Rechnungen eingeführt, auch 
die auf anderen trig. Punkten nach S als Nebenzielpunkt beobachteten Richtungen nach 
§ 85 ebenfalls auf Z reduziert werden können. 

Liegt der im § 67 unter b gedachte Fall vor, sind also einzeln gemessene Winkel 
zwischen je 'zwei Richtungen ohne Stationsausgleichung vorhanden, s6 erOihrt die, Bildung 
der Faktoren o, b und Fehler / der Fehlergleichungen auf S. 244 ganz dieselbe Ab&ndening 
wie beim RUckwärtseinschneiden, und dementsprechend ändert sich auch die Reduktion der 
exzentrisch gemessenen Winkel. Einer besonderen Erläuterung wird es dieserhalb nicht bedürfen. 

Auch hier gilt, wie im § 82 die Voraussetzung, dais ZS im Verhältnis zu j/, x#, 
• ••, ^jg^sdir klein ist. 

Reduktion «chiefer Winkel auf den HorizonL 

§ 87. 
Bezeichnungen; 
P der Scheitelpunkt des Winkels, 
Pj der eine Zielpunkt, 
Pg der andere Zielpunkt, 
Ut der schiefe A PiPPa, 
mr die Horizontalprojektion von cttt 
di der Höhen-(Tiefen-)winkel des Schenkels PPt^ 
dj der Höhen-(Tiefen-)winkel des Schenkels PPa^ 
Cf die Zenithdistanz für /'/, und zwar {/ssin— <f/, 
{> die Zenithdistanz für /^, und zwar C^ssiTr-* d«. 

Auflösung. 

(i) <r-|(Cf+fo + ir,). 

(a) ifi — tf— £/. 

(4) €ä«^— «*• 

Rechenprobe: 

(5) <ri-|-tf«4-tf3 — *• 



(6) /^j*,-K-^_— -. 
oder: 



(7) Ji»|g>>:=y > 

stn (/ stn Qa 

oder: 



, _ . _ ll sin € sm ttj 

(8) cosiar^y . ^ . / * 



Unter diesen Lösungen führt die aus der Tangentenfunktion ( 6 ) in allen Fällen zu 
scharfen Rechnungsergebnissen. Minder scharf dagegen ist die Lösung aus der Sinusfunktion 
(7) bei Winkeln, welche nahe an ffr» aus der Cosinusfunktion {%) bei sehr spitzen Winkeln* 

BeispieL 

Es ist gegeben: {/^ 89^25' o' 

C^= 90 43 a 

«*— 54 39 48 



Daraus wird erhalten: 2^^234 47 48 
rf=ii7 23 54 



<^/= ^7 58 54 

<r«x= 26 40 54 

orj= 62 44 6 
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Trigonometrische PunktbestimmiiDgen. 



V. 



Aus der TangCDtenfunktiOD 

l4>^smc,^^,67 135 

iü^ sin Cm = 9* 65 227 

cpl log jwt ff s= o. 05 167 

cpllogsin Cj SS o. 05 X14 

9. 42 643 

Ä>^<Jriffr = 9- 71 3** 

i irr «270 19' 27* 

ffr =» 54 38 54 



Ans der Sizmsfunktion 

io^sine/ = 9. 67 133 

Zö|^ jw <T^ = 9. 65 227 

cpl log jm (i s= o. 00 002 

cpl log sin ^M^ss 0.00 003 



9' 3* 367 
log XM I iTr = 9< 66 184 
iar = 27o 19' 27* 
Cr= 54 38 54 



Aus der Cosinusfufiktion 

Ä?^«»^ =9. 94833 

log sin cj = ^. ^4 886 

<// /o^ jM Ci = o. 00 002 

cpl log Jin Cf = o. 00 003 



9- «9 7*4 
i<0tf ^0j I a^ SS 9. 94 86ft 
iür^ ^7^ 19' *6* 
«r = 54 3« 5* 



Beim Bilden der Zenit distanzen C/« i» — (f/ und Ca «= i» — ^^ tind die Geländewinkel 
dt, 6a positiv 20 nehmen, wenn sie Höhenwinkel, negativ, wenn sie Tiefenwinkel sind. 

Andere Arten der Reduktion schiefer Winkel auf den Horizont werden hier Über- 
gangen werden können, sumal diese Redaktionen für unsere Landmessung Überhaupt kaum 
praktische Bedeutung haben. 



Kap. 4. Der Bereclmungsplazi. 

§ 88. 

Die Fig. 129 und 130 (S. 252 und 253) stellen ein susammengehöriges trigono- 
metrisches Nets .dar.*) Die Fig. 129 enthält das Netz I., II. und IIL Ordnung, worin die 
^ 2 A^, 2, 3. 4 (Pomkte I. Ordnung) als gegeben vorausgesetzt sind. Auf der Grundlage 
dieser Punkte sind die $ ^ 5, 6i 7, 8 als Punkte II. Ordnung, und dann weiter die ^ § 
9, xo, II, 12, 13 ab Punkte IIL Ordnung neu bestinunt worden. Endlich ist die Bestim- 
mung der ..in Fig. 130 dargestellten Punkte IV. Ordnung und schliefslich der Beipunkte 
erfolgt. Die Winkel ftir die Beipunkte sind (Anmerkung auf S. 17b) nicht von dem Tri- 
gonomefer gleichzeitig mit den eigentlichen trig. Arbeiten» sondern abgesondert hiervon 
durch den Polygonometer in Verbindung mit den polyg. Arbeiten beobachtet gedacht. 
Sämtliche Punkbestimmungen sind nach der Methode des „Einschneidens" ausgeführt. 

Um die trig. Rechnungen zweckmäfsig anzuordnen, wird es erforderlich sein, vorab 
einen übersichtlichen Berechnungsplan aufzustellen, der schon fUr den Entwurf des 
trig. Netzes vorläufig skizziert und, nachdem das Netz im Gelände abgesteckt worden ist, 
tunlichst abgeschlossen wird. sodaCs auch bei der Winkelmessung darauf Rücksicht ge- 
nommen werden kann. 

Auf S. 249 und 250 ist ein Plan abgedruckt, der die Bestimmung der Punkte III. 
und IV. Ordnung und der Beipunkte umfafst und sich auf Fig. 129 und 130 bezieht; bei 
seiner Aufstellung ist von den nachstehend erläuterten Gesichtspunkten ausgegangen. 

1. Damit unzulässige Fehleranbäufungen in einzelnen Netzteilen vermieden werden, 
mUsaen neue Punkte (Neupunkte) durch die verschiedenen Punktordnungen stufenweise 
aus dem Grofsen ins Kleine absteigend bestimmt werden. Auch innerhalb der 
letzten (IV.) Ordnung mufs dies geschehen, worin sich die Neoponkte zn häufen pflegen. 
So bilden beispielsweise in Fig. 130 die §§ 14. I5t x6, 17, x8t 19 die erste Stufe der 
Punkte IV. Ordnung, und dann folgen die Übrigen Punkte dieser Ordnung als zweite 



*) Diese Netzkarten «ind der Preufs. KatafteranwebuiiK DC vom «s* Oktober z88x entnonuneo. Die 
im § 66 aater No. 8 (S. 180) beseichoeten roten und blauen Darstellungen sind rar Vereinfnchnng des 
Drucks schwarx wiedrrgegeben. Bei Punkten höherer Ordnung eind die Eigennamen des Objekts oder der 
Lage (§ 66 No. 4) weggelassen. 
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(Trig. Form. 5«.) 



Plan cur Berechnung des trigonometrischen Netzes. 



I Bemerk uDgea: t. Die durch die bereit* vorhudene allgenetne LaadacriaDguladoB oder die TOrher bereits 
bcfummten PuaktordauDgeA gcgebeoen Punkte «erden einfach oatencrichcn. 
9. Den bestimmenden IHmkten wiid, je nachdem die Richtung einseitig oder zwetsealig 

beobachtet ist, die Zahl (i) oder (a) in Klammem beigefügt. 
3. Bei Ermittelung der Anxahl der Bestimmongastdcke tählt jede sweiaeitige Richtung mit 
e« jede einseitige mit x. 



11 



Bettimmende Punkte. 



Richtungen. 



§ i s 



IM 

"S 



sl 

«J 



6 H 
6-5 



1^' 



•85 



II 



II 

•s« 

og 

II 

11 



fc.ä 

e 8 
JS'c 

Jg o 



Bemerkungen. 



5 



10 



II 



21 

•*3 



^9 

S>9 

g.3 
8*5 

S*8 



2« 



Trigonometrische Punkte IIL Ordnung. 
iW. TW. «W. 6 (a) 
»(*). 9(*). 7(*). 5(*) 
10 (a). 8(4). »(*). 9(»). 7(1) 

9(4), n(*). «00. iw. no 

6(*). !»(*). II W io(»). L{*) 

Trigonometrische Punkte IV. Ordnung. 
I3(»). 9 0). "(»). io(*). 8(4) 



3 


I 


. 


- 


7 


S 


a 


3 




I 


« 


8 


4 


& 


2 


X 


z 




9 


4 


2 


a 


X 


% 




9 


4 


»»5 


7 


• 


3 




|I0 


5 


».5 



£i(i)» ilf)» iiW» 14 (1). 13W. 
"(»). 9(0. XI (0. 14 W. 15(1). 



X3(a). 6(1) 
6(1), laW» 16(2)1 15(2), 14(1), 

13(1) 
6(2), 12(2) , x6 (2), X7 (i), i3(*) 
9(0* "(0 » «5(0. »7(0. »6(2) 
x6(i), 19(2), II (i) , 15(2), 17(2) 
17(2), 20(2). 15(2), 14(1). 13(0 
"(0. n(0 » 18(1). «7(0. *o(r), 

iS(0 
17 (2), 20 (2) 21 (2) 13(2) , 22 (i) 

17(0. 15(0» "(0 > m(0. *i(0 

12J2). 17(2), X8(2), 61(2) 
18(2). 25 (x), 17(1). 22(1), 13(1) 
22(1). 17(2). 25(2). 20(2), 23(2) 
6(2). 12(2), x6(i), 19 u), 25(2) 



22(1}. 26(1) , 18 (i) , 25(1). 17(1) 
2$ (2) , 17(1) , g6(2), i8(i) > 

»2(l), 28 (2), 25(2) 



4 




. 


. 


? 


4 


*'5 


3 




X 


• 


9 


4 


«*5 


2 




2 


• 


1 XX 


4 


»'5 


2 




2 


X 


10 


4 


2 


3 




X 


X 


9 


4 


*.5 


I 




3 


. 


9 


4 


^^5 


. 




3 


I 


8 


3 


»»5 


• 




3 


z 


8 


3 


^5 


. 






5 


6 


, 


. 


I 




3 


z 


9 


4 


»'5 


- 




2 


2 


7 


2 


».5 


2 




2 


. 


8 


4 


2 


• 




X 


3 


6 


X 


*r5 






4 


X 


9 


4 


a*5 


2 




X 


2 


8 


3 


2 



10 

12 

12 

12 
X2 
12 
10 
X2 

12 
12 
IG 
12 
10 
12 
X2 



2 inn. Gmpp. 



Vorw. EiaschB. 



e Beipunkt 


e. 












5 




. 


5 


. 


*.5 


ZI 


z 


2 


X 


. 


6 


2 


2 


xo 


2 


I 


• 


• 


5 


2 


«»5 


12 



ROckw. EInsch. 
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Trigonometrische Punktbestimmangen« 



Richtungen. 



Bestimmende Punkte. 



IJs 



•"3 



i§«- 

i 1 ' 

11^ 



i^ 

^ s 



VI 



•Sa 

•s 

I 



ir 



»3 



BemerkttngeD. 



4|5 



to 



12 



^4 

26 

^o 
i3 



g^36 

g35 

S»99 

S«89 

8 58 

847 

873 

gi76 
S157 

8 282 

i 121 



'9(*) ' '5(0 > 10(1) 

§236(2), 19(2) , 11(1), xs(i), 20(1) 

16(2), g 236 (2), 20(t) 

28U), 16(2), H 199(1) 
ai(i). i7(iX 13(')» i5(') 
g 58 (2). 21(1) , 22(i) , 24(1 ) 

22{l|. 17(1) , 27(1), 20(1) . 13(1) 

i7(i)t .'7(i)> 15(1) 
17(1). 17(1). g i76(»)» 10(0 
17 (^)» g 157(1). 10(1) . 11(1) . »7(0 
g 176(0, 17(0. 17(0. 86(1) 



»'5 
^5 
1.5 
^5 

2 

2 

»»5 
i'5 
».5 

2 
2 



Rackv. 



Rflcikv. 



Vorw. Eimcha. 



Stufe. Kunstliche Netzaufl^auten, worin schrittweise Nenp unkte auf Neupankte 
getürmt werden, ohne jenseits der Richtung, in der sich die Bestimmung 
neuer Punkte bewegt, Schritt für Schritt ihren Anschlufs «n gegebene 
Punkte tu finden, müssen grundsätzlich vermieden werden. 

2. Ab weiteres wichtiges Erfordernis ist es anzusehen, dafs möglichst jeder Nenpunkt 
mit den nächstliegenden gegebenen (oder bereits endgültig berechneten) Punkten der« 
selben Ordnmig oder einer höheren Ordnung (Stufe) in unmittelbar mit bestimmmende 
Verbindung gebracht wird. Biehrere nahe Kegende Punkte ohne Verbindung unter 
einander aus gegebenen entfernten Punkten zu bestimmen, ist jederteit verwerflich, da in 
diesem Falle die Rechnungsergebnisse zwar in Beziehung auf die entfernten Punkte befrie- 
digende sein, gleichwohl aber sich zwischen den nahe liegenden Punkten unzulässige Fehler 
anhäufen können. Sind nahe liegende Punkte als bestimmende Punkte in genügender An- 
zahl vorhanden, dann ¥drd die Bestimmung durch das Mitwirken einzelner wesentlich ent- 
fernt liegender Punkte nicht mehr nachteilig beeinflufst, aber auch nicht wesentlich ver- 
bessert werden, da die entfernten Punkte In der Ausgleichungsrechnung verhältnismäisig 
wenig zur Geltung kommen. 

3. Endlich ist zu berücksichtigen, dafs innerhalb jeder Ordnung (Stufe) diejenigen 
Neupunkte zuerst l>estimmt werden, für die die meisten guten Bestimmnngsstflcke 
gegeben sind. Jede einseitig beobachtete Richtung zählt als ein Bestimmungsstück und 
jede zweiseitig beobachtete Richtung zählt als zwei Bestimmangsstflcke. Ein Punkt wird 
eindeutig bestimmt: beim remen Vorwärtseinschneiden durch zwei Bestimmungtstflcke 
(zwei einseitige äuisere Richtungen), beim reinen Rückwärtsdnschneiden durch drei Bestim- 
mungsstücke (drei einseitige innere Richtungen), beim Seitwärtseinschneiden dnrch drei Be- 
stimmongsstttcke (eine äufsere and zwei innere Richtungen). Für die Erreichung guter 
Ergebnisse sind aber Oberscbüssige Bestimmungssrücke erforderlich, und es wird als Regel 
gelten können, dafs die Anzahl aller guten Bestimmungsstücke 
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Fig. 131. 



a) fttr Neupunkte m. und IV. Ordnung durcbschnittlich 8, mindestens 6, 

b) für Neupunkte aus der Ordnung der Beipunkte durchschnittlich 5 bis 6, minde» 
stens 4 

betragen mufs. Dieser Gesichtspunkt wird beispielsweise bei Entscheidung der Frage von- 
Bedeutung sein, weldier von den beiden §§29 und lo, wofür unter Nr. 11 und ix des 
Planes (abgesehen von dem Vorhandensein zweier Gruppen von inneren Richtungen, 
vgl. die Rechnung im § 93) 9 und g gute Bestimmungsstücke gezählt sind, zuerst zu be- 
rechnen sei. Würde nämlich § to zuerst berechnet , so würde dieser nur aus 6 guten 
Stücken — 16 (z), 11(1)» 15(2), 17(2) — bestimmt werden können, während sich ftLr 
§ 19 dann 11 Stücke — 9(1), 11 (a), 15(4), ao(i), ly^t), 16(2) ergeben würden, was 
nicht zweckmäfsig ist. Als gute Bestimmungestttcke in dem angedeuteten Sinne ^erden 
nur solche anzusehen sein, die nicht allein dem ersten und zweiten 
Hauptgesichtspunkte genügen, sondern auch zugleich Richtungen an- 
gehören, die sich auf den ganzen Umkreis des Neupunktes möglichst 
gleichmäfsig verteilen^ oder doch in möglichst gleicher Anzahl sich an- 
nähernd rechtwinklig schneiden« .So würde beispielsweise (Fig. 131) 
die Bestimmung des Neupunktes § 6, obgleich 9 Bestimmungsstttcke 
vorliegen, wenig wertvoll sein, weil hiervon g Stücke den' Neupunkt 
nur in der einen Richtung von 5 Xt o ^ ^^^ Ö 4* Ö 5 S^t' bestimmen, 
.«w»—<5 ^^^''^'^^ i° ^^^ hierzu annähernd senkrechten Richtung nach § 3 nur 
^ eine Bestimmung wirksam ist. Wenn daher zwischen 56 und anderen 
Neupunkten noch Richtnngen beobachtet worden sind« die diesen 
Mangel ausgleichen, so wären die letzteren Punkte, soweit sie sonst 
gut bestimmt sind, vor 5 6 zu berechnen, auch wenn die Anzahl 
5 t il^rer Bestimmungsstücke an sich kleiner wäre als für 5 6. 

Bei sachgemäiser gleichzeitiger Beachtung der vorgedachten ' drei 
Hauptgesichtspunkte wird man immer zu befriedigenden Ergebnisse^ 
gelangen. 



4. Bei Aufstellung des Berechnungsplanes ist aü(serdem festzustellen, in welchem 
trigonometrischen Formular die Rechnung auszuführen ist. Für das „Einschneiden** 
kommen folgende Formulare in Betracht (vgl. § 66 Nr. 10 und Schluis des Inhaltsverzeich- 
nisses): 

trig. Form. 9 „Einschneiden für zwei Punkte'* nach der Methode der kl. Quadrate (§ 96), 
„ „ xo „Einschneiden" nach derselben Methode für einen Punkt (§§ 9a bis 94), 
„ f» xz „Rückwärtseinschneiden" ebenfalls nach derselben Methode (§95)» 
„ ,~, XX „Einschneiden mit graphischer Darstellung der Visierstrahlen" (§§ 90 und 9 z). 
Das trig. Form. 9 wird in der Regel nur in wichtigeren Fällen und nur dann an-' 
gewendet, wenn ohne die gleichzeitige Berechnung zweier Neupunkte eine genügende Ver- 
bindung mit den gegebenen Punkten nicht hergestellt werden würde. Ein solcher Fall 
liegt z. B. in Fig. l^^ bei der Bestimmung der Neupunkte ^ ^ 5 und 6 vor, die der 
n. Ordnung angehören. Würde hier zuerst ^5 allein aus iV(2), 2(2),. 4(2) bestimmt, so 
wären nur 6 Bestinmiungsstücke vorhanden, was nach der Bedeutung dieses Punktes und 
nach -der nicht sehr günstigen Netzgestaltüng nur notdürftig ausreichen würde. Noch un- 
günstiger wäre es, zuerst ^ 6 allein zu bestimmen, wofllr in diesem Falle nur die 5 Stücke 
2(2), 3(2), A^(z) vorhanden sein würden. Durch die gleichzeitige Berechnung beider 
Punkte wird .die Anzahl der Bestimmungsstücke auf g und 7 erhöht. Aber selbst bei 
Punkten ÜL und IV. Ordnunig wird das tzig. Form. 9 noch anzuwenden Sein, wenn es 
nach der Beschaffenheit des. Geländes nidit möglich gewesen ist, für' zwei mit einander in 
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i^^/wt 129. 




Digitized by 



Google 



§ 88. 



Berechnungsplan. 



253 






&i/0^\Mt, 130. 
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Trigonometrische Punktbestmunang^. 



V. 




Verbindung stehende Neupunkte mehr als je 4 gute Bestimmungsstttcke zu erlangen. Erst 
durch die gemeinschaftliche Berechnung beider Punkte werden je 6 Bestimmungsstttcke er- 
halten, was oben als das mindeste angedeutet ist 

Auch bei der Entscheidung der Frage, ob das trig. Form. 9 zweckmäfsig anzuwenden 
ist, darf die An sah 1 der Bestimmungsstucke nicht allein mafsgebend sein, sondern es ist 
zugleich zu berücksichtigen, dafs durch die gleichzeitige Berech- 
nung zweier Punkte häufig eine schädliche Fehleranhäufang ver- 
mieden werden kann. Wenn beispielsweise (Fig. 132) zwischen zwei 
nahe liegenden gegebenen Punkten 5 x und g ft zwei Neupnnkte 
5 S und § 9 liegen und es nicht möglich gewesen ist, auf einem 
dieser Neupunkte die Richtungen nach beiden gegebenen Punkten 
zu beobachten, so wttrde, wenn § S allein berechnet werden sollte, 
der ganze Fehler von § i auf diesen Punkt Qbergehen and des- 
halb bei der folgenden Berechnung von § 9 ganz zwischen 5 S 
und §a zur Wirkung gelangen, während, wenn gS und 59 ge- 
meinschaftlich berechnet werden, der Fehler auf § x, §8, ^9» 
§a verteilt wird. Ebenso wttrde in dem Falle der Fig. 133, 
worin der gegebene Punkt 5 i nahe bei den Neupunkten 5 7 und 
§ 8> die übrigen gegebenen Punkte § 4, § 3» S 4i S 5» S ^ ^^^ 
weit entfernt davon liegen, die Abszisse von § g nicht durch § x wirksam mitbestimmt 
werden, wenn § % zuerst berechnet wttrde. Es könnte dann bei der folgenden Bestimmung 
von §7 eine unzulässige Verschiebung dieses Punktes herbci- 
geftthrt werden. Berechnet man umgekehrt zuerst 5 7, so wttrde 
fttr die Lage dieses Punktes in der Abszissenrichtnng allein die 
Richtung nach § x bestimmend wirken. Werden aber beide 
Punkte gemeinschaftlich berechnet, so wird fttr beide der Vor- 
teil erreicht, dafs jedenfalls ihre Lage in Beziehung zu gx 
richtig bestimmt wird. 

In Fällen untergeordneter Bedeutung läfst sich die Anwen- 
dung des trig. Form. 9 dadurch ersetzen, dafs die Koordinaten 
der gleichzeitig zu bestimmenden Neupunkte durch allmählige 
Annäherung berechnet werden, wie solches am Schlüsse des 
§ 96 angedeutet ist 

Das trig. Form. 11 wird jederzeit fttr alle Punkt- 
bestimmungen angewendet werden mttssen, die durch reines 
Rttckwärtseinschneiden bewirkt werden, gleichviel welcher Ord- 
nung (die Beipunkte eingeschlossen) 'die Neupunkte angehören. 

Das trig. Form. le dagegen wird, vom Standpunkt des Notwendigen betrachtet, 
unbedingt für alle Neupunkte der II. nnd (den Fall des reinen Vorwärtseinschneidens aus- 
geschlossen) auch fttr diejenigen der IIL Ordnung angewendet werden mttssen. Aber selbst 
fttr solche Neupunkte der IV. Ordnung, denen nach der Gestaltung des trig. Netzes eine 
besondere Bedeutung beizumessen oder fUr die eine verhältnismäfsig geringe Anzahl von 
Bestimmungsstttcken gegeben ist, wird seine Anwendung ntttzlich und empfehlenswert sein« 
An sich anwendbar ist es aber auch fttr alle ttbrigen Neupunkte, da es jederzeit die schär- 
feren Ergebnisse liefern wird. 

Fttr minder wichtige Punkte der IV. Ordnung, sowie fttr die Beipunkte kann das 
trig. Form. 10 durch das trig. Form. i% ersetzt werden. Beim reinen Vorwärtsein- 
schneiden ist das Form, i« immer, und zwar selbst fttr Punkte HL Ordnung anwendbar, 
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da es gleiche Genanigkett liefert, wie das trig. Fonn. xo, wenn mit sechsstelligen Logarith- 
men gerechnet wird. Es gewXhrt zwar gegenüber dem trig. Form, xo keine wesentliche 
Arbeitserspamis, bietet aber in praktischer Beziehung die Annehmlichkeit, dafs es die Ab- 
weichungen der bestimmenden Visierstrahlen und deren verschiedene Bedeutung Rbr die 
Punktbestimmung graphisch deutlich vor Augen ftlhrt. Seine Anwendbarkeit ist jedoch an 
eine besondere Vorbedingung geknüpft. Die in der Pormularabteilung i durch Anbxingnng 

des Orientierungswinkels ss ^ aus den gegebenen inneren Richtungen « abstdeiten« 

den Neigungen ^ a» a 4- sind nämlich in ihrer Zuverlässigkeit davon abhängig , dafs die 
für die Orientierung zu benutzenden Neigungen ^ der äufsem zweiseitigen Richtungen in 
ausreichender Aniahl m gegeben sind. Eine genügende Sicherheit in dieser Beziehung ist 
aber in derR^el nur dann vorhanden, wenn die Anzahl der für die Orientierung 
bestimmenden fweiseitig beobachteten Richtungen die halbe Anzahl der 
Oberhaupt zu orientierenden inneren Richtungen a ttbersteigt.*) Wegen der 
nach diesem Grundsätze in dem Berechnungsplane (S. 249, 150) vorgesehenen Anwendung 
des trig. Form. i% mag noch besonders auf lfd. No. 22, 33, 34 aufinerksam gemacht werden 
wo die Anzahl der fttr die Orientierung bestimmenden Richtungen (a) der halben AntaU 
der an orientierenden fameren Richtungen (2) gleich ist. Da also die erste Anzahl die 
letale nicht übersteigt, so muftte die Rechnung in das trig. Form. 10 verwiesen 
werden. Ebenso verdient besondere Beachtung der Fall unter lfd. No. X2. Wie die Be- 
rechnung des ^ oo im § 93 ersehen läist , sind f&r diesen Punkt a gesonderte Gruppen 
innerer Richtungen gegeben« und die erste Gruppe um£aist 4 Richtungen, die im tilg. 
Fonn. 12 nach 2 anüseren swdsdtigen Richtungen zu orientieren sein würden. Die letztere 
Zahl 2 übersteigt gldchfaUs nicht die HUftte der ersten Zahl, weshalb für die Be- 
rechnung auch hier das trig. Form, xo bestimmt werden mufste. 

Die Punktbestimmung durch «Einschalten** oder „Einketten*', deren Anwendung über- 
haupt auf unvermeidliche Fälle untergeordneter Bedeutung zu beschränken sein wird und 
in den trig. Form. 16 und 27 (§§ 97 bis 102) ausgeführt wird, kommt in obigem Berech- 
nnngsplaae nicht vor. 



Kap. 5. Der Abrilk 

§ 89. 

fifai überaus wichtiges Schriftstück fttr die trig. Rechnongen bildet der Abrifs^ 
(trig. Fotm. No. 5). Ein solcher ist nachfolgend im Auszüge abgedruckt und bezieht sich 
ebenüslls auf die Fig. 129 und 130 (S. 252 und 253). 

Die volle Bedeutung des Abrisses, der den Rechner vom Beginne der Rechnungen an 
bis zu deren Schlüsse begleitet und Schritt für Schritt seine Eintragungen erhält, wird zwar 
erst aus den in den folgenden §§ dargelegten Rechnungen erkannt werden können« Jedoch 
wird es nützlich sein, die allgemeinen Gesichtspunkte fttr seine Ausarbeitung schon hier 
abenichtiich zusammenzufassen. 



*) Auf di«s« Alt der Orientienrng besieheo «eh ^ Spähen 9 ond to des 
S. 149» «so- 

**) Die Beneanung „Abrifii" rOhrt voo Gauls in GdCdnfen her, der in Jahre 1847 nach VoUendnag 
der hannovenchen LjuidesTcnneemng die Hefte, welche die auf jeder Stadoil beobachteten Richtnngtwinkel 
enthalten, mit der Aufschrilt „AbHeie" veneheo, der hannovertchen Refiemng übergab. (Anmerkung auf 
S. IV des Vorworts zum V. Teil von „Die Kgl. Preufs. Landettriangulation. Polarkoordinaten etc." 
Betlia i88e. 
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I. JBntnahme der Richtungen aas dem Winkelbuche. 
Nachdem alle Stmtionsausgleichungen der Winkelbeobachtungen ausgeführt, auch 
die auf exzentrischen Sundpunkten oder nach Nebenzielpunkten beobachteten Richtungen 
reduziert worden sind (§§ 67 bis 86), und bevor irgend welche weiteren trigonometrischen 
Rechnungen ausgeführt werden, werden mit Beachtung des Berechnungsplanes (§ gg) unter 
gleichzeitiger Ausfüllung der Spalte 1 die sämtlichen ermittelten endgültigen Richtungen 
'ohne Ausnahme und unverändert in Spalte 6 des Abrisses als beobachtete Richtungen a 
vorgetragen. (Vgl. No. 9.) Zugleich wird in Spalte a vermerkt, ob die Richtungen 
einseitig oder zweiseitig beobachtet worden sind. 

z. Sonderung der verschieden Punktordnungen. 

Sind trig. Punkte verschiedener Ordnung neu bestimmt worden, so werden die 
Richtungen, die zur Berechnung der Punkte einer jeden Ordnung zu benutzen sind, in 
besonderen, mit römischen Zahlzeichen fortlaufend zu numerierenden Abteilungen 
eingetragen. 

Bei Triangulationen geringen Umfangs, bei denen nur wenige Punkte untergeordneter 
Bedeutung (Punkte IV. Ordnung und Beipunkte) zu bestimmen sind, können aber aus« 
nahmsweise die Beipunkte mit den trig. Punkten IV. Ordnung in einer Abteilung zu- 
sammengefafst werden. Das Gleiche kann, falls NützlichkeitsgrUnde dafür sprechen, auch 
dann geschehen, wenn die Beipunkte nach der Andeutung auf S. 176 durch den Trigono- 
meter gleichzeitig mit den übrigen trig. Arbeiten bestimmt werden. 

Werden die trig. Punkte ü. Ordnimg teilweise mit, teilweise ohne Berücksichti- 
gung der Krümmung det Erdoberfläche berechnet, so müssen auch die Richtungen 
für die verschiedenartig berechneten Punkte je in eine besondere Abteilung eingetragen 
werden, da beide Arten von -Rechnungen zweckmäfsig nicht mit einander zu ver- 
mischen sind,*) 

In jeder Abteilung des Abrisses werden in getrennten Unterabteilungen 

a) die gegebenen Punkte und darauf 

b) die neu bestinmiten Punkte (Neupunkte) 

je in der Reihenfolge ihrer Nu/nmem gesondert aufgeführt» 

3. Gegebene trig. Punkte. 
Nach vollständiger Eintragung der beobachteten Richtungen er werden in der Unter- 
abteilung a (No. z) für die gegebenen Punkte die gegebenen oder die nach- dem trig. 
Form. 6 (Abschnitt VIII § 141) aus den gegebenen geographischen Koordinaten berechneten 
rechtwinkligen Koordinaten auf der Zeile unter der Nummer der Punkte eingetragen. 

4. Berechnung der Neigungen der Richtungen zwischen gegebenen 

Punkten. 
Hieran schliefst sidi die Berechnung der Neigungen i» für alle Richtungen zwischen 
gegebenen Punkten aus den gegebenen Koordinaten (No. 3). Die Berechnung erfolgt: 

a) wenn die Krümmung der Erdoberfläche berücksichtigt werden soll, in dem trig. 
Form. 7 (Abschnitt Vm, § 145), 

b) wenn dies nicht geschehen soll, in dem trig. Form, g (§ 19). 

Die berechneten Neigungen werden als endgültige in Sp. 4 des Abrisses in der Unter- 
abteilung a (No. a), und zwar soweit Richtungswinkel a auf beiden Endpunkten der 



'*) Bei Berücicsichügung der Krümmung der Erdoberflache werden ^ie in Sp. 4 des Abrisses etntu* 
tragenden endgültigen Neigungen V (No. 4) als sphärische Neigungen (Abschnitt Vm, § 145) bezechnet. 
Das Gleiche geschieht bei Berechnung der genäherten Neigungen n für Abt. 2 der trig. Formulare 9, zo, xx 
(§§ 9a bis 96). Allein hierdurch unterscheiden sich diese Rechnungen von denen, die ohne Berückaichcigung 
der Krümmung der Erdoberüäche ausgeführt werden. 
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Richtungen vorlianden sind, für beide gegebene Punkte, sonst nur für den einen Punkt, 
und zwar mit roter Tinte*) eingetragen. 

5. Endgültige Orientierung der Richtungen. 
Hierauf folgt ebenfalls zunächst nur in der Unterabteilung a (No. 2) Hlr die ge- 
gebenen Punkte in Sp. 7, g, 9 die Berechnung 

a) der Unterschiede v — a und des Orientierungswinkels 



(wo m die Anzahl der Unterschiede v ^ a in Sp. 7 bezeichnet), 
b) der endgültig orientierten Richtungen 

^ ssflr + 



und 
c) der Verbesserungen 



tf=V — ^, 



sa c. soweit die endgültigen Neigungen v gegeben sind. 

Hierbei werden die Eintragungen in Spalte 7, g und 9, die sich auf solche Rich- 
tungen beziehen, für welche die endgültigen Neigungen v gegeben und nach No. 4 zu 
b. mit roter Tinte in Spalte 4 eingeschrieben sind, ebenfalls mit roter Tinte bewirkt. 
(Die Anzahl der roten Eintragungen in allen diesen Spalten ist übereinstimmend gleich m\ 

Die Richtigkeit der Berechnung wird durch Aufsummierung der Richtungen a und 
^ in Spalte 6 und g und durch Ziehung der Probe 

[^] = [«] + »^» 
sowie dadnrch gesichert, dafs geprüft wird, ob die Summen der positiven und negativen 
(rot eingetragenen) Verbesserungen v in Spalte 9 bis auf die in der Abrundung der letzten 
Stellen begründeten kleinen Abweichungen mit einander übereinstimmen, was bei richtiger 
Ansffihmng der Berechnung der Fall sein mufs. Hierin bezeichnet n die Anzahl aller 
endgültig orientierten Richtungen in Sp. g (rot und schwarz zusammengenommen). 

6. Der Orientierungswinkel insbesondere. 

Für die eindeutige Herleitung des Orientierungswinkels (No. 5) genügt es, wenn 
OTKsx, also nur eine Neigung v einer Richtung nach einem anderen gegebenen 
Punkte vorhanden ist. Zur Erreichung einer zuverlässigen Bestimmung sind aber über- 
schüssige Neigungen v erforderlich. Im allgemeinen wird es sich empfehlen, die Zahl 
m thunlichst auf 3 bis 4, mindestens auf % und nur in unvermeidlichen Fällen auf i fest- 
zustellen. Auf die Erfüllung dieser Regel mufs schon beim Entwerfen des trig. Netzes 
und bei der Winkelbeobachtung Rücksicht genommen werden. 

Sind mehr Neigungen v und die entsprechenden Richtungen a tatsächlich vorhanden, 
so werden sie in der Regel sämtlich benutzt werden müssen. Denn je gröfser m ist, um 
so gröfser wird das Gewicht der endgültig orientierten Richtungen ^ für die Bestimmung 
von Neupnnkten sein. (Vgl. § 92 No. g.) 

Die Berechnung des Orientierungswinkels o und der endgültig orientierten Richtungen 
■« a 4- nach No. 5 geht von der Voraussetzung aus, dafs durch die Stationtausgleichung 
auf dem gegebenen Punkte von einander abhängige Richtungswinkel im Sinne der §§ 67 
bis 79 erhalten worden sind. Trifft dies nicht zu, sondern sind von einander unabhängige 
Einzelwinkel zwischen je einer Richtung nach einem anderen gegebenen Punkte und der 
Richtung nach einem Neupunkte erzielt worden, so wird der Neigungswinkel ^ der Rieh- 



*) Zur VereinfAchunff des Druckt auf S. 956 bis «67 siad In dieaen wie in den weieer unten folgenden 
Püllendie roten Eintragungen schwarz gedruckt, aber durch liegende Schrift besonders kenntlich gemacht. 
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tang nach dem Neupunkte lediglich dadurch gefunden, dafs der gemessene Winkel zu der 
endgültigen Neigung ^ der gegebenen Richtung in rechtläufigem Sinne addiert wird. In 
diesem Falle ist also m ss i. Ist die Richtung nach dem Neupunkte durch mehrere (m) 
solche Einzelwinkel im Anschlufs an mehrere Richtungen nach gegebenen Punkten beob- 
achtet worden, so wird man für die Richtung nach dem Neupunkte mehrere Werte ^ er- 
halten, aus denen in der Regel das arithmetische Mittel zu bilden und in den Abrift ein- 
zutragen sein wird. 

7. Eintragtingen für die Neupunkte. 

Die weitere Ausfüllung des Abrisses geschieht schrittweise im unmittelbaren Aiis^a& 
an die Berechnung der einzelnen Neupunkte. 

Sofort nach Beendigung der Berechnung eines jeden Neupunktes werden in der 
Unterabteiltung b (Regel a) die dafür ermittelten endgültigen Koordinaten und die daraus 
abgeleiteten endgültigen Neigungen v für alle in der Berechnung benutzten» auf dem 
Neupunkte beobachteten (inneren) Richtungen a in den Abrifs eingetragen und danacb 
die endgültig orientierten Richtungen ^ und die Verbesserungen v berechnet und gegei» 
Rechenfehler gesichert, wie es unter No. 4 und 5 für die gegebenen Punkte in der Unter- 
abteilung a vorgesehen ist. 

Ferner werden für die in der Berechnung benutzten (äufseren) Richtungen Ton 
gegebenen oder vorher bereits berechneten Punkten nach dem neu bestimmten Punkte an 
der Stelle» wo die betreffenden Richtungen im Abrils nachgewiesen sind, die endgültigen 
Neigungen «^ in Spalte 4 mit schwarzer Tinte eingetragen und wird danach die ent- 
sprechende Verbesserung v berechnet und in Spalte 9 ebenfalls mit schwarzer Tinte 
vermerkt. 

Wenn die Berechnung des Neupunktes in einem der trig. Form. 9, 10 oder xi erfolgt 
ist» ergiebt sich hierbei eine weitere Rechenprobe, indem die in Abteil, g des trig. Form. 91 
oder in den Abteil. 5 der trig. Form. 10 und 11 berechneten Verbesserungen u mit den in^ 
Spalte 9 des Abrisses erscheinenden Verbesserungen v genau übereinstimmen müssen* 

g. Punktweiser Abschlufs* 
Sobald für einen Punkt, gleichviel ob in der Unterabteilung a oder b (No* aj 
-sämtliche endgültige Neigungen v eingetragen und sämtliche Verbesserangen v 
berechnet sind, wird die gröfste positive und die gröfste negative Verbesserung durch 
Unterstreichen gekennzeichnet, auch die Summe sämtlicher positiver und negativer Ver- 
besserungen gebildet und schwarz eingetragen, womit der Abschlufs des Abrisses für den 
betreffenden Punkt hergestellt ist. 

Keine Verbesserung v darf die im § 66 Regel 9 (S. ige) festgestellten Grenzen 
überschreiten 

9. Unverwendete Richtungen. 

Wenn ausnahmsweise eine beobachtete Richtung a bei den Berechnungen 
nicht verwendet ist, so werden dafür dennoch im Abrisse sämtliche Spalten ausgefüllt. 
Die Verbesserungen in Spalte 9 für Richtungen dieser Art werden jedoch so durchstrichen, 
dafs sie lesbar bleiben, und daneben wird in Spalte 10 der Grund für die Nichtbenutzung 
der Richtungen kurz angegeben. In die Summe der Verbesserungen v (No. g) werden die 
durchstrichenen Verbesserungen nicht mit aufgenonmien. 

Es kann aber nicht dringend genug davor gewarnt werden» beobachtete Richtungen 
von der Benutzung auszuschließen. Nur wenn auf Tatsachen gestützte Bedenke» 
gegen die Zuverlässigkeit der Beobachtungen vorliegen, wenn beispielsweise ermittelt werden 
kann, dafs bei der Winkelbeobachtung die Signale sich nicht mehr in der richtigen Stellung 
befunden haben oder sonstige tatsächliche Störungen vorgekommen sind, wird ein 
Grund für die Ausschliefsung gegeben sein können. Der rein äufserliche Umstand» dafs 
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eine Richtung in der Punktbestimmung allein von den übrigen erheblich abweicht, darf 
nicht davon abhalten, sie in der Rechnung mitwirken zu lassen. Geschieht dies dennoch, 
so mögen zwar zunächst scheinbar bessere Rechnungsabschlüsse erzielt werden, aber 
beim Fortschreiten der Rechnung werden in den meisten Fällen erfahrungsmäfsig bezüglich 
des Punktes, auf den sich die ausgeschlossene Richtung bezog, mehr und mehr wachsende 
Abweichungen hervortreten, die bei dem späteren Anschlüsse des Polygonnetzes oder der 
Stuckvermessung von ganz unzulässigem Belange werden können. Umgekehrt p6egen sich 
dagegen im Falle der Beibehaltung einer solchen Richtung die Abweichungen bei den fort- 
schreitenden Punktbestimmungen erfahrungsmäfsig mehr und mehr zu verringern. 

Das Ausschliefsen vermeintlich unrichtiger oder unzuverlässiger Richtungen ftlhrt zu 
Vermutungen und Selbsttäuschungen, die mit mathematischen Dingen nicht vereinbar sind. 
„Jede Beobachtung, die nicht einen entschiedenen (nachweisbaren) Verdachtsgrund gegen 
sich hat, habe ich", sagt Gerling,*) „als einen Zeugen fUr die Wahrheit zu betrachten, 
und ebensowenig wie ich den Zeugen torquieren darf, bis er sagt was ich gesagt haben will, 
ebenso wenig darf ich auch ohne weiteres sein Zeugnis verwerfen, weil es von den Ubrififen 
bedeutend abweicht." 

Vorstehende Regeln beziehen sich unmittelbar zunächst auf die Punktbestimmung 
darch „Einschneiden** (§§ 90 bis 96). Sie finden sinngemäfs aber auch beim „Einschalten'* 
und „Einketten** Anwendung, was in den §§ 97 bis 102 im Zusammenhange mit den 
Übrigen Rechnungen besonders erläutert werden wird. 



Kap. 6. Das Einsclmeideii 
mit grapliisclier Darstellung der Visierstrahlen. 

§ 90. 

Die nachstehende Eriäatemng des Verfahrens bezieht sich auf die Bestimmung des 
hn Berechnungsplane auf S. 049 unter No. 7 aufgeRlhrten Punktes § 15» Die zuge« 
hörige Rechnung ist auf & 273 bis 176 abgedruckt ^ und die graphische Darstellung der 
Visierstrahlen ist in Fig 134 (S. 077) beigefügt. 

I. Änfsere Richtungen. 
Bei dem Einschneiden sind äufsere und innere Richtungen zu unterscheiden. Die 
Neigungen ^ der zur Bestimmung des Neupunktes P (§ 15) dienenden äufseren 
Richtungen, die von gegebenen (oder bereits berechneten) Punkten ausgehen, werden, wie 
bereits im § 89 unter 5 und 7 (S. 269 und vjo) gezeigt worden, aus den auf den gegebenen 
Punkten beobachteten Richtungswinkeln et in Spalte 8 des Abrisses (in schwarzer Tinte •♦) 
eingetragen) als endgültig orientierte Richtungen erhalten und von dort unmittelbar und 
unverändert in die Rechnung fUr das Einschneiden (Abt. % des Rechenformulars auf 
S. 274) übernommen, 

a. Innere Richtungen. 
Die auf dem Neupunkte P beobachteten inneren Richtungen a finden sich in 
Sp. 6 des Abrisses (ebenfalls mit schwarzer Tinte) nachgewiesen (S. *6r). Auch sie werden 
von hieraus, soweit sie zur Bestimmung des Neupunktes dienen, sämtlich, und zwar 
gleichfalls ohne jegliche Abänderung, in Abt. 2 (S. 274) übertragen, indem sie hier, 
soweit sie sich als zweiseitige Richtungen darstellen, den bezüglichen Richtungen <p auf 
derselben Zeile gegenübergestellt werden. 



*) Ditf Ausgleichungsrechnungen der praktischen Geometrie. .Hamburfr und Gotha. 1843. S. 68. 
**) Vgl. dif Anmerkung auf S. 369. 
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V. 



Jetxt sind in Abt. ^ die inneren Richtungen a nach den äufseren Richtungen ^ cn 
orientieren. Indem für alle fweiteitigen Richtungen die Unterschiede ^ — a g^ebüdet 
werden und deren Summe durch ihre Ansahl m di^diert wird, crhill man den 
Orientierungswinkel 

und durch dessen Addition in jeder inneren Richtung or die orientierten inneren Richtungen 

mit der Rechenprobe 

(3) [«1-t-^w-W. 

worin fi die-Antahl aller inneren Richtungen beseichnet 



3. Vereinigung der Kufseren und inneren Richtungen. 

Endlich werden in derselben Formularabt. 1 (S. 274) fUr alle zweiseitigen 
Richtungen die Mittelwerte 

(4) /"" ^ 

gebildet, die einseitigen äufseren und inneren Richtungen ^ und ^t/ aber unverändert in 
die Spalte für ^ Übergeführt. Die A./LfA stellen die den Neupunkt bestimmenden Strahlen- 
neigungen dar; sie werden sich wegen der ihnen anhaftenden unvermeidlichen Fehler nicht 
in einem Punkte (dem Neupunkte) schneiden, aber das Mittel bieten, um daraus den wahr- 
scheinlichsten Ort des Neupunktes auf gpraphischem Wege herzuleiten 

Der Vorgang bei Bestimmung der Neigungen ^ läfst sich durch folgende Vorstellung 
verdeutlichen. Man denke ein Rad, dessen Speichenstellung den Neigungen ^ entspricht ; 
dazu ein zweites Rad, in dem die Speichen den Richtungen a entsprechen. Wird das 
zweite Rad beliebig, aber lentrisch auf das erste gelegt, so wird man fUr jedes Paar kor- 
respondierender Speichen des ersten und zweiten Rades eine Abweichung in Winkehnafs 
ausgedrückt gedacht erhalten, und wenn das zweite Rad um das arithmetische Mittel aller 
dieser Abweichungen um seine Achse gedreht wird, so wird die algebraische Summe der 
dann noch übrig bleibenden Abweichungen der korrespondierenden Speichen gleich Null 
sein. Schliefslich erübrigt nur noch, aus der abweichenden Stellung der korrespondierenden 
Speichen beider Räder das arithmetische Mittel zu nehmen, wodurch man die Speichen- 
stellung eines dritten Rades erhält, die den Neigungen ^ entspricht« 

Ganz ähnlich ist der Vorgang bei Bildung der endgültig orientierten Richtungen 
^ssia-ho im Abrisse nach § 89 No. 5 auf 8.269, nur mit dem Unterschiede, dafs dort 
Mittelwerte ^ nicht gebildet werden. 

Ohne weiteres ist ersichtlich, dafs die Orientierung der inneren Richtungen in Abt a 
auf S. 274 dann am sichersten ausfällt, wenn sie sämtlich zweiseitig beobachtet worden 
sind. Sie wird fUr die einseitigen inneren Richtungen in deren Rückwirkung auf die 
Bestimmung des Neupunktes /' um so unsicherer sein, je gröfser deren Anzahl im Vergleich 
zu der Zahl der zweiseitigen Richtungen wird. Aus dieser Erwägung entspringt die bereits 
im § SS (S. 255) erwähnte Regel, dafs das Verfahren der graphischen Punktbestimmung 
nur dann zur Anwendung geeignet ist, wenn die Anzahl der den Orientierungs- 
winkel bestimmenden Richtungen die halbe Anzahl der überhaupt zu 
orientierenden inneren Richtungen a übersteigt. Ist diese Bedingung nicht 
erfüllt, dann wird zur Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate (§§ 92, 93) 
gegriffen werden müssen. Beim reinen Rückwärtseinschneiden, bei dem. nur innere und 



J 
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(Tri^. Fonn. II.) Einschneiden mit graphischer Darstellung der Visierstrahlen. 



Laufende No. 10. 
Zu bestimmender Punkt P: 5x5». 



1. Berechnung der genäherten Koordinaten aus dem Schnitte zweier Visierstrahlen. 




'^V 



yb — ya 

^b — ^a 

yb- ya 


^ya = ^ ^"^ ^b ^^^ *Pa' 
Jx^ = m sin d^ cos <p^. 


^ = ^^ -h ^ya^ 
==yb-^ ^yb' 


sin d sin vj> 


Jy^ = m sin <f^ sin ^3. 


j = X« 4- dx^^ 


^b-^'a 


/Jx^ = m sin <f^ cos <pb» 


= ^b + ^^b' 



Probe: Jy^ — äy^ ■= yi, — y. 



Pf- 



Sx4 



815 



ya 

yb 



yb-ya 
^ya 

^^yb 






^riyb — ya) 

cpl hg sin d 

cpl log cos Vff 

fog{x^-^x^) 
hgm 



«43 755/36 
»41 109,99 



*b 



a545i37[-»3 — *« 
576,49 1 ^^a 

r 968,91 1 jdxf, 



«43 ^n,%7 



3-40575« 
0.00 x6oii 



0.00 839 
1. 06 757 
^' 33 979 



3-41574 



+ 



log sin <p^ 

logm 
log sin d^ 

log cos <pa 

^ir^ya 
log /ix^ 



log sin <p^ 

logm 
log sin da 

log cos <p^ 

log /lyi, 
log /IXf, 



17 698,95 
17917,6a 



118.67 
I 475/80 
I 157,11 



19 174,75" 



9. 56 09111 



3- 41 574 
9-78413 



9. 96 916 



1. 76 079« 
3. x6 903 



9- 9» 575 



3-41574 
9- 95 »74 



9.73090 



3.19413 
3.09938 



-a' 

^a--4>a-^a' 

<^ = ^Ä — ^a 

^a-^^b-^^ 



338 

57 
»74 



63 

37 
78 



180 



Seitwärtsabschneiden: 

Gegeben : 

^a und d oder ^5 und d. 

Dann ist: 

#6=«^« + «^ oder ^41=^6 — J. 



Es werden entnommen: 

<Pa t (^b » y^ ftus dem trig. Form. 5 

und im Falle des Seitwärts- 

ftbschneidens d aus dem trig. 

Form. I 
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(Trig. Foim. n.) Einschneiden mit graphischer Darstellung der Visierstrahlen. 


1 Zubestimmender 


i. Ableitung der bestimmenden Richtungen /u der Visierstrahlen aus den beobachteten Richtungen. 


Ph. 


Die 
Rich- 
tungen 

sind 
entnom- 
men 


t » 


Die 
Rich- 
tungen 
>ind 
ntnom 
men 


• • 


^ — ff. 

m 

Ho»* 


\^ =s ff 4- 0. 




1 » 


Probe 

i • 


S 9 
S.3 


5.16 

5-15 
5.28 
5-17 


119 

338 

57 

140 


44 

39 
26 

49 


44 

48 
33 
30 


2. II 

■» 




43 
108 

187 
271 


00 
22 
55 
4» 
04 


00 
»5 
03 
16 

45 


"9 

129 
229 
229 


44 

44 
44 
44 


44 

45 
17 
45 


229 

173 

338 

57 

140 


44 
06 

39 
26 

49 




229 

173 
338 

57 
140 


44 
06 

39 
26 

49 


41 
53 
45 
44 

17 




04 
43 


'9 
10 




47 


29 




04 


19 


"' 


44 


151 

38 


1 


47 


29 


3. Berechnung der Achsenabstände j.. j| 


Pn- 


Die 

Koordi- 
naten 
sind ent- 
nommen 


! 
tlöji ■43178.90 


ln — *n = (^o--yn)f^^i^Hn' 


&•=« *!••+- (5»-*«). 1 


Pr. S 11 

I 

i 

^.:ä 9 

^^:8i4 
^•Si3 


10.7 
10. 4 

10. 6 
10 9 
10. 8 


^0- yi 


11 
1 


-46152,58 


iogclgfj} 

lo^[rio'-yiy 


9- 91 774 
3-47319« 


Xi 
li-X, 

I' 




11692,541 
15^7.83; 




* 973.68 


3.40103« 




19*74,71; 


y^ 

tio" yj 




«46716,13 


lO£r ctg ^2 

iogit^o—y^) 

log {\3 ' Xg) 


8. 73 571» 
3- 54 989« 


Xa 
IM-Xa 

l2 


. 


18 981/74, 
193*01 


1 

1- 


3 547.^3 


2.28 561 




19174,76 


^0- yj 




«43755.36 




0.40823« 
2.76077« 


l3 


+ 


17 698,95 
M75JO 


— 


576,46 


3. 16 900 




19 174,65 


y4 

^o — y^ 




«41 109,99 


log CtgfM4 


9. 80 509 
3. 29 413 


'4 

U-*4 

%4 


-h 


17 917,62 
1 156,94 


-f- 


I 968.91 


3.09932 




19 174,56 


ys 

^o—ys 




■ 41 581,08 


log (t)ö - yj) 
logil^-xj) 


0.08891« 
3-10 353 






21 135,30 
I 960,81 


4- 


I 597.82 


3- 19 144« 




19 174.48 






















äa! 
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(Trig. Form. I2?i Einschneiden mit graphischer Darstellung der Visierstrahlen. 



Punkt P: §15. 



4. Berechnung zur graphischen Bestimmung des Punktes P, 



Strahlengewichte 



p=^- 



'• M- 



Schwerpunkt F der Fufs- 
punkte Fn. 



dtl cm p= cm 



± 






p6x 



Schwerpunkt K der Kreis- 
durchschnitte Kn, 



6y, I 9x, 

rfc cm ni cm 



k 



p9y. \ Pix. 



9 
gi3 



3 9ook65 
3 56ok8o 
I 585 4,cx) 
*340 1,85 
^530 1,55 



2 
I 
1 
a 
a 



L3 
0,8 
8,0 

3/7 
3/1 



12.9 
102 

69 
135 

55 



104 

75 

xi8 

85 

91 



168 
82 

55* 
500 
171 



16,9 



L^lundt^J 



M73 
87.* 



135 
60 

944 

315 
282 



143 
99 
5» 

142 

43 



87 
34 

XII 

74 
8x 



.86 

79 
408 
5*5 
133 



113 

*7 
888 
274 
251 



1736 
102,7 



[pMixuAlpM 



I33I 

78,8 



1553 
^9«/9 




^ z>_ ^'^S' Q^ _ '<x>/0 X 34/0 ^^^^ 

Aus der graphbchen DarsteUung ergibt sich für P unmittelbar 
^f, sss 90cm, dio « 6ocin. 



5. Endgültige Koordinaten, mittlerer Fehler Af und Proberechnung. 



/w. 



Punkt P. 



cTr. 



cm it 



dx. 



pSy. I pdx. 



Mittl. Fehler. 



h. 



ph. \phh 



Probe. 



= Ä- 



Q / » B J^ 



\ X2 

9 
5 II 

I14 
S«3 



lr3 
0,8 

8,0 
3/7 
3ii 



W 16,9 



66 

76 
61 

57 
56 



III 

7* 
736 
340 
260 



86 

61 

488 

211 

174 



7/9 
15,6 

^fi 
3/9 
7/4 



'*/5 
16,8 
14/4 
22,9 



10/3 81 



195 
35 
56 

169 



0/55 
0,60 

I/30 
0,90 
0,80 



4,3 
9/4 
*/7 
3/5 
5.9 



229 

»73 
338 

57 
140 



4 
10 
I 
I 
6 



X 



\phht 536 



' pdy\axA\pex'\ 
^J«ndt^ 

Ol M 



I5I9 
90 



,-^.t^- 

.-..^. 



«43 » 78,00 
19 174,00 



1020 
60 



536 



3x16,9 



0,90« 
0,60 s 



■43 178,90 
19 174,60 



V soll gleich ydb'rt^/jt sein. 

* = -^ a= 2063 für a. T., 

= 6366 fUrn.T., 
wenn s in Meter , h in Centi- 
meter... ausgedruckt ist. 
Liegt P in der Schnitt6gur 
von Pn aus gesehen 

a) rechts von dem Strahl, so 
bt V positiv, 

b) links von dem Strahl, so 
ist V negativ. 
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(Trig. Form. X2.) Einschneiden mit graphischer Darstellung der Visierstrahlen. 



Punkt P: § 15. 



6. Berechnung der endgültigen Neigungen -v. 



gi3 



y- 
yn-y* 






«46 152,58 

«43 178/90 
2973,68 



»46 726,13 

«43 178190 

3 547/^3 



21 692,54 

19 174,60 

^5^7.94 



18981.74 

19 174,60 

192,86 



«43 755/3^ 

•43 178,90 

576,46 



«41 ^09,99 

«43178,90 

I 968,91 



«41 581,08 

«43 178,90 

1 597.82 



17 ^8,95 
19 174,60 

1475.65 



17917/62 

19 174,60 

I 256,98 



log tg V. II log s. 



3- 47 3*9 
3. 40 105 
o. 07 224 



49M4'37 



3- 54 989 
2.28 524« 
1. 26 465» 



93« 06' 43' 



2.76077 
3. 16899« 
9. 59 178« 



158*» 39' 44' 



21 135.30 

19 174.60 

I 960,70 



3. 29 423« 
3.09933« 
o. 19 490 



237«» 26' 43* 



3.20353« 
3. 29 241 
9.91 112» 



320« 49' 21' 



gar keine äufseren Richtungen vorhanden sind, eine Orientierung also ttbeihaupt nicht statt- 
finden kann, ist deshalb stets nur die letzte Methode zu empfehlen.*) 

Sind innere Richtungen Überhaupt nicht vorhanden, ist also der Neupunkt P nur 
durch äufsere Richtungen , d. h. durch reines Vorwärtseinschneiden bestimmt worden , dann 
bleiben in Abt. 2 (S. 274) die Spalten für a, 0, \^ durchweg unausgefüUt und die 
Neigungen ^ werden sämtlich unverändert in die Spalte fn eingetragen. 

4. Berechnung genäherter Koordinaten des Neupunktes, 
Für die weitere Rechnung ist es erforderlich, zunächst genäherte Koordinaten ^, l 
für den Neupunkt P zu bestimmen. Auf welchem Wege dies geschieht, ist an sich gleich- 
gültig; jedoch müssen sie, damit die unten zu erläuternde graphische Darstellung der Visier- 
strahlen bequem und gut ausgeführt werden kann, den gesuchten endgültigen Koordinaten ^^ x 
so nahe als möglich kommen. In der Regel wird es sich empfehlen, ^, J nach § 25 aus 
den Neigungen <p oder ^ zweier Strahlen zu bestimmen, die von nahe liegenden 
gegebenen Punkten ausgehend sich unter einem günstigen Winkel (etwa «wischen f « 
bis Jti) schneiden. In dem Beispiele auf Seite 273 bis 276 ist diese Berechnung in 
der Formularabt. 1 mit den Neigungen ^ der Strahlen von § 11 und §14 ausgeführt 
worden und hat 

^«. 43 178,87. E= 19^74.75 

ergeben. Die in Abt. r vorgesehene Berechnung der Neigung pJ kann unterbleiben, 
wenn y/. was in der Regel der Fall sein wird, bereits in Spalte 4 des Abrisses (§ 89) 
nachgewiesen, also von dort zu entnehmen ist 



•) Es läftt lieh zwar auch ßr dic«m Fall einc eBtqarechend umgestaltet« graphische B««imiiniag 
anwenden, jedoch wird sie nicht immer so roverlässig ausfaDen. dafs sie aJlgemein empfohlen werfen könnte. 
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Zu bestimmender PirnM, P: .q-15- 
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5. Berechnung derAchsenabstände 
In dem Abstände t^Of wofür der Wert ^ auf Dezimeter abgerundet werden kann, denke 
man eine Parallele cur Abszissenachse gezogen und berechne jeden der Abstände (/, £«. . .«, 
l^ von der durch den KoordinatennuUpunkt gezogenen Senkrechten, d. h. für jeden Strahl 
die Abszisse des Punktes, in dem die Parallele durch den Strahl geschnitten wird, dessen 
Neigung ft in Abt 1 (S. 274) nachgewiesen ist. Man erhält diese Abszisse aus den Formeln: 

(5) l»~*»-rt<>-^J^^4fA'«. I (6) X««*« + {E«-*J» 

worin ^fi, Xh die Koordinaten des gegebenen Ausgangspunktes des Strahls bezeibhnen. 
In Abt. 3 auf S. 274 ist die Rechnung mit ^o^ "43 178190 ausgeführt worden. 

Wenn Visierstrahlen nahezu parallelder Abszissenachseliegen, können die Abszissep s» 
f&r diese Strahlen so erheblich von den übrigen ir» abweichen, dafs sie in dem für die 
graphische Darstellung zu verwendenden Formular nicht abgesetzt werden können. Alsdann 
sind für diese Visierstrahlen die Ordinaten Q» der Schnittpunkte der Richtungen /u mit 
einer passend gelegenen Ordinatenlinie tu berechnen, und zwar am zweckmäfsigsten nach 
den Formeln 

(7) *»-^«*=^^-^» I (^) »i. = ^i#+(tJ«-.y«). 

^^ Hm I 

WO mit %ff die Abszisse der angenommenen Ordinatenlinie bezeichnet ist, oder aber, wenn |^ 
bereits in gewöhnlicher Weise gefunden worden, nach den Formeln 



<'^ ^"'if^' I <'°> 



l)» *= IJo -f- ^/^. 



Diese Berechnungen können ebenfalls in Abt 3 unter entsprechender Änderung des Vor* 
drucks ausgeführt werden. 

6. Graphische Darstellung der Visierstrahlen. 

Nun und die Unterlagen gegeben, um die Visierstrahlei^ graphisch darzusteüeo. 
Hiersu dienen lithographierte Schemas (Fig. 134, S. 277)1 ^^ ^^^ einem Achsenkreuze und 
einer von ihm ausgehenden Millimeter- und Gradeinteilung versehen sind.*) 

Zunächst werden die Schnittpunkte Sn der Visierstrahlen mit den (Coordmatenachsen 
dngetmgen, indem die in Abt. 3 erhaltenen Abszissen |^ auf der Süd-Nord- Achse unddie 
etwa berechneten Ordinaten ^„ auf der West^Ost- Achse Inder Regel im Mafsstab i s xo 
abgesetzt werden, wobei für den Durchschnittspunkt Po der Achsen die Koordinaten t)^, %o 
genommen werden. Ist lo nicht bereits in Abt 3 zur Berechnung einzelner X^f, festgesetzt, 
so wird dafür ein für die zweckmäfsige Lage der Schnittfigur passender WeH nach den 
berechneten i^ beliebig angenommen. Das Absetzen der ;^ oder ^„ erfolgt entweder nach 
den Unterschieden |^ — lo oder ^„ — r^o unter Benutzung der im Schema vorgedruckten 
Bezifferung der Millimetereinteilung oder unmittelbar nach den d^für berechneten Roordmaten, 
nachdem im Schema die entsprechenden Koordinaten, so weit wie möglich gekürzt, eiD* 
geschrieben sind. In Fig. 134 ist der letzte Weg gewählt. 

Sodann werden die in Abt. 2 berechneten bestimmenden Richtungen ft tn der am 
Rande des Schemas vorgedruckten Gradeinteilung abgesetzt Sie sind durch kleine Kreise 
unter Beifügung der Nummer des betreffenden trig. Punktes bezeichnet Parallel zu den 
Geraden, die durch diese in der Gradeinteilung abgesetzten Punkte und den Durchschnitts- 
punkt Po desAchsenkreuzesbestimmt werden, werden hierauf die Visierstrahlen durch die 
Schnittpunkte S„ gehend verzeichnet und zwar in starken schwarzen Linien, wenn die 
Richtungen zweiseitig beobachtet sind, dagegen in feinen schwarzen Linien für die nur 



*) Wegen dfr Beicluiffung tolcher Schemas vgl. § 66, No. xo, S. s8i. 
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einseitig beobachteten Richtungen. .Will man sehr vorsichtig zu Werke gehen und die 
Schärfe der Zeichnung erhöhen, so wird man die Absetzung der Richtungen fi in der Grad- 
einteilung aufserdem noch bei fidzir bewirken können, wodurch man, indem beide abge- 
setzte Punkte mit dem Durchschnitte des Achsenkreuzes eine Gerade bilden müssen, eine 
erweiterte Unterlage für die Ziehung der Parallelen erhält. Die Visierstrahlen werden 
bezeichnet durch die Signatur und die Nummer des betrefTenden trig. Punktes, die an dem 
nach dem Punkte gerichteten Ende des Strahls eingetragen sind. 

In der Schnittfigur mttssen sämtliche zur Bestimmung des Neapunktes beobachteten 
•Visierstrahlen dargestellt werden. Wenn ausnahmsweise ein Strahl bei der weiteren Be- 
rechnung nicht benutzt werden kann, so empfiehlt es sich, ihn dennoch in der Schnittfigur 
nicht fehlen zu lassen, aber durch Beischreiben der Bemerkung „nicht benutst" zu kenn- 
zeichnen. (Vergl. § 89t Ziff. 9, S. 170.) 

7. Bestimmung des Neupunktes in der graphischen Darstellung. 

Der Neupunkt P wird aus den dargestellten Visierstrahlen nach dem Bertotschen 
Verfahren bestimmt*). Es wird in der Schnittfigur ein Kreis mit einem an sich beliebigen, 
jedoch zweckmäfsig zu 50011 (im Mafsstab i : 10) anzunehmenden Halbmesser aus einem 
beliebigen Mittelpunkt M gezeichnet. Sodann werden von einem ebenfalls beliebigen Punkte 
Q des Kreisumfanges Senkrechte auf die Visierstrahlen gefällt und die Fufspunkte F„ dieser 
Senkrechten sowohl, als auch deren Durchschnittspunkte iT^ mit dem Kreisumfange be- 
stimmt. Hierauf werden fUr sämtliche Punkte F^ und jK^ die Abstände von den 
Koordinatenachsen oder, wenn nach Ziff. 6 (vorstehend) die Aufzeichnung der Schnittfigur 
unmittelbar nach den Koordinaten ;„ oder t^„ erfolgt ist, die gekürzten Koordinaten aus 
dem graphischen Schema nach der vorgedruckten Millimetereinteilung abgelesen und als 
(fy, dx in Abt. 4 (S. 275) eingetragen. Nach Multiplikation der cfy und dx mit den 
Strahlengewich ten 

(") ^«?. 

worin s die Strahlenlänge bezeichnet und / gleich x oder 2 ist, je nachdem der Strahl 
einseitig oder zweiseitig beobachtet ist, ergeben sich die Abstände oder abgekürzten Koordinaten 

[p]' IP] 

für den Schwerpunkt F der Fufspunkte F„ und für den Schwerpunkt IT der Kreisdurch- 
schnitte A^, nach denen diese Punkte F und JC in dem 
graphischen Schema dargestellt werden. Nach Anleitung der 
Fig. 135 werden dann in dem Schema folgende gerade Linien 
^gezogen: 

^ ' a) von Q durch den Schwerpunkt F bis zum Durchschnitt T, 
mit dem Kreisumfang, 

b) von Ti durch den Schwerpunkt IT bis zum Durchschnitt 7> 
mit dem Kreisumfang, 

c) von Ta durch den Mittelpunkt M des Kreises bis zum 
Durchschnitt Tj mit dem Kreisumfang, 

d) von 



Fig 135. 




*) Comptes reodiu hebdomaaaires des s^ances de i'academie des sciences. 82. Bd. S. 683 fgd. 
Wegen Begründung der Methode Bertots aus den Lehren der Mechanik vgl. den Bericht Dr. Helmerts in 
der Zeiifchrift für Vermessungswesen, Stuttgart, VI. Band (1877), S. 53 fgd. Vgl. auch Dr. W. Jordan's 
Handbuch der Vermessungskunde, Stuttgart 1904, Bd. II. S. 366 u. folg. 
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Auf der Linie TjQ liegt der gesuchte Neupunkt F und zwar in einer Entfernung 
QP von ^, die in Abt 4 berechnet wird aus: 

wofür die Längen Ta Tj , QF und T^ÜC aus der Figur zu entnehmen sind. 

Durch Abtragen der Entfernung QP auf der Linie QTj von Q ab ergibt sicU 
endlich der Punkt P. Aus der graphischen Darstellung können seine Abstände dX^ot ^o 
vondemAchsenkreuzoder unmittelbar seine nach den Koordinaten eingeschriebenen gekfirzten 
Koordinaten mafsstäblich abgelesen und darnach in Abt. 4 (S. 273) eingeschrieben werden. 

FUr die Annahme von M und Q in der Schnittfigur mag beachtet werden, dafs M 

zweckmäfsig nicht allzuweit von dem mutmafslichen Orte des Punktes P und Q derart zu 

legen ist, dafs sehr stumpfe Schnitte der Perpendikel mit dem Kreisumfang möglichst 

vermieden werden. Zu diesem Zweck können in geeigneten Fällen M und Q beide auf 

einen Visierstrahl oder in eine Parallele zu einem Visierstrahl gelegt werden, wobei der 

Kreisdurchschnitt K^ (im ersteren Falle auch der Fufspunkt P^ für diesen Strahl mit Q 

zusammenfällt. Wird allein Q in dem Visierstrahl nach P^^ der Kreismittelpunkt M aber 

aufserhalb dieses Strahls angenommen, dann fällt zwar, wie zur Vorbeugung eines Irrtums 

ebenfalls ausdrücklich bemerkt werden mag, der Fufspunkt F^ der von Q auf diesen Strahl 

_ zu fällenden Senkrechten mit Q zusammen, 

Fig. J36. 

nicht aber der Kreisdurchschnitt K^. Ist ein 

y^^ ^^N. stumpfer Schnitt der von Q auf einen Strahl 

/ A ^ ^^^ ^^ geHÜlten Senkrechten mit dem Kreis- 

/ :\ umfange nicht zu vermeiden gewesen, so wird 

I ^ m'' : I ^^^ Kreisdurchschnitt K^ gleichwohl scharf er- 

-i -^ Fn.j Strahl nach K galten, wenn man (Fig. 136) durch Q und// 

Aj."j] ^ lA, den Kreisdurchmesser QMQ' und dann zu dem 

\^^ "/^ " Strahl nach P^ ein Parallele durch Q* zieht, 

^ ^ die mit der Senkrechten QF^K^ in K^ unter 

einem rechten Winkel zusammentreffen wird. Dafs dem so sei, folgt aus der Eigenschaft 
des A Q*K^Q als eines auf dem Kreisdurchmesser stehenden Peripheriewinkels. 

Die Lage des Neupunktes P in der graphischen Darstellung ist allein von der Be- 
stimmung der beiden Schwerpunkte F und K abhängig. Um deren Schärfe zu sichern, 
kann es erforderlich werden, bei Strahlen mit vergleichsweise erheblichem Gewichte die 
Werte für (fy. 6x in Abt. 4 (S. 275) mit einer Dezimalstelle der Zentimeter anzugeben. 
Der Neupunkt P mufs in der graphischen Darstellung seine Lage jederzeit inner- 
halb der durch die Visierstrahlen umgrenzten Fläche erhalten. Fällt er aufserhalb dieser 
Fläche, so wird ein Irrtum vorgekommen sein, der schon jetzt aufgesucht und beseitigt 
werden mufs, obschon er auch bei den unten folgenden weiteren Rechnungen (Abt 5, 
S. 275) zu Tage treten wird. 

8. HUlfsmittel für die Bestimmung. 
Bei der praktischen Anwendung des beschriebenen Verfahrens zur Bestimmung des 
Neupunktes P in der Schnittfigur empfiehlt es sich, sämtliche (in Fig. 134. S. 277, zur 
Vereinfachung des Druckes schwarz punktiert dargestellte) Konstruktionslinien, sowie den 
Konstruktionskreis sofort bei der Berechnung in scharfen roten Linien in das Schema ein- 
zutragen. Es ist nicht zweckmäfsig, diese Linien vorläufig in Blei zu zeichnen und erst 
nachträglich rot auszuziehen. In gleicher Farbe wie die Konstruktionslinien werden auch 
die zur Bezeichnung der Konstruktionspunkte dienenden Buchstaben und Nummern eingetragen. 

Die zur Bildung der Gewichte ^ = -^ erforderlichen Werte von -j können aus der 

Hülfstafel VnX mit der Strahlenlänge s als Argument entnommen werden, wobei die 
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Lange s aus den in Abt. 3 (S. 274) berechneten Koordinotenunterschieden t^o—y/t* 

£^ — x„ mit Hülfe von Quadrattafeln annähernd, jedoch mit hinreichender Genauigkeit 

z 10 000 000 
berechnet werden. Die für -5 in der Tafel Vin angegebenen Werte sind gleich -3 1 



so dafs der Strahl von Kiooooooo = 3 162"» das Gewicht t hat, was aber, da die Gewichte 
nur Verhältniszahlen sind, weiter keiner Berücksichtigung bedarL 



9. Endgültige Bestimmung des Neupunktes. 

Um die endgültigen Koordinaten zu ermitteln und zugleich die richtige Ausführung 
der Konstruktion zu sichern, werden von P aus wieder Senkrechte h auf die Visierstrahlen 



(Fig. 134) gefeit und die Abstände oder gekürzten Koordinaten 



[P^y] [P^ 



r , , v ^ für den 
[P] [P] 

Schwerpunkt der Fufspunkte dieser Senkrechten in gleicher Weise in Abt. 5 iS. 275) be- 
rechnet, wie es für den Schwerpunkt F der Fufspunkte F^ nach Ziff. 7 in Abt. 4 geschehen 

{pM \p&x\ 
ist. Die so berechneten Abstände oder gekürzten Koordinaten ^^c^t >• , dürfen von 

l^J VPy 
den Abständen S\^Oi (flo oder von den gekürzten Koordinaten, die sich für den Punkt 
P unmittelbar aus der graphischen Darstellung ergeben and in Abt. 4 eingeschrieben sind, 
um höchstens icm abweichen. Ist diese Obereinstimmung nicht vorhanden, so ist der 
Punkt P unrichtig bestimmt und deshalb die Berechnung in Abt. 4 und 5 sowie die 
Konstruktion im graphischen Schema (Fig. 134) zu prüfen und soweit nötig zu berichtigen. 
Zeigt sich keine gröfsere Abweichung, so werden die Abstände oder gekürzten Koordinaten 

\p6y\ {P^x\ 

r T , r 1 ^" ^^" Koordinaten Ij^i lo oder zu den an den Koordinaten gekürzten 

iP\ VP\ 

"feilen addiert, wodurch die endgültigen Koordinaton 



(n) 



'>>o + 



iP^y] 



[#] • 



* = Jo + 






für den Punkt Perhalten werden.*) Die Werte ^-y und v-y' *"* ( H) werden als 

die schärferen anzusehen sein, wodurch sich ihre Benutzung an Stelle der in Abt. 4 nach 
No. 7 eingeschriebenen Werte ÖX^ot <flo für die endgültige Bestimmung rechtfertigt. 



*) Den Punkt P kann man auch auf dem Wege allmählicher Annäherung finden, indem man einen 
genäherten Punkt $^ schätzungsweise in der Figur annimmt, von diesem Punkte aus Senkrechte auf die einzelnen 



Strahlen fallt, aus den Koordinaten der so erhaltenen Fufspunkte F^ nach t) = t)(9 - 



[pM 



£ = 1»- 



[pdx] 



den mehr genäherten Punkt Sßj ermittelt, hiermit wieder wie mit 9^ verfahrt, woraus der noch mehr genäherte 
Punkt ißj gefunden wird, und in dieser Weise so lange fortfährt, bis ein ^wesentlich anderer Punkt nicht 
mehr erzielt wird, und somit der letzte Punkt als endgültiger Punkt P genommen werden kann. Allein wenn 
die Annäherung ofbnals wiederholt werden mufs, wird hierbei nicht immer eine Arbeitsersparnis gegenüber 
dem obigen Verfahren erzielt werden. Man kann sich jedoch durch die Praxis eine solche Übung aneignen, 
dafs man gleich mit der ersten Annahme des Punktes $^ dem endgültigen Punkte F sehr nahe kommt. In 
aiaticben Fällen wird auch die gute Schätzung des Ortes für den Punkt $, nach der Gestaltung der Schnitt- 
fignr unter Berücksichtigung der in Abt. 4 des trig. Form. la nachgewiesenen Strahlengewichte besondere 
Schwierigkeiten nicht darbieten Beispielsweise wird im Falle der Fig. 134 der gesuchte Punkt in der Richtung 
Nordwest— Sudost vorzugsweise durch die beiden Strahlen von X zx und g 13 mit den Gewichten 8^ und 3«i 
bestimmt, wonach er in dieser Richtung nahe an einer Hülfslinie liegen mufs, die den Abstand beider Strahlen 
nach dem Verhältnis von — : — =0,13:0^33 = 0,29:0/71 teilt. In der Richtung Ostnordost — Westsüdwest 

*^ seine Lage vorzugsweise durch die Strahlen von F 14 und § za mit den Gewichten 3,7 und 1,3, also 

<lurch eine Hülfslinie angezeigt, durch die der Abst.ind dieser beiden Strahlen nach dem Verhältnis von 
I I 
TZ' — = 0,37 : 0,77 = 0,26 : 0,74 geteilt wird. Wird hiernach ^j in der Figur als Durchschnitt dieser beiden 

Hüi&Unien angenommen, so wird man ihn an dem durch die Koordinaten «43 178/89 «od «9 '74*^ angezeigten 
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10. Mittlere Fehler und Richtungsänderungen. 

Nach den aus der graphischen Darstellung zu entnehmenden Längen der unter No. 9 
erwähnten rechtwinkligen Abstände h des Punktes P von den Visj erstrahlen ergeben sich 
sodann noch in Abt. 5 (S. 275) der mittlere Fehler des Punktes Pi 



(14) 4/-±lOiMZ 

in Centimeter und die den AbfCXnden h entsprechenden Richtungsänderungen 
(IS) «--Aj 

in Sekunden, wenn k in Centimeter . s in Meter und k ae ^ genommen wird. Die Werte 

100 

von ~ können mit den Strahlenlängen s als Argument aus der HUlfstafel IX entnommen 

werden. Wenn, von P^ in der Vorwärtsrichtung des betreffenden Strahles gesehen, P und 
also auch h sur rechten Hand liegt, ist h und damit auch v positiv, wenn P und h linker 
Hand li^ und h und v negativ. 



Pn O- 



POr die numerische Reehnong in Abt. 5 nug beachtet werden, dafs wenn mit h in 
die Crelleschen Tafeln eingegangen wird, für jeden Strahl der Reihe nach die Werte 

pht phh^ h— mit einer Tafelaufschlagung entnommen werden können. 



II. Berechnung der endgültigen Neigungen und deren Übertragung 

in den Abrifs. 

Aus den in Abt 5 gefundenen endgültigen Koordinaten y, x des Neupunktes P und 
den Koordinaten y^, x^^ der gegebenen Punkte P^^ die sur Bestimmung von /'gedient 
haben, werden endlich in Abt. 6 (S. 276) die endgültigen Neigungen v^^ nach 

(16) /^^,=^tll2 

berechnet und von hier unter Zulegung von zwei Rechten (vgL § 17) in die mit i^db'' 
überschriebene Spalte der Abt 5 (S. 275) übertragen. Die nunmehr hier tu bildenden 
Unterschiede 

(17) * i'„±i-/i„. 

unter fi^ wieder die Neigungen in Abt. 2 (S. 274) verstanden, müssen mit den nach (15) 
bereits berechneten Neigungs Verbesserungen v bis auf die in der Ungenauigkeit der 
Rechnungen begründeten kleinen Abweichungen übereinstimmen, womit alles gegen 
Irrtümer gesichert ist. 

Aufserdem werden die endgültigen Neigungen gemäfs Ziffer 7 im § S9 (S. 268} in 
Spalte 4 des Abrisses, und zwar: 



Orte Anden, also den Punkt P schon bis auf 1 en Abweichung genau erreicht haben und die Naheruagf 
rechnung t>ereits mit 9^ = P cum Abschlufs bringen. 

Der gute Erfolg bei der Schätzung des Punktes 9, ist wesentlich von der zweckmäfsigen Auswahl 
der Strahlen abhängig, die die gedachten Hülfslinien bestimmen, und hierfür ist es nicht unwichtig, den 
Strahlen ihre Gewichte / in der Schntufigur selbst beizuschreiben. 
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a) iD der Unterabteilung ö „Neubestimmte Punkte" als i^ unter der Überschrift des 
Punktes /'selbst (mit roter*) Tinte) — s. S. a6x für § 15, 

b) in der Unterabteilung a „Gegebene Punkte" oder ebenfalls in der Unterabteilung b 
Air vorher bereits berechnete Neupunkte als v dtz" unter der Überschrift der sur 
Bestimmung des Punktes P benutzten Punkte P^ (mit schwarzer*) Tinte) 

übertragen, indem zugleich die im § 89 bezeichneten weiteren Eintragungen zu a in 
Spalte 7, 81 9 (rot), zu b in Spalte 9 (schwarz) ausgeführt werden. 

XI. Schlufsbemerkungen. 
Die Punktbestimmung mit graphischer Darstellung der Visierstrahlen unterscheidet 
sich von der Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate in ihrer Wirkung 
nur dadurch, dafs ftlr die bestimmenden Neigungen die in Abt. 2 (S. 174) gefundenen 

Mittelwerte fi = ^ ^ eingeftihrt werden , während bei Anwendung dieser Mediode die 

2 

Neigungen ^ und die inneren Richtungen a gesondert als bestimmende Gröften auftreten. 
Beim reinen Vorwärtseinschneiden, bei dem innere Richtungen a bicht vorhanden sind» 
führen beide Bestimmungsarten zu den gleichen Ergebnissen. 

Die graphische Behandlung an sich wird, da sie in einem sehr grofien Mafsstabe 
erfolgen kann, die Schärfe der Ergebnisse nicht wesentlich beeinträchtigen« 

§ 91. 

Wird ein Neupunkt P nur durch drei Visierstrahlen bestimmt, so bilden diese in 
der graphischen Darstellung ein fehlerzeigendes Dreieck, innerhalb dessen der gesuchte 
Punkt P liegen mufs. In diesem besonderen Falle wird P in folgender einfacherer 
Weise gefunden.**) 

Die drei Seiten des fehlerzeigenden Dreiecks werden, je nachdem sie den von den 
gegebenen Punkten Pa, Pd» Pe aus gehenden Strahlen angehören, beziehentlich mit ^«i 
£"6, gc bezeichnet. Im Übrigen seien in der bisherigen Bezeichnungsweise: /«, sh% Sc die 

Strahlenlängen, pa = -^, pö = -^, pc = — ^ nach ( 1 1 ) im § 90 die Strahlen* 
Sq Sa Sö s^ Sc Sc 

gewichte, A«, A^, Ac die senkrechten Abstände des Punktes P von den Strahlen, endlich 

Va,vöt vc die diesen Abständen entsprechenden Änderungen der Neigungswinkel ^a, fib% fic» 

Die Längen der Dreiecksseiten ga, gb^ gc werden nach dem Mafsstabe aus der 

graphischen Darstellung entnommen. Zwischen v und h, bestehen nach ( 15 ) im § 90 

die Beziehungen: 



k 


k 


k 


ha-. 


vb^hb". 


»tf = Af — • 


Sa 


Sb 


Sc 



(I) 

worin man auch hier v in Sekunden erhält, wenn h in Centimeter , « in Meter., und 

p* 
ilsa-H— genommen wird (HülfsUfel IX). 
100 

Es kommt darauf an, durch die Bestimmung des Punktes P in dem fehlerzeigenden 

Dreiecke die Proportion 

( 2 ) A« : A^ : Ac SS OTa : 01^ : Hl« 

zQ erfüllen, worin 

f - \ ' g» gb gc 

/« Pb p€ 



*) Vgl. die Anmerkung auf S. «69. 

**) Helmen, Studien über rationelle Vermessungen im Gebiete der höheren Geoditia, is Sehl&milchs 
Zeitschrift für Mathematik und Physik, ty Jahrgang. t868, S. gt. 
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(Trig. Form, i».) Einschneiden mit graphischer Darstellung der Visierstrahlen. 


4. Berechnung sur graphischen Bestimmang des Ptinktes P, 1 




Sfrahiengewichte 


Schwerpunkt F der Fufs- 


1 

Schwerpunkt K der Kreis- j 


Pn. 


/='7- 


punkte Fff 


durchschnitte Kh* I 


J. 


'^.. 


P- 


, --f 


/>(fy. II pöx. 


^y 


dx. 


fdy. || /rfjr. 1 




m 




^ 


zt 


lldb 




=h 


cml 


± 


cm ±1 ii± 




P» 


IlgO 


je,. 4 


1 '*'* 


26,g 1 vh 




















! 
! 


Pb 


1593 


3,9 » 


7,8 


15,5 a<> 




















Pc 


III7 


8,0 i 


8,0 


»8,0 35 
{piy\ und (/<fxl 




















l 




1 




1 11 
[pSy] und 


pdx] 


1 












tf >:! und ^^f"} 




1 




ff^flundtf^'l 
[P] [P] 


l! 

1 


1 

1 


/\ ^''' ^"'^ 


r^^rj . e/^ X 


- as cm 


T-^isr "- 


1 


/ ^^>^y^\ 


\ /\ / ^"* ''*' igraphischen Darstellung ergiht. sich für P unmittelbar 


\/;____| — -^^ rfljtf -» + 6">, ile — — 4". 


Endgültige Koordinaten, mittlerer Fehler M und Proberecbnung. 


Pn. 


Punkt P. 


Mittlerer Fehler. 


Probe. j 


P' 


iy. 


ex 


/rf,. 


/^*. 


h. 


ph. 


/AA. 


s 


V 

s 


y±n 


•>±n-y. 




- 


t c» 1 


± cm 


dr 




rfc 




cm 








± 


« 




.!± 




Pa 


i2,a - 


t- » 1 


— 2 


-f- 


14 


— 


24 


4.8 


58,6 


281 


1.60 


-+- 


7.7 


3123- 


*ai + 


8 ! 


Pb 


7,8 - 


«- 5 


— 8 


-h 


39 




62 


4,3 


33,5 


144 


1,30 


— 


5fi 


11043- 


♦6|- 


6 ' 


Pc 


8rO - 


f- 14 


- 4 


+ 


112 


1 


32 


',6 


60,8 


462 


1,85 


+ 


14,1 


17839 


r 


«4 i 


18,0 


+ 




H- 




887 


if soll gleich V d: « — /« sein. 




1 






- 




— 




e 


[phh] 


0' 1 
k = -^ = 2063 für a..T. 
100 ^ 

=r 6366 für n. T., 
wenn s in Meter , k in Centi- 
meter . ausgedrückt ist 


{n-^)[P\ 
887 


pfy] und (/(f*] 




175 
6 


_ 


4 


X X 28,0 


1 




{P\ {P\ 






1 




-^=± 5,6cm 1 


Liegt P in der Schnittfigur 












von Pn aus gesehen 


r=^-^t^= 


24351,20 -+ 


- 0,06 = 




24351,26 


a) rechts von dem Strahl, so 
ist V positiv. 












b) links von dem Strahl, so 
ist V negativ. 


«16358,60 - 


- 0,04 = 




«16358,56 
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(Trig^. Form, tx.) Einschneiden mit graphischer Darstellung der Visierstrahlen. 



6. Berechnung der endgültigen Neigungen v 



yn-y. 



X 

Xm — x, 



log (yn — y\ 

log \^Xn — x\ 

log tg V. 



log sin V. 

log cos V, 

log 5. 



Pa. 



Fb. 



Pc. 



*3 684,33 

44351,26 

666,93 



«15165,74 

«16358,56 

I 092,82 



2. 82 408if 
3.03855« 
9-78 553 



22861,33 

24 351,26 

I 489,93 



«16922,43 

«16358,56 

563/87 



3 17317« 
2.75 118 
0.42 199« 



290043' 46' 



24 3*5r06 

24 351,26 

26,20 



«17475,50 

«16358,56 

I 116,94 



1.41 830« 
3. 04 803 
8. 370^7« 



358M9'*3' 



Pa 
Pb 
Pc 



Flg. X37. 



Es seien gegeben die drei Netzpunkte Pa% Pb* Pc durch folgende Koordinaten ^, x^ 
tmd dazu die beigefügten, nach § 90, No. 3 erhaltenen Neigungen /i: 

y X fji 

^3 684,33 «15265,74 31^23 '34' 

22861,33 «16922,43 HO 43 52 

24325^ «17475*50 1783909 

Auf dem im § 90 unter No. 4 bezeichneten Wege seien gefunden die genäherten 
Koordinaten : 

^0 = 24351.20 Jö= «16 358.60 

Hiermit wird die nebenstehende, in vereinfachter Form abgedruckte graphische Darstellung der 

Visierstrahlen (Fig. 137) 
erhalten. Sie ergibt« 
für das fehlerzeigende 
Dreieck abc mafsstäb- 
lich: 

^a = 26,8 an, 

gb= 15,5^» 
gc == 28,0 cm. 

Die sich hier an- 
schliefsende Berechnung 
von ntat ^b% ^c ist in 
den vorstehend in zu- 
sammengefafster Form 
und mit entsprechenden 

Abänderungen des 
Schemas abgedruckten 
Abt 4, 5, 6 des trig. 
Formulars 12 enthalten. 
Die nach ( 3 ) gefundenen 
Werte ma=22, m5=20, 
mc=35, die als Ver- 
hältniszahlen mit einer 
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beliebigen Zahl (im yorliegenden Falle mit lo) multipliziert werden konnten, sind in der 
Figur ihren Strahlen beigeschrieben. . 

Jetst siehe man in der graphischen Darstellung su dem Strahl Pa in dem Abstände 
ma ■■ t% die Parallele b'c' , su dem Strahl P^ in dem Abstände ms «» lo die Parallele a V, 
SU dem Strahl Pc in dem Abstände m^sss 35 die Parallele a*b\ und swar jedesmal an 
derjenigen Seite des betreffenden Strahb, an der die dritte Ecke des fehler s eig e nden 
Dreiecks liegt. Die Mafse m«, »13 1 «ic können nach einem von dem Ma(sstabe der 
graphischen Darstellung abweichenden beliebigen Mafsstabe abgesetzt werden. Man wird 
hierdurch das dem ^abc Hhnliche ^ab*c* erhalten. Zieht man nun die Geraden aa', 
bb\ cc* so werden sich diese in einem Punkte schneiden, und dieser ist der gesuchte 
Neupunkt P, Denn denkt man von a' einerseits eine Senkrechte auf ac, andererseits eine 
Senkrechte auf ab gefällt, so hat man, da diese Senkrechten tufolge der Konstruktion 
gleich ms und mc sind, die Proportion: 

( 4 ) aP: aa' ^ ks : md ^b hc : mc. 

Ahnlich findet man: 

( 5 ) bPiW wmk^xm^ mm hcxm^, | ( 6 ) cP^ec* mmhmxma^hbim^ 

Daraus folgt: 

(7) h^i m^ wm hb i ms wm ht i mc, 1(8) A« : A3 : Ar »» m« : m^ : mc, 

so dafs also durch die Bestimmung des Punktes P die Proportion ( t ) erfüllt ist. 

Indem die Abstünde d^o und dlö von dem Achsenkreuz NS, WO nach dem der 
Schnittfigur abc tu Grunde liegenden verjüngten Mafsstab aus der Figur entnommen und 
SU p0 und lo zugelegt werden, erhält man die gesuchten Koordinaten ^ und x fUr P 

Werden weiter wiederum von /^ die Senkrechten A«, A3, Ar (in Fig. 137 nicht dar- 
gestellt) auf die Visierstrahlen geOlllt, so werden nicht nur aus den Koordinaten ihrer 
Fuftpunkte die endgültigen Koordinaten ^, x für P nach No. 9, im § 90, sondern auch 
die Längen der senkrechten Abstände A«. A3. A^ selbst für die Berechnung nach No. 10 
im § 90 erhalten. Das Ergebnis ist in Abt. 5 (S. 184) nachgewiesen und zugleich ist die 
Berechnung der endgültigen Neigungen •v aus den endgültigen Koordinaten in Abt. 6 
(S. 185) hinzugeftlgt 

Die Abstände ha, A3, hc kann man auch durch Rechnung finden. P sei der doppelte 
Flächeninhalt des fehlerzeigenden Dreiecks abc, der sich nach der Figur aus Grundlinie 
und Höhe oder nach ( 101 ) im § i aus den drei Seiten berechnen läfst. Alsdann hat 
man aus den Gleichungen: 

(9) ^» A« 4- ^3 A3 -h ^r Ar SS» /^, l(to) Aa: A3:Arnm«;m3:mr. 

in denen F, ^«, ^3* ^e* ^a» "^ö- mc bekannte Gröfsen sind, die Unbekannten: 

(11) ho^moQ, hs^mbQ, hc^mcQ, 

wo 



(11) 0- 



ga ma 4- ^3 «3 -I- gc mc 



Auch bei dieser Rechnung kOnnen die Zahlenwerte für m«, 1113, mc vermöge ihrer 
Eigenschaft als Verhältniszahlen uro die gleiche Stellenzahl gekUrit werden. 

Werden nach dem der Schnittfigur a^c zu Grunde liegenden verjüngten Mafsstabe 
in den Abständen A«, A3, Ar Parallelen zu den Strahlen Pa, Pb, Pc gezogen, so werden 
sich diese In einem Punkte schneiden, und dieser ist der gesuchte Punkt P. Endlich 
werden (f1)<7, 6^0 wie oben aus der Schnittfigur entnonunen, und auch alles übrige wird 
wie oben gefunden. 
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Kap. 7. Das Einsclmeiden nach der Methode der 
kleinsten Quadrate. 

Das Einsebneiden im allgemeinen (Gemischtes VorwSrts- und 
RUckwIrtseinschneiden). 

§ 92. 

Die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate auf die Punktbestimmung durch 
Einschneiden ist bereits im Abschn. IV, Kap. g. S. 137 bis 156 ausfuhrlich entwickelt 
worden. £s kommt hier nur darauf an, das Verfahren bei der schematischen Rechnung 
fUr die Bedürfnisse der Praxis übersichtlich darzustellen, wenngleich hierdurch das, was 
dort gesagt ist, tum Teil nur in anderer Form wiederholt wird. Zur Erläuterung möge 
nachstehend die Bestimmung des im Berechnungsplane (S. 049) unter No. 3 und im 
Abrifs (S. 258) unter No. x6 aufgeführten trig. Punktes § 11 (vgl. Fig. 129, S. 252) 
gewühlt werden. Die zugehörige Berechnung im trig. Form. 10 ist, da es sich um einen 
Punkt m. Ordnung handelt, mit sechsstelligen Logarithmen ausgeführt und auf S. 288 bis 290 
abgedruckt. 

r. Äußere Richtungen. 

Der Neupunkt 511 wird durch 5 äufsere und 4 innnere Richtungen bestimmt. Aach 
hier sind wieder, wie im § 90, beide Arten von Richtungen zu unterscheiden. 

Die Neigungen ^ der ttufseren Richtungen sind mittels der auf den gegebenen 
(oder bereits berechneten) Punkten beobachteten ausgeglichenen Richtungswinkel an nach 
No. 5 oder No. 7 des § 89 in Sp. 8 des Abrisses als endgültig orientierte Richtungen 
festgestellt und schwarz*) eingetragen. Sie werden von dort unter Zulegung von zwei 
fechten, also als ^ d: n in die bezügliche Spalte der Abt. 3 des Rechenformulars (S. 288) 
unter dem Abschnitt „Äufsere Richtungen*' übernommen. 

2, Innere Richtungen^ 
Die inneren Richtungen or», die auf dem Neupunkte /' ( § xi ) beobachtet und 
nach der Stationsausgleichung in Sp. 6 des Abrisses (S. 258) vorgetragen sind, werden 
soweit sie zur Bestimmung des Neupunktes dienen, sämtlich, und zwar ohne jede 
Abänderung ebenfalls in dieselbe Spalte der Abt. 3 (S. 288)1 jedoch unter dem Abschnitte 
„Innere Richtungen" übergeführt Zum Unterschiede von der Bestimmungsart des § 90 
ist es hier gleichgültig, ob die äufseren und die inneren Richtungen sich auf dieselben 
gegebenen Punkte beziehen oder nicht, d. h. ob sie zweiseitige oder einseitige Richtungen 
darstellen. 

j. Berechnung genäherter Koordinaten des Neupunktes» 
Jet^t müssen zunächst auch hier für den Neupunkt P genäherte Koordinaten ^, %, 
bestimmt werden, von denen Ähnliches gilt, wie unter No. 4 im § 90 gesagt ist 

Sind genäherte Koordinaten für den Neupunkt bereits anderweit bekannt, so bedarf 
es ihrer Berechnung in Abt. i **) überhaupt nicht. Ergibt, sich bei der Fortsetzung der 
Berechnung in den folgenden Formularabteilungen, dafs bei der Berechnung der genäherten 
Koordinaten % \ in Abt. i Fehler vorgekommen sind, so bt eine abermalige Berechnung 
in 'dieser Abteilung gleichwohl nicht erforderlich, es sei denn, dafs die vorgekommenen 
Fehler so grofs wären, dafs die Rechenformeln in den folgenden Formularabteilungen ihrer 
Natur nach überhaupt nicht mehr Anwendung finden könnten. Denn durch die Rechnung 
in den folgenden Abteilungen werden solche Fehler von geringer Bedeutung ebenso wieder 

**) Vj^l. die Anmerkung auf S. 969 
^} Die nicht mit abgedruckte Abt. i hat die gleiche Einrichtung wie Abt. i des trig. Form. sa. (S. 973). 
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(Trig. Fonn. lo.) Einschneiden nach der Methode der kleinsten Quadrate. 

Zu bestimmender 
o. Berechnung der Neigungen n u. s. w. aus den genäherten Koordinaten. 



S 9 
^ 7 



t( g 
E E 



Q -5 



±1 -^r-h^tj. 









log z/^. 

log ig n. 
n. 



. « j n \ 



log sin n.' 
cpUogi^}iog'y''Q -^j-. 



log q\ i 



:=t 



10.5 



10 3 



9-1 



10.4 



10.2 



»41 024,15 

«43 7S5.42 

» 73^*7 

4 7*3»»3 



15707,05 

17699,01 

I 991,96 

739^31 



3.674139» ,1 3-436365'» 

a. 868827 I 3.299281* 

o. 805 4x2« i o. 137084 

278*» 53' 46,1' '233** 53' 46.0' 



9. 90 74 w'' I. 69 28jf 

9.7703«! I- 55 57 

<>• 47 'o :; - ! 49.3 

5-3» 44 j-h I 36.0 



•39668,14 

•43 755^41 

4 o87r*8 

1438,51 



"43 96I133 
•43 755/4* 
205,91 1+ 
6 995,92 



«467*6,13 

«43 75541 
2970,71 
4*53.44 



■44 147.53 

«43755.42 

392,11 

8 803.04 



*o 34778 
17699,01 

* 648.77 
6 736.05 



3. 157 913» 
3. 8i8 406 

9- 3*9 507« 
347 56' 43.3' 



24 489,02 

17699,01 

6 790,01 

6,584, to 



3- 844 845 

3.818496 
o. 026 349 

46044* 13.3' 



3. 611 435« 

3. 423 044 

o. 188 391» 

302056*43.0' 



9. 9* 39« 
9 73 55 j 
6.31 25 

5- V 



44 



2.313677 
3.83187t 

8. 48X 806 
1044' 13.»' 



8.48 16 ! 

9 99 98 I 

6. 16 79 I 4- 

5. 31 44 l| — 



5508« 
3624» 

35.^ 
23.0 



9. 96 39 
1.4821«» 
0.9 
30,3 



«8981,74 
17 699,01 

I 18*73 
X 687.98 



3. 628 740 

3. 227 367» 

o 401 373« 

1 11« 38' 44,4* 



3. 47* 860 
3.108 135 
o. 364 7*5 
660 38' 44,5* 



9. 96 29 
9-59 8* 
6. 49 00 
5-3M4 



1.7673 
I. 40 2611 
58.5 
*5.3 



8 503,86 
17 699,01 

9«95.»5 

9 587.*6 



3- 944,633» 

3. 981 694« 

9. 96*.939 

222« 33**9,8* 



2. 593 408 

3- 963 559» 

8. 629 849» 

«77M3'*9.6' 



8.6295 I 9.9800 
9.9996«! 1.3501 
6. 03 61 U-h I 1,0 

5-3M4|-h| 22,4 



3. Bildung der Faktoren a, ö und Fehler / der Fehlergleichungen. 



a. 



Die Rieh 
tungen 
sind ent' 



^±n. 



to =r n ~ 0. 






10 

8 

S 6 

9 

7 



— 


49/3 
35.6 


-+- 


0.9 


-h 


58.5 


k 


1,0 


L 


*4,5 



-f- 


36,0 


— 


*3.o 


— 


30.3 


— 


*5.3 


-1- 


**.4 


n 


20,2 



Äufsere Richtungen« 



15 
13 
II 

14 
12 



*33 
302 

X 

66 

^77 



45.9 
4*. 5 
15.* 
38,3 
26,6 



48,5 



10 


— 


49i3 


— 


4*,9 


+- 


36,0 


-h 


46,7 


8 


— 


35.6 


- 


29,2 


- 


*3.o 


- 


i*.3 


6 


+ 


0,9 


4- 


7.3 


— 


30,3 


— 


19,6 


9 


-h 


58,5 


H" 


64.9 


— 


*5.3 


— 


X4.6 




— 


*5.5 


H- 


7*.* 


- 


42,6 


+ 


46,7 






6,4 




7*»« 




10,7 




46,5 



Innere Richtungen. 



o 

69 

1*7 

192 



00,0 

05.5 
*8,3 
59.8 



33r6 



233 

302 

I 

66 

^77 



o 

69 

127 

19^ 



53 


46,0 


56 


43.0 


44 


13.1 


38 


44.5 


33 


*9.6 


• 


56,* 



00,0 

57.0 

*7.i 
58.5 



0,1 
0.5 
*,i 

6,2 

3.0 



77, 



22,6 



0,0 1 

8.5 

I,* 
1.3 1 



11,0 
*.8 



*,8 
57 
1.6 

1.5 



5.9, 
57 



log Q* ist für alte TeiluBfg = 5. 31 44, für neue Teilung = 5. 80 39. 
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(Trig. Form xo.) Einschneiden nach der Methode der kleinsten Quadrate. 



Punkt P: gii. 



4« Quadrat- und Produktensammenf endgültige Koordinaten und mittlere Fehler My und i/jr 



«»^ I »v7- I/f7- 



paeu 



pab. 



paß 



pbb. 



pbf. 



|I0 

8 
6 

9 
7 

;io 
% 

6 
9 



I 



49i3 



o,i 

2,8 

57 
t6 

'.5 



2430 
2 267 

X 

3422 

X 

X840 

853 

53 
42x2 



'775 
8«9 

27 
X 480 

1% 

2003 
359 
M3 
948 



14079 



X 200 
6376 



5176 
pab\ ^ß,. 



4.9 

17.8 

1.9 

36*7 

3»o 

110,1 

166,4 

"J 

97.4 



X 196 
519 
918 
640 
501 

1 i8t 

384 
2x3 



641,2 
I44J 



496,5 



68r4 
[pbb]^B,. 



3.6 

63,6 

156,9 
67,2 

130.8 
70.1 
31.4 

2X,9 



335r3 

221,7 



113.6 



5176 






0.367 
0483 



Fi 



_F, 
A, 



497 



0.035 
0,02a 



0,057 






6814 
X 901 



49^3 






5. 
"SB* 



114 
i8i 



295 
0.060 



Erste Sigmaprobe. 



^'F 
■fflTu^ 



»7.4 
I7J 
35.1 






28,3 
6.8 



35.« 






•43755.42 
17 699,ox 



0,06 = 
0,06 = 



'43755.36 
T7 698,95 



±M,^± V^ = ±/o,oo 181 =±0/ 



043 



± i/, « i/^y — = db 0,043 X 0,695 = ± 0,030 



B^ 



5. Mittlerer Fehler m und Proberechnung. 



Pm. 



a<^ 4-3^1) «"(flu 






pvv. 



Pf/' 






I 10 
8 
6 

9 

7 



> 10 
8 
6 
9 



4- 


2,81 


— 


2,16 


4- 


0,65 


4- 


0,75 


4- 


2,03 -h 


1,38 


4- 


3.41 


4- 


3.9» 


- 


0,05 


4- 


1,82 


4- 


1.77 


— 


0,33 


— 


3,33 


4- 


1,52 


— 


i,8x 


4- 


4,39 


— 


0,06 


— 


1,34 


— 


1.40 


H- 


1,60 


4- 


1,40 


4- 


1,12 


4- 


2,bX 


4- 


10,32 



Aufsere Richtungen, 



0,6 


0,0 


233 


15.3 


0,2 


302 


o,x 


4,4 


X 


19,3 


38,4 


66 


2.6 


9/0 


»77 



53 


46,9 


56 


46,7 


44 


14,9 


38 


42,4 


33 


28.* 




59.1 



1,0 

4*2 

0,3 

4,» 

1,6 



xo,6 



M5 

x,66 

0,42! 
3.7^ 



4."| 
4.x 



2,80 
0,74 
1,18 
0,88 



2.80 
2,80 



0,35 
2,40 
0,76 
2,82 



3.16 
3.'X7 



Innere Richtungen. 
2,45 
3i30 
2,36 

^32 



4^81 
4,62 



6,0 

10,9 

5.6 

1.7 



7.8 

3*. 5 
2,6 
2,2 



o 

69 

127 
X92 



00,0 

59.8 
28.0 

55.5 



23.3 



0,0 
5.7 
0,3 
4.3 



*o.3n4- 
^6 - 



2,6 
3.« 
2.3 
».7 



4.9 
4,8 



Letzte Sigmaprobe. 
£^[pvv]^[p//]. 
— — 35.0 



m 



«—2 

m = 



62,1 

8.87 

± 3,o' 



97.x 



11 soll 
gleich V sein« 
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(Trig. Form, xo.) Einschneiden nach der Methode der kleinsten Quadrate. 


Punkt P-. % II. 


6. Berechnung der endgaltigeo Neigungen r. 


Pn. 




Xn. 

X, 


log (yn —yh log sin r. 
log (xn — X), log COS V, 1 




± 


yn-y. 


± 


Xn — X. 


log tg y, hg s. 


r. 


gio 




«4ioi4ri5 




15707.05 


•3.436 356« 








«43755.36 




17 698.95 


3 199 168» 






u 


— 


*73i.*i 


— 


I 991.90 


0.137088 




»}3°53'46,9' 




«39668,14 




10 347.78 


3.611428« 










«43 755.36 




17698.95 


3.423 054 






^ 


— 


4 Og7,22 


-H 


264883 


0.188 374« 




J04<>56'46,7' 




«43961,33 




24 489.01 


2.313804 










•43 755.36 




17698.95 


3-831 874 






S9 


+ 


^5.97 


4- 


6 790,07 


8.481930 




I044'I4,9' 




»46726,13 




18981,74 


3.471 869 










«43755.36 




17698.95 


3.108156 






t? 


-h 


» 970,77 


-H 


1 182,79 


0.364713 




66038'4i,4' 




•44 147.53 




8 503,86 


1-593 474 










«43755.36 




17698,95 


3.963 556« 






! 


-4- 


39^.^7 


- 


9 195.09 


8.629918« 




I77*'33'i8,i' 

1 


f - 

ausgeschieden, wie die unvermeidlichen Ungenauigkeiten , die den genäherten Koordinaten 


ohnehin beiwohnen. (Vgl. § 53, No. i.) 


In Abt. X des trig. Form, icr, die mit Abt. i des trig. Form, la (S. 27 JJ in ihrer 


1 Einrichtung übereinstimmt und deshalb nicht mit abgedruckt ist, sind die genSherten 


Koordinaten aus dem Schnitte der Richtungen <p von § xo und 5 g gefonden wie folgt: 


^="43 755.4* J= 17699,01 


^. Berechnung genäherter Neigungen, 


Aus deo genäherten Koordinaten ^, j des Punktes P und den gcgeoenen Koordi- 


naten yn* Xn der Punkte P«, auf denen oder nach denen Richtungen xur Bestimmung des 


Punktes P beobachtet worden sind, werden die genäherten Neigungen n« nach 


'■> ^'-'^rt 


1 unter Sicherung der Rechnung durcb 




nach § 19 abgeleitet. (§ 53, No. i.) 


Wenn die Krümmung der Erdoberfläche zu berücksichtigen ist, werden die genäherten 


Neigungen nach der auf den Abrifs bezüglichen Anmerkung zu No. 2 im § 89 (S. 26g) 


1 .,.....,.„...,.. ™.„.,._ 1 
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J", Berechnung der Hülfsgroßen a und b. 

In Abt a (S. 288) werden ferner die für die Bildung der Fehlergleichungen (No. 7 
unten) erforderlichen HOlfsgröfsen a und b für jede vorkommende Richtung berechnet 
nach den Formeln (9) im § 53: 

(3) ^•==^"T~ (4) *« = -p'-l— . 

worin nach § 13 fttr a,T. log q* s 5.3 144, für n. T. leg q' s 5.8039 und aufserdem ist: 
^ ^ 1_ si'nnn cosnn 

Will man die Richtigkeit der Rechnung erproben, so wird man auf anderem Wege: 

nochmals erhalten. 

Aber auch aus logarithmischen Differenzen wird man die HUlfsgröfsen a und b mit 
CreUe'schen Rechentafeln oder mit anderen, genügende Genauigkeit liefernden Hülfsmitteln 
berechnen können. Bezeichnen dlog ^X^ und Jlog^i^ die logarithmischen Differenzen 
von Jt^n^^yn^^ und von di^^s xu^%, fUr i Meter und ^logtgxt^ die logarith- 
mische Differenz von tgXin für i Sekunde, so ist 

(g) ^^^^^Sit K . ^^log^Xjn 

^^' ""• JUgtgnn r^^ "" dlogtgx^n 

wobei zu beachten ist, dzh J log d\^n mit z/^» und /llogdin mit z/jr« gleiches Vorzeichen 
hat, das Vorzeichen von ^logtgXku aber positiv oder negativ z\i nehmen ist, je nachdem 
die Tangente mit dem Wachsen von n» wächst oder abnimmt Oder mit andern Worten: 
CS erhält an gleiches Vorzeichen mit ^^it, dagegen bn entgegengesetztes Vorzeichen wie 
Jin. All» diese Differenzen können gleichzeitig mit logdx^nt log ^\n und n« aus der 
Logarithmentafel entnommen werden, und die Berechnung von log% ist in diesem Falle 
entbehrlich. Beispielsweise ist ftir die Richtung g xi — g 10: 



^j«— 1991,96 
n« 233053 '46,0' 



/HogAt^^— X59 
dlog /li^ — 218 



— "8 , — 159 

a=.— — «^48,4 *«--XT^« + 35r3 

-r 4i5 -r 4»5 

Die Abweichung dieser Werte von den in Abt. 2 gefundenen an sich schärferen 
Werten — 49,3 und + 36,0 wird eine beachtenswerte Wirkung auf die spätere Aus- 
glelchungsrechnung kaum ausüben. Hätten aber die einen Werte vor den anderen einen 
sachlichen Vorzug, so läge er auf der Seite der Werte nach (8) und (9), da diese jedes- 
mal der Logarithmentafel, womit gerechnet wird, entsprächen, was wichtiger als die abso- 
lute Schärfe wäre und mit dazu beitrüge, eine bessere Übereinstimmung zwischen Vn und 
un nach (36) und (45) zu erzielen. Da aulserdem die Rechnung nach (8) und (9) ein- 
facher ist, so wird diese bei den späteren Ausgleichungen allein angewendet werden 

6* Weitere Behandhing der Bülfsgroßen a und b und Bildung der Fehler f für die 

FehUrgleichungen. 
Für die äufseren Richtungen ^n werden lediglich die in Abt. 2 gefundenen 
Werte am b^ und die genäherten Neigungen n» den nach den obigen Andentungen unter 
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No: I bereits Torgetragenen, endgültig orientierten Richtungen ^ndzn in Abt 3 (S. 288) 
-gegenQbergestellt und richtungsweise die Fehler 

(10) A«n«— (*«±>«) 

gebildet. Die Spalten dieses Abschnitts werden alsdann summiert, wodurch in der »Probe: 

(11) [/J = [n]-[*±n] 

die Ableitung der /» gegen Rechenfehler gesichert wird, während die Summen [a] und [^] 
erst später bei der Berechnung in Abt. 5 (S. 289) als Proben zur Verwendung gelangen. 

In dem Abschnitte Hlr die Inneren Richtungen an werden die HUlfsgröfsen a^t und bn 
aus Abt. a in die erste Unterabteilung der für sie bestimmten Spalten der Abt. 3 Über- 
tragen und hier summiert. Aus ihren Summen [a], [b] und ihrer Anzahl n werden 

* ^ n n 

als arithmethische Mittel gebildet und von den einzelnen a und b abgezogen, wodurch man 

in der zweiten Unterabteilung dieser Spalten die reduzierten HUlfsgröfsen 

( 13 ) red an^an-- am red bn^bm — bm 

erhält, deren Summe (abgesehen von den Ungenauigkeiten der letzten Stelle) je gleich 
Null sein mufs. (§ 54, No. x.) 

Den inneren Richtungswinkeln a^ werden hier die durch Abzug dcf genäherten 
Orientierungswinkel von den genäherten Neigungen gefundenen Werte 

( 14 ) »« « It« — 

der einzelnen Richtungen gegenübergestellt, worin aus einer beliebigen genäherten 
Neigung n» (Abt. a) und der zugehörigen inneren Richtung am nach 

(15} = n» — er« 

näherungsweise 't)erechnet wird. In dem Beispiele auf S. a88 ist t^t der Unterschied 
der Richtungen nach §11 und 5 10: *33® 53' 46,0* — o® 00 '00,0* =433^53*46,0* ge- 
wählt. Es hätte dafür aber z. B. ebenso gut auch der Unterschied der Richtungen nach 
511 und 5 9 genommen werden können, was 66^38 ' 44,5' — 192^44' 59#8' = ^33^53 * 44.7' 
ergeben hätte. Der letzte Wert wäre selbst auf 233^ 53 '40,0' abgerundet verwendbar 
gewesen. Es kommt hierbei nur darauf an, bei Bildung der tOn aus (14) von den Nei* 
gungen n aller inneren Richtungen den gleichen Oricntierungswinkel abzuziehen. 

Sodann werden hier die Fehler 
( 16 ) /„ = »« — an 

gebildet, in die erste Unterabteilung der für sie bestimmten Spalte eingeschrieben und 
summiert, wobei sich die auf die Sekunden zu beschränkende Rechenprobe 

(«7) [/]=[»]-[»] 

ergibt. Auch hier werden das ariihmetische Mittel und für jede einzelne Richtung der 
reduzierte Fehler 



('«) 



(19) 



rtd/n =»/»• —fm 



L 



gebildet. Die/» entsprechen den reduzierten HOlfsgröfsen a, b. Sie werden in die 
zweite Unterabteilung dieser Spalte eingetragen, wo auch ihre Summe gleich Null sem mnls* 
(§ 54, No. 1.) 

Die vorstehend erläuterte Art der Bildung der HUlfsgröfsen reda^ redb mid der 
Fehler redf der inneren Richtungen gilt strenggenommen nur dann, wenn darcfa die 
Stationsausgleichung der Winkelbeobachtungen von einander abhängige eigentliche Ridtfungs- 
winkel im Sinne der §§ 68 bis 79 erhalten worden sind, nicht aber wenn ron einander 
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Qoabhlogige Einielwinkel in die Rechnung eingeführt werden. Der letzte Fall wird im 
§ 95 an einem Beispiele des reinen Rttckwärtseinschneidens erläutert werden. FUr die 
Zwecke der niederen Geodäsie wird es indes, von besonderen AusnahmefUlen abgesehen, 
wohl fast immer solBssig seint eigentliche Richtongsbeobachtungen als vorhanden anzunehmen. 

7. Die FehUrgleickungetu 
Pftr die Bestimmung des wahrschdnDchsten Ortes des Neupunktes P erhält man, 
indem die den genäherten Koordinaten )), £ beizufügenden Verbesserungen xdXX ^^ ^ und 
die dem genäherten Orieotierungswinkel o beizufagende Verbesserung mit <fb bezeicimet 
werden, folgende Fehlergleichungen: 

a) für die cur Bestimmung des Punktes P auf den gegebenen Punkten Pn 
beobachteten und endgültig orientierten äufseren Richtungen ^n'- 



Vn^andl-i-bti^ 4-/«, 



worin /, tas n, — (#1 ± fi), 

/n^nn-{<pn±n) ist. 



b) für die auf dem Punkte P nach den gegebenen Punkten Pn beobachteten 
inneren Richtungen ««: 



2/, « ö, <f5 -4- ö, <h^ + <fo 4-//, 
V2 = a« rf J +**j (f\i 4- <fo +/«. 



worin /, ä to/ — «/, 
/» = tD# — «*» 



/« = to«g — «1» ist, 



(41) 

VH^andl 4- ^«(f^ + <fo4-/it» 

onter ti>7, ID«, ...» ID» die durch Abzug des genäherten Orientierungswinkels o 
von den genäherten Neigungen n/, n«. •••« n« erhaltenen Werte verstanden. 
Aus den Fehlergleichungen (21) ergeben sich die reduzierten, do nicht 
mehr enthaltenden Fehlergleichungen: 

V, asr red a, ^ J 4- red bt cf ^ 4- redfi , 
^ ^^ X »tf = red üM dl 4- r^rf ** (f^ 4- »•^<^/», 

Zf„ = red an <f J 4- red bn dX^ 4- re^i/if , 
worin reda^ redb, red f die durch Abzug des arithmetischen Mittels 

Qm = —^ bm^—^ /m=^— von den Gröfscn a, b, / der Gleichungen 
n n n 

(ti) erhaltenen Gröfsen darstellen, deren Summen [reda], [redb"}, [red/] 
je gleich Null sein müssen. (§ 54. No. i.) 
Die Koeffizienten « und 6 der Verbesserungen cf^, <f^ und die Fehler / der 
Gleichungen (lo) sind nach den Erläuterungen unter No. 6 in Abt. 3 (S. xgg) nach- 
gewiesen; ebenso die reduzierten Koeffizienten reda^a^^am, red b ss2 b — bm ^od 
die reduzierten Fehler red/=z/-^/m' 

Die Verbesserungen (f^, di sind nun so zu bestimmen, dafs die Quadratsumme 

( »3 ) pViVi 4- pvgvg ^,,.^pftVnVm^ [P^^] 

aus (20) und (ii) zusammengenommen so klein als möglich wird, wobei unter Pa pep 
...i /« die Gewichte der Richtungen ipdin und a zu verstehen sind 

S, Die Gewichte der Richtungen. 
Für die Zwecke der niederen Geodäsie wird es, schon um den Rechenaufwand mit 
den praktischen Erfolgen in richtigem Verhältnisse zu erhalten, im allgemeinen zulässig 
sein, alle Winkelbeobachtungen, nachdem die Stationsausgleichung stattgefunden hat, als 
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gleich genau anzusehen. Schon bei der Anlegung und AusfUürung der Beobachtungen 
wird darauf Bedacht genommen werden können und müssen» diesen Gesichtspunkt zur 
Geltung zu bringen. 

Gleichwohl verdient es auch hier Erwähnung, dafs den in die Rechnung eingeführten 
Richtungen nach der Art, wie sie ermittelt werden, thatsächlich verschiedenes Gewicht bei- 
wohnty selbst wenn die Beobachtungen an sich als gleichgewichtig angesehen werden. 
Denn die einfachen Fehlergleichungen .(xo) für die endgültig orientierten äufseren Rich- 
tungen ^» werden nach § 54 Abschn. IV durch Reduktion der Fehlergleichungen für die 
auf den gegebenen Punkten Pn beobachteten Richtungen in der Weise erhalten, dals den 
endgültig orientierten Richtungen <Pn das Gewicht 

(«4) 

beigelegt V^erden mufs, unter ntn die Anzahl der nach § 89 No. 5 und 6 zur Herleitung 
des Orientijsrungswinkels benutzten Neigungen y der Richtungen nach gegebenen (oder 
bereits endgültig berechneten) trig. Punkten verstanden, wenn das Gewicht der beobachteten 
Richtungen gleich i genommen wird. 

Beispielsweise ist nach S. 256 bis 25g des Abrisses für die in der Berechnung auf 
Sk ^8 und 289 vorkommenden äufseren Richtungen ^ 



von § 10 


U 


^ 


§9 


«7 


»1= 4 


4 


4 


4 


3 


m 4 


5 


4_ 
5 


4 
5 


S 


W-+- I 5 


4 



mithin p = 

für alle inneren Richtungen aber p=i. 

Aber auch die Berücksichtigung dieser Gewichtsverschiedenheiten wird für die Zwecke 
der niederen Geodäsie entbehrlich sein, es sei denn, dafs in einzelnen Fällen aus besonderen 
Gründen eine Ausnahme angezeigt sein möchte. Für sokhe besonderen Fälle sind in den 
nachfolgenden Formeln die Gewichte p mit zum Ausdruck gebracht. 

p. Die Normalgleichungen und deren Auflösung, 
Indem jede einzelne Fehlergleichung (20) und (a2) das eine Mal mit dem in ihr 
enthaltenen Koeffizienten von ^jr, das andre Mal mit dem in ihr enthaltenen Koeffizienten 
von dt^ unter Berücksichtigung des Gewichtes p multipliziert wird, erhält man folgende 
zwei Gleichungsgruppen, in denen, soweit die einzelnen Gleichungen sich auf innere 
Richtungen beziehen, unter a. d,/ die reduzierten Werte dieser Gröfseo zu ver- 
stehen sind: 

(»5) ptütVi z=ip,aiat •dl+ptatbi 'd^^-^- Ptatf, 

p2 a^ vj =s pj ag a^ • cf £ + p^ Oj b^ • <f ^ + p^ o-afz 

Pn O» Vn ^=pn tln ß« • <^J H-^« «« ^n • <f ^ -i- Pn an fn' 

(26) ptb,vt ^p,ajbi 'dl+p,,bib, -d^+pjb,/, 

pa bj Va s=: pa aa ba • cf J -|- Pa bj ba • «T^ -j- pa bj/a 

pn bm Vn = Pn fl« bn * d% -hpn bn bn • d\^ -^r pn bnfn* 

Indem jede dieser beiden Gruppen für sich summiert und gleich Null gesetzt wird, 
ergeben sich weiter die beiden Normalgleichungen (§ 55): 

[pavl « [paa] cTj 4- [pab^ d\^ -+- [paf] = o 
^ ^^ [pbv]=:^[pab']6i-\^[pbb]d\^-h[pb/]^o. 
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die sich in vereinfachter Form wie folgt schreiben lassen: 
. ^g ^ -rfy • «fj-H ^i • cf ^ -h /•/ = o 

Um hieraus die gesachten Verbesserungen cfQ und d^ zu entwickeln, hat man: 



(*9) 
(30) 






8f^ 






(31) 

(3») 



rf»-- 



3< 



"' A, Aj'*' 



Die richtige Auflösung wird durch die erste Sigmaprobe: 



^— S^'-l>=^' 



(33) 2:=-^/V-~afa = /'7-(flC-f-/^:»-(^9 

(Formel ( 1 J im § 56) allein nicht unbedingt gesichert; erst die letzte Sigmaprobe (( 2 ) 
im § 56) gewährt volle Sicherung. Will man schon hier eine Probe ziehen, so kann man 
durch Einsetzen der ftlr <fQ und Jj gefundenen Werte untersuchen, ob die ^ Normal- 
gleichungen (17) (28) erfüllt werden. Immer mufs »ich aber aus (33) für Z ein negativer 
Wert ergeben. Nur wenn cT^ und /fj sehr klein sind, kann X infolge der kleinen Un- 
genauigkeiten der Rechnung in einen kleinen positiven Wert hinüberschwanken. 
Endlich werden für P die endgültigen Koordinaten 

(34) ^ = 9-4-(f^ I (35) jr = jH-ifj 
erhalten. 

Da allen Richtungen das gleiche Gewicht, also ps*i beigelegt und KT^s i ist, so 
waren aus Abt. 3 für die äufseren Richtungen die Werte a, b, /, für die inneren Richtungen 
die Werte redCt reäö, redf unverändert nach Abt. 4 (S. 289) zu übernehmen. Anderen- 
falls hätten sie zuvor mit y/p multipliziert werden müssen, um durch die weiteren Multipli- 
kationen unmittelbar die Quadrate und Produkte paa^ pab^ pa/, pbb^ pbf zu ergeben. 
Es empfiehlt sich, die hierunter enthaltenen Produkte paf ^ pbf tunlichst scharf zu 
berechnen, da hiervon die scharfe Bestimmung von cf^ und cF{ wesentlich abhängig ist. 

to. Richtungsverbesserungen und mittlere Fehler, 
In Abt. 5 (S. 289) lassen sich aus jeder einzelnen Fehlergleichung unter ( 20 ) und 
( 2a ) nunmehr noch die Fehlerreste v als die durch die Ausgleichung ermittelten Ver« 
besserungen jeder einzelnen Richtung nach der Formel: 

( 36 ) V» = a» • cf j + *« . if^ -f-/» 

herleiten, wofür die Werte an, bn, fn aus Abt. 4, und zwar für die inneren Richtungen 
wiederum die nach (12) bis (19) erhaltenen Werte red an , redbn, red/n einzusetzen smd. 
Mit Bezug auf (36) ist im Rechenformular die Zwischenbezeichnung: 

( 37 ) an'6l-^bn' d)) = cf n» 

eingeführt, worunter die Änderungen zu verstehen sind, die für die genäherten 
Neigungen tt,, aus den Koordinatenverbesserungen folgen. Die richtige Berechnung wird 
für die äufseren Richtungen durch die Summenprobe 

( 38 ) [«.rfil + [b-i^i] + [/] = [«] rfs + W «TD + [/] = H 

und ähnlich auch für die inneren Richtungen gesichert. Für die inneren Richtungen müssen 
sich aufserdem überall die Summen gleich Null ergeben. 

Werden die so erhaltenen Beträge Vn quadriert und nötigenfalls mit den Gewichten 
multipliziert, und wird in gleicher Weise mit den Fehlern/ aus (10) und (19) verfahren, 
so erhält man die letzte Sigmaprobe (§56 No. 2) in 

(39) S=[pvv]-^[pff]' 
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Der Wert für ^ aas ( 39) mufs mit dem aas ( 33 ) UbereiDstimmen, was die RechnungeD in Abt. 3 
bis 5, ausgenommen die Neigungen n und Fehler/, gegen Irrtümer sicbert Damit aber in dieser 
Probe sich die Fehler der Zahlenabrundungen nicht in unerwünschter Weise häufen und so den 
Zweck der Probe beeinträchtigen, ist es notwendig, die Berechnung der Fehler Vn nach ( 36 ) mit 
den in Abt. 4 ursprünglich erhaltenen, nicht aber mit den auf zwei DesimalsteUen des 
Meter abgerundeten Werten von cf^, (f| auszuführen, sowie femer hierfür die Werte a«, 
^n% fn% wenn sie abgerundet in Abt. 4 verwendet worden sind, von hier und nickt aus 
Abt. 3 SU entnehmen. 

Aus der Qoadratsamme [fvv\ ergibt sich zugleich der mittlere Fehler (§ 56 No. 3)^ 



(40) «-±y?^ 



9 

einer beobachteten Richtung vom Gewicht i, worin n gleich der Anzahl der Quadrate 
pvv und weiter zu setzen ist: 

a) ^ea2, wenn mindestens zwei äufsere Richtungen vorhanden sind, 

b) ^««3i wenn nur eine äufsere Richtung vorhanden ist. 
Att&erdem ergibt sich noch in Abt 4 der mittlere Fehler 

der Ordinate y der Abs2i8se x 

<*0 i<^-±]/|. (4*) M.^±M,^f^^ 

Der Wert der Verbesserung cfd des genähertes Orientierungswmkels in den 
Gleichungen (21) wiid unmittelbar nicht rechnerisch verwendet. Will man ihn gleichwohl 
kennen lernen, so kann er, sobald (f^ und dl gefunden worden, berechnet werden aus: 

(43) .f„=-^^j_w,,_m 

f» n n 

u. Berechnung der endgültigen Neigungen und deren Übertragung in den Abrifs. 

Endlich werden in Abt. 6 (S. 290) aus den Koordinaten der für das Einschneiden des 
Neupunktes P benutzten gegebenen (oder bereits endgültig berechneten) trig. Punkte und 
den in Abt 4 (S. 289) gefundenen endgültigen Koordinaten ^, x des Neupunktes P die 
endgültigen Neigungen 

(44) tgr^^^^JLZZ 

x^—x 

der zur Bestimmung benutzten Richtungen berechnet, wobei es der in Abt a (S. a88) an- 
gewendeten Probe durch Berechnung von In-^-vn nach § 19 nicht bedarf, da die Rech- 
nung hier schon durch das folgende gesichert wird (§ 56 No. i). 

Die gefundenen Neigungen •v werden für die äufseren Richtungen unmittelbar nach 
Abt 5 übertragen, wo ihre Vergleichung mit den in Abt 3 nachgewiesenen Richtungen 
^ dz » die Abweichungen 

(45) «1, = »'« — (#„±«) mit der Summenprobc (46) [«] = W — [<^=t*3 

soweit in Übereinstimmung mit v^ aus (36) Ergeben mufs, als es die in der Rechnung 
vorkommenden Abrundungen der leUten Ziffemstellen gestatten. 

Von allen Neigungen f der inneren Richtungen mufs wiederum ein Otientierungs- 
winkel nach (15) abgesogen werden, wodurch 

(47) /it = ^ii-^ 

erhalten wird. Von dem dann sich ergebenden, in der ersten Unterspalte der Spalte für u 

in Abt. 5 (S. 289) nachzuweisenden einzelnen Differenzen 
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( 48 ) ■»»■=/» — «» mit der Summenprobe ( 49 ) [u] = [x\ — [«] 

mufs noch, ähnlich, wie bei den Fehlern / nach (ig) und (19), ihr arithmetisches Mittel 

( 50 ) •**» " 4r 

n 

abgexogen werden, wodurch die reduzierten Werte* 

( 51 ) redu^Un — Um 

in der zweiten Unterspalte jener Spalte mit der Summe gleich Null erhalten werden. Sie 
mttssen ihrerseits ebenfalls mit Vu übereinstimmen. 

Die reduzierten Werte redu werden unmittelbar nach (4$) erhalten, wenn in (47) 
der verbesserte Orientieningswinkel 
( 5* ) ^ « + «To 

genommen wird. 

Durch die Entwickelung der Un werden die Neigungen n und y in Abt. t und 6, 
sowie die Fehler / in Abt. 3 gegen Rechenfehler allseitig gesichert 

Wenn nach § 66 No. 6 die Koordinaten der trig. Punkte bis auf Centimeter genau 
angegeben werden, so wird es durch die weitere Verwendung der Rechnungsergebnisse, 
die unter sich gleichartig sein müssen, bedingt, auch der Herleitung der Neigungen vn nach 
(44) die auf Centimeter abgerundeten Koordinatenwerte y^ x des Neupunktes zugrunde 
zu legen, also ftlr diesen Zweck die Verbesserungen (f^, cf{ in gleicher Weise abzurunden. 
Hieraus folgt aber, dais in den Fehlerresten u nach (45) und (5z) die kleinen Ab- 
weichungen infolge der Zahlenabrundungen um einiges gröfser ausfallen werden, als in den 
Werten v aus ( 36 ), die nach dem bereits Gesagten besser mit den nicht abgerundeten 
•Werten von cf^, «f^ berechnet werden, um die wichtige letzte Sigmaprobe (39) zu ge 
höriger Wirkung gelangen lu lassen. 

Die Übertragung der in Abt. 6 (S. 190) gefundenen endgültigen Neigungen v« in den 
Abrils erfolgt ebenso, wie es im § 90 unter No. iz erläutert ist Jedoch tritt hier noch 
die Probe hinzu, dafs im Abrisse (S. 158) sich die im § 89 unter No. 7 erwähnte scharfe 
Obereinstimmung der Verbesserungen v des Abrisses mit t« in Abt 5 (S. 189) ergeben mufs. 

t2, Schärfe dir Rechnungen, 
Für die Berechnung der genäherten Koordinaten 1}, { in der Formularabteilung 1 
genügen in der Regel fünfstellige, für die Berechnung der Hülfsgrttlisen a und b in Abt. t, 
wenn sie nach (3) und (4) ausgeführt wird, vierstellige Logarithmen. Dagegen wird es 
sich in der Regel empfehlen, die genäherten Neigungen n, sowie die endgültigen Neigungen v 
in Abt % und 6 fUr trig. Punkte 

n. Ordnung mit siebenstelligen, 
m. Ordnung mit sechsstelligen, 

IV. Ordnung und für trig. Beipunkte mit fünfstelligen Logarithmen zu berechnen. 
Die Bildung der Quadrate und Produkte, die Auflösung der Normalgleichungen, sowie 
die Berechnung der Fehler in Abt 4 und 5 und der Hülfsgröfsen 1/, b nach (8), (9) in 
Abt. % wird in der Regel zweckmäßig mit Crelle's Rechentafeln auszuführen sein. In 
Abt 4 und 5 ist bei Bestimmung von Punkten IV. Ordn. und von Beipunkten auch die 
Benutzung des Rechenschiebers unbedenklich. Dieses Hilfsmitte) steht, was Schärfe der 
Rechnung betriflit, hinter Crelle's Rechentafeln zurück, und die Gefahr, Ablesungsfebler 
zu machen, ist beim Schieber gröfser, als bei den Tafeln. Immerhin ist das eine wie das 
andere nicht von dem Belang, um die Anwendung des Rechenschiebers unzulässig er* 
scheinen zu lassen. Abgesehen hiervon, erfordern aber beide Rechenhüfsmittel, ihre zweck* 
mäfsige Anwendung vorausgesetzt erfahrungsroäfsig den gleichen Zeitaufwand, sodafs 
ein sachlicher Grund für die Bevorzugung des Rechenschiebers, von etwaigen besonderen 
Fällen abgesehen, kaum vorhanden sein dürfte. 
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(Trig. Form, to.) Eintchneidep pacli der Methode der kleinsten Quadrate. 



Zu bestimmender 
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to t74,ot 

I44r79 
1 056,06 



3.t4 7" 

3. 31 303» 

9. 93 4081. 

»39'' «9* 55* 



3- «8 ll^ 
1. 16 074« 
I. it058» 
94*'i9'56- 



*3 
301 

4.8 



8,t 
107,5 



•44 86t,03 

•43 677»79 

I i84,»4 

t6o,9o 



19350,68 

to 274,0t 

943*34 

4 107,58 



t. 41 647 

3. 34 378« 

9. 09 269« 

17t« 56' 36* 



3 07 344 
t 96 536» 
o 10808» 
«7056' 35* 



37 
47 
0^3 



86,0 
'09»3 



•43 755r36 

•43 677 79 

77*57 

* 497,50 



•43 »78190 

•43 677,79 

498,89 

i 598.31 



■43 "4,56 
•43 677. 

563 

507 



17698.95 
to 1 74,0t 

4 575i07 
1 652,64 



3.3975»« 
3. 44 368« 

9-97 383 
tt3« 16' 29* 



1.88969 
3 41 079« 
8. 47 890» 
178« i6' 28' 



560 

17 
7,0 



80,0 



19 174,60 

to t74,oa 

io99^t 

600,53 



3. to 36611 

».77853« 
0.4t 513 

t49**44'47' 



t. 69 8ooii 

3.0411611 

9-65684 

t04» t4' t7* 



87 
39 
0,57 



,56 
.83 [h- 



21 345'08 

20 274,02 

I 071,06 

I 634,29 



t. 70 57t 
3- 4« 333 
9. 49 439 
170 15' 43* 



t. 75 068« 

3.02981 

9. 72 087» 

3320 15* 43* 



77 
40 
0,52 



152.6 
68,4 



148,1 
76,9 



3. Bildung der Faktoren g, b und Fehler / der Fehlergleichungen. 



Pn. 



Die Rich- 
tungen 
tind ent* 
nommen 



ip±n. 



n. 
to=n 



- 0. 



sn - 



a. 



015 
§17 



4- 


109.3 
68.4 

76,9 


— 


36,0 



Äufsere Richtungen. 



4- 
-4- 


86,0 
154.6 

148,1 


t 


90.5 



16 


4- 


X07.5 


4- 


69,8 


4- 


8.4 


— 


73.5 


19 


-4- 


109.3 


4- 


71,6 


4- 


86,0 


4- 


4,3 


II 


-4- 


4,4 


— 


35.3 


4- 


80,0 


— 


1.7 


15 


- 


68,4 


— 


106,1 


4- 


152,6 


4- 


70,9 




+ 


150,8 


4- 


141.4 


4- 


346,8 


4- 


75.4 




-h 


37.7 


— 


141.4 


4- 


81.7 


— 


75.4 



5- 33 
5. 29 

5- 3» 



Innere Richtungen, 
t. t6 

» 
» 



127 
204 



334 



35 

43 



34 



34 



Gruppe z 



o 
33 
83 

HO 



00 1 

51 
20 

15 



26 



XI 

»5 
17 


4- 


4,4 
68.4 
76,9 


4- 


50,0 
20,8 
49.3 


4- 
+ 


80,0 -h 
154,6 4- 
148,1 - 


51.8 
124,4 
176.3 




- 


142,9 
47,6 


4- 


50,0 
50,1 


4- 
4- 


84.5 ||4- 

48,2 - 


176,2 
176,3 



Innere Richtungen. Gruppe 2 



t. 16 

» 



o 
26 

»53 



02 
48 
03 



53 



127 
204 

334 



o 
33 
83 

HO 



O 
26 

»53 



56 


35 


44 


47 


»5 


43 




45 



0,0: 
4,0 

9,0 



13^ 



4,0 

16,0 

8,0 

11,0 



ao.o j 

20,0 



74 



2 
II 

I2I 



21 

7.0 



9.0] 
4.0 j 

5.0 



9.0 f 
9.0 
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(Trig. Form, lo.) Einschneiden nach der Methode der kleinsten Quadrate. 



y^unkt P\ §20. 



4. Quadrat- und Produktensununen, endgültige Koordinaten und mittlere Fehler My und Mx- 



aVp. bVp.\fVp. 



paa. 



pah. I paf. 



pbb. 



pbf. 



109 
68 
77 

70 

7* 

35 

106 

50 

21 
29 



86 

153 
148 

74 
4 

2 

71 

5* 
124 

176 



II 881 
4624 
5929 

4900 

5184 

1 225 
ci 236 

2 500 
441 
841 



■1- 



48761 I 
[paa]:^A4 



•4- 



9 374 
10404 
11396 

5 180 

a88 

70 

7 5»6 

2600 
2604 

5 104 



28 832 
^S7M 



3 «i8 
[pab]- ßf. 



o 

272 
693 

280 
I E52 

280 
I 272 

450 

84 

M5 



+ 



7396 
23409 

21 504 

5476 
16 

4 
5041 

2704 11— 
15.376 |4- 

30976 U 



4628 



112302 I'- 

^bb] = Bg,\ 



[pbb] 



o 

612 

I 332 

296 
64 
16 

468 
496 
880 



2256 
2 760 



504 



B, 



B, 

'Aj 

As 



3 "8 



0,064 
2,30 



F, 



A, 



4628 



0,0949 
0,0001 



B2 



0,0948 



[12 302 
199 



TI2 103 






504 
196 



loS 
0,00186 



Erste Sigmaprobe. 






439.* 
0.4 



439/6 



Fa^ 



43SJ 
0.9 



439/6 






«43 677.79 
20 274,02 



0,00 :s 
0.09 = 



"43 677r79 
20274,11 



±A^ = ±Kg^=±Ko,ooo2 94 =»±o,oi7J 

±Ux = AfyY^-==± 0.017X1,52= ±0,026 

Aj 



5. Mittlerer Fehler m und Proberechnung. 



öc^|4- *<f^ = (fll. 



V 



pvv. I p//. 



/ = *' — <'• 






-h 


10,3 j-h 


0.2 


4- 


10.5 


-h 


10,5 


— 


6.4 -h 


0.3 


— 


6,1 


- 


a.i 


— 


7.3 — 


0.3 


— 


7/6 


4- 


ii4 


— 


3.4 1 4- 


0,2 


— 


3/* 


4- 


9/8 



Äufsere Richtungen. 



110,2 


0,0 


127 


56 


46 




4r4 


16,0 


204 


*4 


19 




^,0 


8x,o 


332^ 


»5 


37 
4* 





4- 



16 

^9 
II 

15 



Innere Richtungen. Gruppe i. 



4- 


6.6 — 


0,1 


4- 


6.5 


4- 


2,5 


4- 


6.8 4- 


0.0 


4- 


6.8 


— 


9.* 


— 


3/3 - 


0,0 


~ 


3/3 


4- 


47 


— 


lo.o 4- 


o.i 


— 


9/9 


4- 


^,1 


4- 


13/4 4- 


0,1 4- 


»3/3 


4- 


9/3 


— 


13.3I- 


0,1 — 


13.* 


— 


9,^ 



6.2 
84,6 

22.1 
4r4 



16.0 
256,0 

64,0 
144.0 






00 


00 







4- 


2 


33 


36 


40 


— 


II 


— 


9 


89 


56 


23 


4- 


3 


4- 


5 


110 


04 


«3 


— 


2 









16 


— 


10 


-1- 


7 








— 


2 


— 


9 



.4/7 
2.0 

».7 



4,7 
4.7 



o.r 
0,2 

0/3 



0.3 
0/3 



Innere Richtungen. Gruppe 2. 



4.8 
1.8 
3/0 



4.8 
4.8 



4.» 
*/» 

2.0 



4.4 
4.* 



17/6 81,0 



4.8 
4.0, 



16.0 
25.0 



o 
26 

153 



58 



- 



Letzte Sigmaprobe. 
«= — 438^7 



»—2 
mos 



060,3 

3*/5 

=fc S/7l 



699,0 



u soll 

id 
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§93. 

Es kann der FaD e in tre t e n , dafs die bd AosfÜluning der Winkelbeobachtimgen auf 
dem Neapunkte erhaltenen eigentlichen Richtungswinkel In gesonderte Gruppen zer» 
fiülen, die durch die Stationsausglcichong zu einem einheitlichen Ganzen nicht haben ver* 
einigt werden können, weil In diesen Gruppen gemeinsame Richtungen entweder gar nicht 
oder doch nicht in genOgender Anzahl vorkommen. (VgL § 71.) In FUlen dieser Art, 
oder wenn sonst die Vereinigung verschiedener Richtnngigruppen nicht sweckmiiag er- 
scheint, werden die einzelnen Gruppen Hlr sidi gesondert unter den inneren Richtungen 
« in die Ausgleichungsrechnung ftlr das Einschneiden eingeführt Hierbei wird in den 
Abt 3 und 5 des trig Form. 10 jede Richtungsgruppe fOr sich ganz ebenso bdiandelt, 
wie im § 91 fQr die inneren Richtungen im ganzen gezeigt worden ist Denn der Orien- 
tierungswinkel o ist für die einzelnen Gruppen verschieden, und deshalb mufs Bildung und 
Reduktion sowohl der Fehler/, als anch der Hfilfsgrtffren a und b Dir jede Gruppe be- 
sonders ausgeführt werden. 

Das Verfahren wird aus dem auf S. 29g und 299 abgedruckten, auf die Formular- 
abteOungen i bis 5 beschränkten Beispiele der Bestimmung des der IV. Onfoung ange- 
hörigen und deshalb mit fünfstelligen Logarithmen berechneten, im Abrisse unter Na 34 
(S. 064) nachgewiesenen § 20 ohne Htozufügung weiterer Erläuterungen verstindlich sein. 

Das VorwartseinsGhneiden. 

§ 94. 

Beim reinen Vorwärtseinschneiden kommen ausschliefslich änfsere Richtungen 
in Rechnung. Alle im § 92 für die inneren Richtungen ang^ebenen Formeln fallen 
daher aus. Als Bebpiel für eine solche Rechnung ist auf S. 302 und 303 die Be- 
stimmung des I 22 unter Weglassung der Abt. 1 und 6 des trig. Form. 10 abgedruckt 
Unter No. 14 des Berechnungsplanes auf S. 249 ist für diesen Punkt die Behandlung im 
trig. Form. 12 (Einschneiden mit graphischer Darstellung der Visierstrahlen) vorgesehen 
und die darnach sich ergebenden Koordinaten und endgflltigen Neigungen sind auch im 
Abrisse (S. 260 bis 265) nachgewiesen. Die auf S. 303 gefundenen Koordinaten dürfen 
hiervon nach den Erläuterungen im § 90 unter No. 12 (S. 283) nur um die durch die 
Zahlenabrundungen verursachten kleinen Verschiedenheiten abweichen, was auch det Fall 
ist Denn es wird für ^ %% gefunden: 

im trig. Form. 10 im trig. Form. \% 
y =z «42209,14 «42209.15 

x= 21 158.5* II 158,52 

Die Obereinstimmung tritt deutlicher her- 
vor, wenn die Koordinaten nicht auf Ceoti- 
meter abgerundet werden. In diesem 

Falleist: y'= »42209.142 »42209.148 

x= 21 158.517 a« *58.5»3 

Das ROckwärtseinschneideit 
§95. 

Umgekehrt wie beim reinen Vorw&rtseinschneiden kommen beim reiner RQckwlrts- 
einschneiden keine äufseren, sondern anschliefsiicb innere Richtungen in Rechnung, und 
diese werden ganz ebenso behandelt wie hinsichtlich der mneren Richtungen beim ge- 
mischten Einschneiden in den §§ 92 und 93 gezeigt worden ist 
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Das für das Rückwärts6inschneiden dienende trig. Form, ii unterscheidet sich von 
dem trig. Form. lo nur dadurch, dafs der auf die äufseren Richtungen bezügliche Teil der 
Spaltenüberschriften in Abt. 3 und 5 in Wegfall kommt und in Abt. x fUr die Berechnung 
der genäherten Koordinaten )), i des Neupunktes P das Formular nach § zS (S. 87) an 
die Stelle desjenigen nach § 25 (S. 83) tritt. 

Es mag beachtet werden, dafs die Koordinaten ^, jr, um sie in möglichster Annähe- 
rung au erhalten, nach den Andeutungen im § 26 am zweckmäfsigsten aus zwei sich 
unter einem günstigen Winkel (etwa zwischen \n und fn) schneidenden Richtungen nach 
nahe liegenden Punkten und einer Richtung nach einem entfernten Punkte be- 
rechnet werden. (Vgl. § 90 No. 4 und § 9a No. 3.) 

In der Formel für den mittleren Richtungs fehler (40) im §92, nämlicl^; 



(I) m^±y^-^^ 



n — q 

ist behn Rackwärtseinschneiden stets ^= 3 zu setzen, da ein Punkt erst durch drei Rich- 
tungen eindeutig bestimmt wird, mithin if — 3 überschüssige Be8timmunQ:sstUcke (Rich- 
tungen) vorhanden sind. 

Eines besonderen Rechenbeispiels fUr das RUckwärtseinschneiden in dem Falle, wenn 
eigentliche Richtungswinkel vorliegen, wird es nicht bedürfen, nachdem die Behandlung 
der inneren Richtungen schon in den Beispielen auf S. 288 bis 290 und 298« 299 gezeigt 
worden ist, auch der § 86 für die Aufgabe der Wiederherstellung verloren gegangener 
trig. Punkte ein mit Richtungswinkeln durchgeführtes Beispiel (S. 244 und 245) enthält, 
das sich von der gewöhnlichen Aufgabe des Rückwärtseinschneidens nur durch den ver- 
schiedenen Ursprung der Winkel a und der auf das Zentrum der Station reduzierten 
Winkel a« statt y unterscheidet. 

Dagegen möge hier noch der besondere Fall behandelt werden, wenn nicht eigentliche 
durch die Stationsausgleichung nach §§ 68 bis 79 erhaltene Richtungswinkel, sondern von 
einander unabhängige Einzelwinkel a, die durch die Richtungen nach je zwei 
gegebenen Punkten gebildet werden, gemessen, aber durch eine Stationsausgleichung der 
▼oihandenen Widersprüche oder in anderer Weise nicht in gegenseitige Abhängigkeit ge- 
bracht worden sind. In diesem Falle sind nicht die Fehler der Richtungen, sondern die 
Fehler der Einzelwinkel a so auszugleichen, dafs die Quadratsumme der den Einzel - 
winkeln beizufügenden Verbesserungen so klein als möglich wird. 

Auch hier sind zunächst genäherte Koordinaten ^, % des gesuchten Punktes aus zwei 
auf dem Neupunkte gemessenen Winkeln, die durch drei passende Richtungen gebildet 
werden, nach §§ 26, 27 zu berechnen und hiermit die genäherten Neigungen n und die 
Hülfsgrö&en a, b für alle Richtungen, worauf sich die gemessenen Winkel beziehen, 
nach No. 4 und 5 im § 92 herzuleiten. 

Wird jeder gemessene Winkel 0« als die Differenz Rr — Ri der Richtungen nach dem 
links liegenden Punkte Pi und dem rechts liegenden Punkte Pr (also wie gewöhnlich in 
rechtläufigem Sinne genommen) aufgefafst, so wird diesem Winkel der aus den genäherten 
Neigungen itr und n/ sich ergebende genäherte Winkel 

( a ) tt)» =* nr — n/ 

entsprechen, and dasselbe wird der Fall sein mit den bezüglichen HUlfsgrö&en . 



(3) On^Or — ai 

Femer werden sich ergeben die Fehler 

l 5 ) fn^V^n — On» 



(4) bn^ifr — ^i' 
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Trigonometrische Panktbestimmniigeti. 



(Trig. Form, xo.) Einschneiden nach der Methode der kleinsten Quadrate. 



Zu bestimmender 



2. Berechnung der Neigungen n. u. s. w. aus den genäherten Koordinaten. 



Die 
Koordi- 
naten 

sind 
entnoni' 












log z/j. 

log ig n. 

n. 



dlogJ\^,y,. 
dlog^Ji. 

^logtgXl.j^ a: 



d log ^ 
"^ dlog ig xC 

' dlogtgn 



§21 

§18 



xa x6 



IG. 8 



la. 13 



II. 12 



IG. 15 



12. IG 



«41 868,53 

«42209,16 

340,63 

1517.87 



«41 581.08 
142 209,16 
628,08 
651,26 



«43 210,38 

«42209,16 

I 001,22 

* 937»a8 



19981,14 

21 158,48 

I i77»*4 

836.61 



3. 18 113« 

2.92253« 

o. 25 870 

241*08' 14' 



2.53128« 

3. 07 087» 

9. 46 141 

196008' 14' 



162,8 
47>4 



«43 1 14*56 

«42 209,16 

905,40 

I 092,00 



•43 677*79 

«42209,16 

I 468,63 

584,26 



21 135*30 

21 158,48 

23,18 

604,90 



2. 81375» 2.79802« 

2.78168 I 1.36 511« 

0.03207« I. 43291 

312» 53' 12' 267» 53' 12' 



12,1 
324,» 



«43 178,90 
«42209,16 

969.74 
I 014,14 



23 094.54 

21 158,48 

I 936,06 

934.84 



3. 46 794 
^. 97 074 
o. 49 720 
720 20' 42* 



3.00053 
3. 28 692 
9. 71 361 
270 20' 42' 



21 345.08 

21 158,48 
186,60 
718,80 



3.03 822 
2.85661« 

o. x8 x6i« 
1230 21' x8* 



2. 95 684 
2. 27 091 
o. 68 593 
78"» 21' 17* 



20274,11 
21 158.48 

884.37 
2 353/00 



2 76 66x 

3- 37 i6i„ 

9. 39 499« 

166003' 18* 



3. 16 691 
2. 94 663» 

O. 22 028ff 

121« 03' 19' 



19 174,60 

21 158,48 

I 983.88 

2953,62 



3.00610« 2.98665 

3-47035« 3- »9 751« 

9-53 575 9-68 9M« 

198* 57' Ol' i53«57'oo' 



84,6 
42,3 



44,9 
*i7f8 



60,4 

102,1 



84.9 

4ii5 



3. Bildung der Faktoren a, b und Fehler / der Fehlergleichungen. 



Die Rich- 
tungen 
sind ent« 
nommen. 






n. 



/«n-.(#d=if).: 



— 


47r4 


— 


3*4r2 


+ 


42,3 


4- 


ii7»8 
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X02,I 


H- 


41,5 


+ 


3*.i 







Äufsere Richtungen. 

5. 35 196 08 

5. 27 267 52 

5. 32 27 20 

5- 3» 78 21 

5 34 I" 03 

5. *9 153 56 



4- 


162,8 


4- 


12,1 


~ 


84,6 


- 


44,9 


4- 


60,4 


4- 


84,9 


4- 


190,7 



14 1 196 

59 267 
44 j 27 

3» 78 
Z4 121 

59 153 



42 



08 


14 


53 


XI 


20 


4» 


21 


«7 


03 


20 


57 


00 


3 


44 



o 

15 
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(Tiig. Form. lo.) Einschneiden nach der Methode der kleinsten Quadrate j 


P u n k t P; § »a 


4. Quadrat- und Produktensummen, endgtUtige Koordinaten und mittlere Fehler 'My und Mx- 


Pn- . 


^. «1(^1^ 


^Vp. f\ 


fp, paa. 


/-*. 1 


paf. 


phb. 


pbf. 


S" 


I — 


47 -♦ 


.163 


2209 — 


7661 ||- 





26569 1 


6 


g'3 


I — : 


J*4 4 


- 12 + 


12 104 976 — 


3 888 


- 3 888 


144 I 


f 144 


§'« 


I + 


4» - 


■ 85 - 


2 1764 - 


3S70 


84 


7425 1 


^ 170 


h-7 


I +^ 


big - 


■ 45 - 


15 47 5M 


- 


9810 


- 3270 


2025 


f 675 


S*° 


r +1 


[oa + 


■ 60 + 


6 / ZO404 


+ 


6 120 + 611 


3600 


+ 360 


§'5 


I + 


4* -^ 


• 85 + 


I 1764 


+ 


3 570 + 4* 

1 


7425 1 


*- 85 


+ 


9690 in 


K 654 












■" 


24929 |- 


- 7444 


1 




168 641 


— 


«5*39 |- 


- 6588 


46788 |. 


f 1434 








1 


[paay^A 


/. 


[pab']-ßt\ 


b«/) = /^/. 


\pbh\^Ba\ 


lpb/]:=F,. 


B, - 


iSajc 


> F, ^ i 


> 588 B» 


+ 46 788 II F, 


+ 1434 

- 595 
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0.090 
o,»77 




0391 ^B, 
00x7 »^ 


- 1377 


-Äf' 


z - 


-257.6 
- «5.5 


F,di' 

£ ■ 


- 446,5 

- 46,5 


- 


-<r^-o, 


+ 454X1 


+ 839 
-0,0185 


<^5 +0, 


0374 


-473.1 


-473,0 


,=i,t«r*= 


«42 209,16 


— 0,02 s» « 




II 


42109.14 dbi/j,=±y|^=±]/o 


,000756 


> =±0,027 


x=J + cfj = 


»I 158.48 


+ 0,04 = 


11158,54 ±Mx^M^ -^=^-^ 0,027x0,52 — ±0,014 


5. Mittlerer Fehler m und Proberechnung 






» 


1 


y. 


« = ,.— (^±n). 


Äf. 


Ä(fl4-*(f^ = <ftu = 
• • 


• • 


pvv. 


///. 


. • 


-'- 


Aafsere Richtungen. 


Ä»i 


— 


1,8 


- 3.0 


|- 4.8 - 


• 4.8 


13.0 


0,0 


196 


08 


09 




— 


5 


|i3 


— 


12,1 


— 0,2 


- IM - 


• 0,3 


0,1 


144,0 


267 


54 


58 




— 


I 


Ö^^« 


-H 


1.6 


-1- 1.6 


H- 3.a -H 


■ »,4 


1.4 


4.0 


47 


ao 


46 




. -1- 


2 


|i7 


-h 


8,2 


-h 0,8 


-+- 9^0 - 


. 6,0 


36,0 


425,0 


78 


2Z 


26 






— 


6 


02O 


H- 


3.8 


— 1,1 


+ aj 4 


• 8,7 


75'7 


36.0 


121 


03 


21 






-i- 


7 


515 


-4- 


1,6 


- 1,6 


9»o •+ 


• 1,0 


z,o 


i.o 


153 


57 


00 






H- 


I 


4- 


1.3 


- 3.5 


1— 2,2 - 


- 0,1 


3 


40 


— 


2 


Leute Sigmaprobe. 




137.4 


410,0 






^=r|>H -[///] 


« — 2 


34.3 






u soll 
gleich V sein. 


=: — 271,8. 


1 ^~ 


±5.9- 
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Trigonometrische Punktbestimmungen. 



Werden die Differenzen (i) bis (5) für jeden gemessenen Einzelwinkel gebildet, 
so wird man beim Vorhandensein von n Etnzelwinkeln folgende n Fehlergleichungen 
erhalten: 



(6) 






aus denen ganz so wie im % 9% unter No. 9 gezeigt worden, die Koordinatenverbesserungen 
<f| und (f^ zu bestimmen sind. 

Die weiter nach (36) unter No. xo im § 91 sich ergebenden Verbesserungen stellen 
nun aber nicht die Verbesserungen der Richtungen, sondern diejenigen der Einzelwinkel 
dar. Ebenso ergibt sich, entsprechend der Formel (40) daselbst 



(7) 



m^^±y[^2:2!l. 



«-y 



worin, da zwei AVinkel zur eindeutigen Bestimmung des Punktes P genQgen, ^ss« zu 
setzen ist, als der mittlere Fehler eines Einzelwinkels vom Gewicht t, woraus der 
mittlere Richtungsfehler 






(8) 

folgt. 

Die Berechnung der endgültigen Neigungen v^ geschieht wiederum nach (44) unter 
No. II im § 91. Dagegen werden die Fehlerreste u nicht nach (47) bis (51)1 sondern 
ftir jeden Einzelwinkel aus 



(9) 

gefunden. 



r»""»-— " 



(10) 



«« =Xn — "n. 



rig. 138. 



vP« 



..P. 



P« 




Hiemach ist auf S. 305 bis 308 das auf Fig. 138 
bezügliche Beispiel behandelt, wofQr die Koor- 
dinaten der Punkte Pt, Pa, P$, P4y Pj* Pö ge- 
geben und die in der Figur durch Bogenlinien 
gekennzeichneten Winkel auf P gemessen worden 
sind. 

Die in Abt. i (S. 305) benutzten A.A, c und ß 
sind aus den in Spalte n der Abt. 3 nachgewiesenen 
gemessenen Winkeln wie folgt zusammengestellt 
worden: 

A Pj PPö = ao6o 36' 20* 
— A/iP/>=r43 10' 19* 



-^^PöPPi- 



^PsPPs- 
''%n — ^PjPPj'. 



63 26 Ol 

: 59 Ol 28 

•' i%z a8 29 

'. 143» 10' 19' 
eii6 49 41 
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Rackwfirtseinschneiden nach d. Meth. d. kleinsten Quadrate. 



305 



(Trig. Fonn. ix) 



Rttckwärtseintchneiden. 



Laufende Na. r. 
Zu bestimmender Pankt P: 



I. Berechnung der genäherten Koordinaten aus drei Punkten. 







Jyji ^ mstna sin v^9 
dx^ SS mnna cos ^^9 
Jjf^f =s m sin (2 n — ß)sin r^9 
/iXffl = m siniin ^ ß) cos Vf,9 



Jy^ = m sin (f^ sin v^ 
dx^ = m sin cf^ cos v^ 
Jyf, 3B= m sin d^ sin -v j 
dx^ SS m sin (f^ cos v^ 



*^ = Jp« H- Jx^l 
= Jf^ 4- Jx^9 



^^ya-^^ya 
^yb-^^yb 

J = x^ 4- dx^ 
=5X3 + dx^ 



Pb' 



y» 

yb 

yb — ya 



^yj 
^yb^ 

ym 
yq-ym 



^ya 
^yb 



8 477^85 

9 «78/33 



4- X 400,48 



+ 3 
+ 4 097,X9 

— s 

4- 696,75 



10 575.07 
4 348,8 X 



6 126,16 



— 496,58 

— 3 

— X 897,04 



'b 

*b — *a 



«89 849'06 
«87 583.86 



— 1 265,20 



dx^9 

^Xfß 

'9 



813.80 
— s 

I 441,4» 



«89015,17 
•89 301,03 



»75.76 



7 98x,i7 



^'b 



— • 

708.93 

+ 4 

X 556,ix 



■89 X40.XI 



ß 
2n—ß 



vjl ^vj» ^ß 
^b = ^m^ ■+- ß 



'»'a* — ^4 



ifct 
= «^« + «^5 



Xll 
2X6r 

143 
148 



29 X 
205 



92 
215 
309 



293 
341 

»74 






^^(yb — ya) 

cpllogsinvj» 

cpl log sm (f 

cpl log cos v^ 

^^i^b — ^a) 

logm 



^g{yq — y^ 



3. 14 628 

3-35 5"« 
9. 79 "7« 



3. 14 628 
o. 27 912 



0.00 X2511 
o. 07 029« 
3-35 5"- 



3. 42 6651. 



3. 79 423 
»•44 053« 
I- 35 370« 



log sin v^9 

logm 

log sin a 

log cos vjl 

log dy^9 
logdx^l 



log 



log sin ¥iß 
logm 

JM (2 71 — ß) 

log cos v^9 

^g ^yb^ 
log dxi,9 



9- 96 884» 



3. 42 665« 
9.91615 



9. 56 302 



3. 32 164 
2. 9X 581» 



9. 63 870» 
3. 42 665« 
9- 77 773 



9- 95 441» 



1. 84 308 
3- «5 879 



hg sin y^ 

logm 

log sin d^ 

log cos v^ 

^ogdy^ 
log dx^ 



log sin 1*5 

logm 

log sin d^ 

log cos y^ 

log dy^ 
log dx^ 



9-75870« 



3.41665M 
9. 51 064« 



9.9X 331« 



1. 69 599« 
1. 85 060« 



9.88816« 
3. 42 665» 
9.96317» 



9. 80 125 



3. 27 808» 
3. 19 207 
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Trigonometrisclie PunktbettiinmuDgeD. 



(Trig. Fonn. 1 1) 



RackwftrtseiDsch neiden. 



Zu bestimm ender 



a. BerechnuDg der Neigungen n u. s. w. aus den genäherten Koordinaten. 



Pn- 












Jw4-n. 



log dl, 

log tg n. 

n. 



dlogdX^, 11^- 
J log dl, 
dlog tgnAa^ 



dlog ä^ 



dlogtg^ 
JlogAl 
Jlogtgxi 



«477.S5 

7 98i.»7 

496.5s 

I *05i5S 



«89 849/06 

«89140,11 

708*95 

*i*»37 



3.08 1x8 
a. 5» 709 
o. 75 409 
8o«>oo*33* 



2. 69 599 
o. 85061 

9- 84 538 
35000' 33* 



88 
62 

0,45 



9 8S4i70 
7 98ir»7 

1 903*43 

2 752 66 



9 878,33 

7 98i»*7 

I 897.06 

340.8 X 



6 138,7* 

7 98i.»7 
X 84».55 
369818X 



4 348,81 
7 98i.*7 
3 63».46 
3.471.54 



«89 989.34 
«89140,11 

849.*3 
X 054.20 



3-43976 

3. 02 292« 

o. 4X 684« 

110» 57' 19* 



•87 583.86 

»89 I40,xx 

X 556.25 

3 453'3' 



2. 53 251 
3- 53 8*41. 
8. 99 4*7« 
174021' 50* 



3- *7 954 
2. 92 903 
0.35051 
650 57' 19* 



23 
5» 

0,57 



3. *7 808 

3. 19 208» 

o. 08 600» 

1290 21' 50' 



»3 
28 

0,42 



195.6 
»37.8 



40^4 
«9.5 



54.8 
66,7 



«87 »83.85 

«89 140,1 X 

X 856,16 

13.7» 



3* 56 806« 
X. X3 704« 
2. 43 102 

»690 47'i5' 



3. 26 542« 

3. 26 864« 

9.99678 

224^7' 14* 



»4 
»3 
0,42 



«89 301,03 

«89 X40,xx 

160,92 

3 793/38 



3- 54 052, 

3- 57 903 

9. 96 X49« 

3x70 32' 14* 



3. 56 020« 
2.20661 
I- 35 359« 

272° 32' 12* 



X2 
27X 

4,8 



7 074,14 I 
7 98x,*7 
907.x 3 I 
I 127,59 



«I 174,83 

>89 140,11 

2034,7* 

* 941.85 



3.052x5 
3. 46 862 

9- 58 353 
20<'58'x7' 



^- 95 767« 

3. 30 850 

9. 64 9x7- 

3350 58' i6' 



48 

21 

0.57 



57.x 
54.8 



»,5 
56,5 



84.* 
36,8 



3. Bildung der Faktoren a, b und Fehler / der Fehlergleichungen. 



/V 



Die Rich- 
tungen 
rind eat- 



|tt)s=nr— »/. 



/=» — a. 



links 


rechu 




1 




2 




3 




4 




5 




6 



F 


X74.6 
48.3 


- 


22,8 


r 


121,5 


__ 


123.2 


— 


103.5 




M4.7 



— 


IXI.4 


-h 


155.» 


-1- 


95.* 


-h 


».3 


— 


57.3 


—. 


»39.0 




55,0 



Innere Winkel. 

59 
30 
63 
95 
M3 
206 



48 



59 
30 
63 
95 
X43 
206 



02 


X7 


56 


46 


^A 


3X 


*5 


»4 


xo 


22 


36 


26 




"46" 
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RadcwartseinscluieideD nach d. Meth. d. kleinsten Quadrate. 



S07 



(Trig. Form, ii.) Rückwärtseinschneiden. 


Punkt />. 


4. Quadrat- und Produktensummen, endgültige Koordinaten und mittlere Fehler My und Af*. 


/>.. p. 


«l^Ul^A /V^ 


i, paa. pab. 


paf. 


phb. 


f^f^ 


links 


racJiCs 


ll 








" 


"■ 












+ 175- 


- in 


U 11 


30625 


- 


19425 


- 1925 


12 321 


+ ; 221 






- 4SH 


^i5f 


;i— c 


; *304 


- 


7.440 


h 440 


24945 


775 


» 




- 23 H 


^■ 9; 


»k i 


\ • 5*9 


- 


2 185 \ 


X84 


9025 


+ 7^0 






- 121 H 


h 1 


. — ; 


1 14041 


- 




H 363 


4 


6 






-123- 


- 5; 


' + : 


; 15 1*9 


+ 


7011 - 


- 369 


3249 


171 




6 I 


-X03- 


-i3< 


)'^ ( 


> zo 609 


+ 


14 317 - 


6x8 


19 321 


834 












+ 


21 328 - 


»- 603 




+ 1981 












— 


29 292 - 


- 3096 




- 1786 


73837 


.- 


7964 - 

\pah\^B,\ 


- 4493 


67945 
{pbb'\r=:B^ 


+ 195 
\pbf\..F,. 


B, 


— 


7964 


1 ". 


— 


*493 


1 


67945 
868 


Fa 4 

5. - 


195 
.471.7 


Erste Sigmaprobe. || 


B, 
A, 
ß, 
A, 




o..os| -J 


+ c 


^03 3 J 

),0OOl 


4;- 

ff*« 

2: 


: 


84.4 
0,1 


F,&l 
Faifr^ 

z 


+ 


0,2 


o,9ao 




67077 


76,7 
-0,00 114 


+ c 


>.033S 


~ 


84.5 


- J 


S4<4 


,-^ + ,.1,= 


7 98i.a7 +. 


0,00. es 


7 98i;*7 


*^'=*>f>* 




■ 


|( 0,00 03 ja 


= * 0,0X8 


'=l + 'S= 


= «89 140,11 + 


0,03 = » 


.89 140,14 


± ifc = ^Vj= ± o,bi8 xo,96 = * 0,017 1 


$. Mittlerer Fehlef m und Proberechnung. || 


^^ 


«<fSH-*<f^ = <fn. =• 


V 


i>frir. 


tff- 


/="•*-»''• 


«=/-•• 1 




V 


• 




1 ff 


II 


Kala 


recht» 


Innere Winkel. | 






+• 5.9 - 

- 1,6 + 

- 0,8 H- 

- 4/1 -h 

- 4.* - 
-|.5- 


0,1 ' 
0,% 
0,1 
0,0 1- 
0,1 • 
o,a 


-H 5.8 — 

- 1.4 — 

- 0,7 4- 

- 4.1 — 

- 4.3 - 

- 3.7 + 


5.* 
6,4 
7.3 
7.1 
1.3 

4.3 


27,0 
41,0 
53.3 
50,4 
1.7 
5.3 


I2X,0 
45.0 
64.0 

9.0 

9.0 

36,0 


59 
30 
63 
95 
M3 
206 


02 

56 

44 

:»^ 


44 
45 
30 
19 

17 

21 

36 




4- 


4 
6 

7 
8 

2 
I 


r 


- 8.3J 


— 


...1 


- 8,4 - 


10,4 


— 


T2 


Leute Sigmaprobe. 11 


^.^ [/^^J 


178,7 jj 264,0 
«« 8 




u soll 1 


^ 


* -~ 


»-8' 


$.3 


jj y 


i 


X(«-2) 

111 = 


d 


••0 

b4,7' 












i 


rleich 


V s 


"1 
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Trigonometrische Panktbestimmungen. 



(Trig. Form, ii.) 



RUckwMrtseinsch neiden. 



Punkt P. 



6. Berechnung der endgültigen Neigungen v. 



y- 

yn—y 



X, 

Xn—X 



^g(yn—y) 

log (Xn - X) 
hgtgv. 



log sin V. 

log cos V. 

log 5, 



8 477,85 

7 98i,*7 

496,58 



«89 849,06 

«89 140,14 

708.9» 



2. 69 599 
1. 85 059 
9- 84 540 



35^*00' 38' 



9 884,70 
7 98i,»7 
I 903,43 



■89989,34 

«89 140,14 

849i»o 



3- V 9S4 

2. 92 901 
0.35053 



650 57' 23* 



9 878,33 
7 981^7 
I 897,06 



«87 583,86 

«89 140,14 

I 55M8 



3. *7 808 
3. 19 209« 
o. 08 599« 



1290 21' 53' : 



6 138.7* 
7981,47 
I 844,55 



«87483,85 

«89 I40,IA 
I 856,29 



3. 26 542„ 
3. 26 865« 
9. 99 677 



224047' 12* 



4 348,8x 
7981,47 
3 632,46 



«89 301,03 

»89 140,14 

160,89 



3. 56 020» 
2.20653 
I- 35 367« 



7 074,14 

7 981,47 

907,^3 



«I 174,83 

«89 140,14 

4 034,69 



4.95767« 
3. 30 849 
9. 6491811 



335* 58' 14' 



Das Einschneiden von zwei Punicten. 

§ 96. 

Schon im § 88 (S.251, 254) ist für die Anwendung des trig. Form. 9 darauf hingewiesen 
worden, dafs es in besonders wichtigen Fällen, namentlich wenn es sich um zwei trig. 
Neupunkte Pa und Ph handelt, die als Grundlage für weitere trig. Punktbestimmungen 
dienen und zugleich durch verhältnismäfsig wenige oder in ihrem Zusammenwirken ungünstig 
gestaltete Richtungen bestimmt werden, empfehlenswert sein kann, die Ausgleichung der 
unvermeidlichen Messungsfehler im Zusammenhange auszuführen. Auch bei minder 
wichtigen Punkten kann solches wünschenswert sein, wenn allein auf diesem Wege eine 
genügende Anzahl von BestimmungsstUcken für Neupunkte in geeigneter Beschaffenheit zu 
erreichen ist. Der Fall kann entweder so liegen, dafs sowohl äufsere, als auch innere 
Richtungen oder dafs auf beiden Neupunkten nur innAe Richtungen*) beobachtet worden 
sind. Vorbedingung aber bleibt, dafs beide Neupunkte durch eine einseitig oder zweiseitig 
beobachtete Richtung mit einander in Verbindung stehen, da wenn dies nicht der Fall, 
eine gemeinschaftliche Ausgleichung nicht möglich ist. 



^) Der letne Fall ist von Hamen bearbeitet worden. Schuhmachers Astronomitche Nachrichten 
B(L s8 (1841) S. 171 bis 176. 
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§ 9^* Gnschneiden v. zwei Punkten n. d. M. d. kl. Qu. 3Q9 



Das Verfahren wird durch das a%if S. 310 bis 316 abgedruckte Beispiel der An- 
wendung des trig. Form. 9 erläutert. Das Beispiel bezieht sich auf Fig. 139, worin 
%xo und 5 aog die beiden zu bestimmenden Neupunkte darstellen, die als Unterlage ftlr 




Flg. 139. 



noch weitere' Punktbestimmungen benutzt werden sollen. Die Nenpunkte li^en unmittelbar 
an der Landesgrenze, sodafs nur ein Anschlnfs an die innerhalb der Landesgrenze gegebenen 
trig. Punkte zu ermöglichen und daher das im § 88 S. 248, 150 bezeichnete erste Erfordernis 
nicht voll zu erfüllen war. Die besonders ungünstige Gestaltung der Punktbestimmung 
wurde noch dadurch erhöht, dafs 5 ^^o und g ao8 in einem niedrigen Gelttndeabschnitt, 
die an sich wichtigsten Anschlufspunkte ^194 und ^171 aber, in einem Hochwalde auf 
,der Höhe liegend, ans Rücksichten der Kostenerspanxng mit hohen Beobachtungsgerttsten 
nicht bebaut, sondern nur als Zielpunkte fUr einseitige Richtungen von 5 aao und 5 ao8 
aus sichtbar gemacht werden konnten. Allein die Richtungen zwischen § %to und 5 125 und 
zwischen 5. 220 und 5 224, sowie zwischen 5 208 und § 187 konnten als zweiseitige 
nach gegebenen Punkten beobachtet werden. Namentlich 5 220 hätte ohne die Terfaindende 
Richtung mit § 208 nur spitzwinklige Bestimmungsschnitte erhalten, die allein eine Gewihr 
für die scharfe Bestimmung dieses Nenpunktes nicht dargeboten hätten. 
Für die beiden Neupunkte 

Pa I P^ 

bezeichnen in allgemeinen Symbolen; 

^a -f- <ft)« = ^a I 9* 4- (f ijÄ = ya 

E« -4- <f J« — ^« I J* 4- ^lö = Xi 

die genäherten Koordinaten und die ihnen beizufügenden Verbesserungen, sowie die end- 
gültigen Koordinaten; femer: 

/>/. P2, ...,/>«• I P/\ />//, ..., P// 

die gegebenen Punkte, mit denen die Neupunkte durch Richtungen verbunden sind, wobei 
derselbe gegebene Punkt sowohl unter den arabisch, als auch unter den römisch bezifferten 
Punkten vorkommen kann: endlich 

Xt, xa Xn I XI, XU, ..., xir 

die bekannten Koordinaten der gegebenen- Punkte. 
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Trigonometrische Punktbestimmangen. 



(Trig. Fonn. 9.) 



Einschneiden für zwei Punkte. 



Zu bestimmender Punkt Pat § aoo. 
a. Berechnung der Neigungen n» u. s. w. aus den genäherten Koordinaten. 



T 



db 









logtgy\n. 
n«. 



älogÄt^, 
AlogAl. 

Jhgtgn. 



an 

± 



Alogtgn 
' Jlogtgn 



Pb\^^oZ 

Pjl §124 



«93 479.89 

«86 417*60 

7 062,29 

9 067,67 



«79 806,46 

«77801,08 

2005.38 

5056,91 



3- 957 496 
3. 703 885« 
0.25361x1, 
ii9°o8'52 



3. 848 945 
3. 302 197 
o. 546 748 
74^08 '52* 



7.6 



X0.42 



M84 610^46 
«86417,60 

1 807,14 

X 191,40 



«80799,62 

^77 801,08 

a 998,54 

4 805.68 



3. 076 058 
3.68x755 
9. 394 303 
1 3° 55 '26* 



3. 256 992« 
3. 476 910 
9. 780 082« 
328'»55'*6' 



10.38 



«82753.83 
«86417,60 

3 663,77 

4 435'03 



XO.40 



«84 620,61 

«86417,60 

I 796,99 

* 715.73 



"85 899'88 

«77 801,08 

8 098.80 

11762.57 



3. 646 897 
4. 070 502 

9. 576 393 
20° 39 '32* 



||3. 563 9*8» 
3. 908 42 J 
9.655507« 
335''39'32' 



«82 313.80 

«77 801,08 

451*72 

6 309.71 



3-433 887 
3. 800010 

9.633877 
23° 17' 14* 



50,0 
30,0 



21,1 

9.5 



13. 254 546,» 
3-654438 
9. 600 1081V 
338*'i7'i4' 



6.14 



«85 062,01 
«864x7.60 

^ 355/59 
473I/I4 



6.35 



»87 095.25 
«86417,60 

677.65 
3933.10 



"83 887.8X 

«77 80 X, 08 

6086,73 

7442,32 



3. 674 966 
3. 871 708 
9. 803 258 
32^26 '40* 



39*7 
^5.7 



3. 132 1*9 
3* 784 384 
9. 347 745« 

11347^26-40- 



3M 
7#* 



«81 056,53 

«77 801,08 

3 255.45 

2 577.80 



3.594735 
3. 41 1249 
o. 183 486 
56^45 '31* 



.831 005 

II3. 5x2 6ri 

•318394 

||ii<>45'3x' 



64X I — 

133 1 + 
10, 51 



6x,o 
"»7 



Diesen Bezeichnungen entsprechend mögen allen. übrigen in §§ 92 und 93 angewen« 
deten Symbolen, je nachdem die betreffenden Gröfsen sich auf Pa oder auf Pt ^ziehen, 
die Indexnummem mit arabischen oder römischen 2^hlzeichen, > nach Umständen auch die 
Indexe a oder b und A oder B beigefügt werden. 

Die Fehlerausgleichung ist hier darauf zu richten, dafs die Summe der Quadrate aller 
Verbesserungen z>/, vj^ ..,, Vm% v/i w//i •.•! ^N, vst ^at zusammengenommen so klein 
als möglich wird. • 

Das Verfahren ist in den mafsgebd. Beziehungen im wesentlichen ebenso wie in den 
§§ 92 und 93 gestaltet. Die Behandlung der Fehler- und Normalgleichungen, sowie deren 
Auflösung nach den vier Unbekannten cf^a. <fj«, cf^*i <^S3 läfst aber bemerkenswerte 
ättfsere Abweichungen hervortreten. 

Die genäherten Koordinaten ^a, s«» 9^t l^ können, wenn mindestens zwei 
äuisere Richtungen nach Pa, Ph oder mindestens eine zweiseitige Richtun^^ zwischen Pa 
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(Trig. Fonn. 9.) 



Einschneiden fUr zwei Punkte. 



Zu bestimmender Punkt /^.-§ 20$. 



3. Berechnung der Neigungen nj/ u. s. w. aus den genäherten Koordinaten. 



jPm^ 



sl 



± 






};r+n^. 



logäiif, 
log tg ntr 



JlogJt^. 
Jiogjp 
Jlogtgn 

^ 



dN-^ 



CN^ 



dlogtg^ 
JlogtgVL 



Pti ^ X71 
/Yr. §187 



ru» =» n* db » 



254<>68'S2' 



6.36 



K I 226/60 

«3 479*89 

2253,19 

866,55 



«81 i93f*o 
«79 806,46 

I 386,74 
3 640,03 



»•937 794» 
3. 56z 105 
9. 376 689» 
3460 36' 34* 



3. 35a 8i7i 
3.J41995 
o. 210 822» 

3010 36*34' 



IC 30 



10.3 



6.21 



«2470,41 

-347989 

1 009,48 

»*3^75 



«82047/69 

«79 806,46 

2241,23 

325071 



3.090523 
3. 511 978 
9- 578 545 
20« 45' 09* 



3. 004 097« 

3-350487 
9.6536x0« 

335M5'o9 




7,6 
»7.1 



«5 424,46 

•347989 

I 944,57 

8 7a7i4i 



564,76 

-3479,89 

7 084.87 

17999,13 



«86 589,30 

"79 806 46 

6 782,84 

4 838,27 



3. 940 886 
3. 684 690 
o. 256 196 
600 59' 50' 



3- 288 823 
3. 831 411 
9. 457 4x2 
150 59' 49' 



«90 720,72 

»79 806,46 

10 914,26 

3829,39 



4.255251 
3.583 130 
o. 672 121 
77° 59' 21* 



3.850332 
4.037994 
9.812338 
32« 59'2i' 



41,0 
66,6 



224 
64 
8,0 



61 
40 
4,6 



76,8 
34r6 



28,0 
8,0 



13,3 
8,7 



oder Pb und einem gegebenen Punkte vorhanden sind, nach der Aufgabe des Vorwärts- 
oder Seitwärtseinschneidens im § 25, wenn aber auf Pa und P^ nur innere Richtungen 
vorhanden sind, wenigstens fUr einen von beiden Neupunkten nach der Aufgabe des ein- 
fachen RUckwärtseinschneidens in §§ 26 und 27 oder fUr beide Neupunkte nach der Auf- 
gabe des doppelten RUckwärtseinschneidens im § 28 berechnet werden. Die hierauf bezttg» 
]hhe Rechnung in Abt. i des trig. Form. 9 ist, da sie nichts Besonderes darbietet, fUr 
das Beispiel auf S. 310 bis 316 der Raumersparnis halber nicht mit abgedruckt. 

Weiter ist die Berechnung der genäherten Neigungen n und der Httlfsgröfsen 
a und b ganz wie im § 92 unter No. 4 und No. 5 auszuführen. Sie ist in Abt. 2 und 3 
auf S. 310 und 311 enthalten. Die Hulfsgröfsen sind aber hier allein, soweit sie sich auf 
die Richtungen tör Pß beziehen mit a und d, soweit sie sich dagegen auf die Richtungen 
für Pö beziehen, mit c und d bezeichnet 

Die Fehlergleich ungen, deren Faktoren a, 6, c, d und Fehler / in Abt 4 
(S. 312) gebildet sind, gestalten sich allgemein wie folgt:*) 

a) FUr die zur Bestimmung des Punktes Pa auf den gegebenen Punkten Pn beob* 
achteten und endgültig .orientierten äufseren Richtungen ^»: 



*) Wenn unter besonderen Umständen auMiahmsweise Winkelbeobachtungen statt Richtun^beobachtungen 
ausgeführt und die Winkel nicht stationsweiae ausgeglichen sind, so dafs sie auch in der Koordinatenberech« 
nung nicht wie Richtungen behandelt werden können, erleiden die FehJergleichungen sowohl, als auch 
die Ableitung der endgütlig orientierten Richtungen zur Bestimmung weiterer Punkte im Abrifs der beson- 
deren Sachlage entsprechende Abänderungen. (Vgl. das Rückwartseinschneiden im § 95.) 
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Einschneiden fttr zwei Punkte 



Zu b e s t i m mender Punkt P»: §a20. 



4. Bildung der Faktoren a, ö, c^ d und Fehler / der Fehlergleichungen. 



=10-«. 
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(Trig. Form. 9.) 



Einschneiden für zwei Punkte. 



Zu bestimmender Punkt Pb: §ao8* 



5. Bildung der Faktoren für die Normalgleicbungen. 



paa. 



pab. 



pac. 



päd, pdf. 



pbö. 



pöc. 



päd. 



Pb/, 



Pcc, 



pcd. 



pcf. 



pdd. 



pdf. 



900 
246 



955 

6g6 

14a 

xa 

^^^ 



471 



09 

»9 
*9 
*9|h 




1500 
6x3 



856 

385 
81 

5» 
10 

424 



698 

M8 

i6 
54 
^5 
74 



I3X - 



34i6]-f- 
679 Ih 



104 

*39 

66 

164 

167 



195 

34 
7 

15 
4 

IX 




58 L 
»51 + 



9* 



60,0 
»5J 



114.3 

34.1 
7,4 

20,X 

4.4 
»^5 



«ia,7 

4,3 

497 

6,5 



1386 + 



43o,a 

121,7 



2500 
X576 



767 
2x6 

202 
19 

8 
660 



37 

1 
2 
2 
x|+ 



626 

66 

64 
20 

13 
X16 



49 

66 
18 
45 
46 



197 
— 912 



175 

»9 

18 

6 

4 

33 



100,0 
39'7 



102,5 

»9.1 

X8.5 

7.5 

3.8 

33.4 



5" 

20 
20 
20 
20 
20 



1197 



23 X 

16 

70 

3 
*5 



261 
339 



59,8 

X3,8 
1,8 
0,3 



»3 

X962 

151 
918 
96X 



156,2 
^45,^ 



142 

6 
6 
6 
6 
6 



2657 



182 

474 

57» 

70 

5*7 



83.6 

5,8 
5.8 
7,6 
5,9 
5/9 



40 

2 
2 
2 

2 
2 



138.4 



5898 



4300 
354 



47.0 

35,4 
1x3,2 

36,4 
6,2 



X436 



xr4 
2162 

5 
289 



*59,* 
232,0 



1136.5 
17,0! 



i"9,5| 



i737M 



1261 fl+ 
[pad\ 



308,5 



5993 
\^b] 



715 



78 



89.015823 
\J^f]\[pcc] 



3946 



27,2 

[A/1 



9954 
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1 

(Trig. Fonn. 


9) £inschD#iden fttr zwei Punkte. 




6. Auflösung dci 


(/a«)=^4[/>a4] = Ä,. 


\jPac\^Ci. 


[pad]^Di.\ [pa/i^Fi. 


[;>**] =A.| 0*c] = C^. jl [pbd]^D^ 


4. 


+ 


383» Bi 


+ 


•737 


1 c, 


— 


9«7 


z>/k 


1261 1 Fi 


+ 


308,s 


Bm 
Bt^ 


f 5993 Ca - 
B» 


- 715 ^^ - 

B, ^ 


;! 








B, 






Ci 






Di 




Fi 














Am 






Ai 






" Ai 






Ai 

Ai 


-o/>8o5 
+ o«047O 
-h<V»38 




- «955 


S. - 


f«9©.7 


-Ä,^- 


.9» 


f 4038 


- «4*3 


a, - 


■w«^ 




1 ^' 




3). 






























"" 


Ofi^H 














- 


O.0411 






log. 


%. 




log. 




log. 


log. 




log. 


log. 




^Z- 


A. 


3.5«J4 


Bi 
Bi 


3.4373 


Ci 
Ci 


»•9854« 


Di 
Di 


F. 


9.4893 


















Ai 


9.8539« 

■••«•••■ 

3.29"« 


Ai 

-aF' 


9.4020 
a.8393 
»•3874« 


^ Ai 

4:- 


9.5173« 


~A, 


8.9059« 


^M 


3.6063 




1.3856, 
7.7794 


4>- 


4W. 


a.9546. 


••343«» 
1.8913 


^S 


a.5037 




9.1650, 


77«! 














4;- 


a.6i8o. 


--äF' 


..0066. 




























Ai 


»•395»» 










1 








8.4833, 


•!'>. 


8.3S86^ 


4> 


8.6730 






<ftj« 


8.6284 -g;«^S* < 


i.73«o 




7. Endgültige Koordiiuin 


1 Punkt />«.-ga*o ^ 


' ^tf = t)a-*-<fl)Ä= mgö 


4X7,6o 4- 0.04 


== «86 417.64 j *Ä =» J« -h </ Ja «= »77 801,08 — 0,04 = ■77 8o^04 


Pn. 




yn. 


Jf«. 


ym - ya. 


Ä»^(^«-M logtg^n^ 1 








ya* 


Xa- 


Xn — Xa, 


Ä>^ (*«-*«). V«. 






Pöi 8108 




•93479.75 




•79 806,55 


+ 


7 06a, 1 1 


3-848935 0.546710 


Pti §»i5 




«8641764 




• 77 801,04 


H- 


1005,51 


3.301115 74«o8'47' 






«84,610,46 




»80 799,61 


— 


l 807,18 


3. 157 001« 9.78008$!. 


Pal §«50 




«86417.64 




■ 77 801,04 


+ 


* 998.58 


3.476916 318» 55' »5* 






-8*753.83 




«85 899.88 


— 


3663,81 


3.563933« 


9.6555x0« 




-^- §"4 




«86417,64 




«77 801,04 


+ 


8 098,84 


3. 908 413 


335*39' 3'* 






«84620,61 




«81313.80 


— 


« 797.03 


3- »54 555» 


9.6001x3« 




/V:§i95 




.86417,64 




«77801,04 


+ 


451176 


3.654441 


338» 17' '3' 






«85 o6a,ox 




>83 887.81 


— 


» 355.63 


3 131 141» 1 9-347 755« 




^^- ^ «94 




«86417,64 




«77 801,04 


+ 


6 086,77 


3- 784 387 


347* 16' 39' 






-87095^*5 




«81056.53 


H- 


677»6x 


1.830980 


9.318363 




/V: 




■8641764 




• 77 80X.04 


-h 


3 155.49 


3. 511 617 


XI« 45' »8' 
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(Trig. Fonn. 9.) 



Einschneiden fttr swei Punkte. 



Normalgleich ungen. 



[/V] = ^*' 



[pcc]^CjMpcd] = Dj, 



[P^n^^j' 



[pdd}^D^.l[pdn^F^. 



Erste Sigmaprobe. 






Di 



89^ 



309H 



0^0766 
0,0346 






0/J005 



o>04a5 



5833 



SS79i 









394« 
318 



4358 






's* 



97,20 
77^6 



t- 






a. 



0,0185 



0,1090 



%4 



o/)905 



995 
4«5 

937 
3950 



6059 






+ 1119.5 

tOIrS 

75'0 

78.8 



'*-fe 



86,4a 






-0/Z498 




Z9|6 



3/8 



arS 



Z5919 



17318 



8fa 
5? 



a.490S<» 

8.8843 

0.9699,, 

X.8780« 

«.3748» 



«J 



Ä?^. 



3.746s 






log, 

3.6999 

9.8897J 



^J* 



8.9566 -^«r 



3-5X191» 



9-0374 



5j 



log, 

9.OZ37 
8.9679^ 



/ö^. 



/ö^. 






»•89«4i, 
o.»8o9„ 



3.7819 



8f^ 



9.9366 

9.«547k 



ff/, 
'S). 



^af. 



.09«3« 



und Neigui^^n ». 



Punkt i>5r ^ 208. 



^* = «J* 4- «^9* «= «3 479^89 — O/I4 = «3 479i75 



Jf* = S^ -H cTjÄ = «79 806,46 + 0,09 = »79 806,55 



PN. 



-ft: § aoo 

iV: S «71 

/*/r. § 187 

iV//: S 143 

Piir. % 96 



yN. 



XN> 
Xb. 



u I fta6,6o 
«3 47975 



«1 470,41 
«3 47975 



«5414,46 
«3 479i75 



56476 
«3 47975 



«81 X93i*o 
«79806,55 



^ 



«82047,69 
«79806,55 



■86 589,30 
■79 806,55 



«90 720,72 
«79806,55 



yN— yb. 

XN — xb^ 



2253,15 
I 386,65 



I 009,34 
2241,14 



I 94471 
6 782,75 



7 o85iOi 
10914,17 



log [yN — yb)^ log tg vN> 
log(xN—xb)\ yj\r. 



ya = ybdzn\\ 254*08 '47' 



352790» 0.210823» 
141 967 30i«'36'33' 



004037« 9-653568« 
350469 335^45 '17' 



288 855 
831 406 



9- 457 449 
15** 59 '54' 



850341 ||. 9- 812 350 
03799' II 3^^59'M' 
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Einschneiden fUr zwei Punkte. 



Punkte Pg: § aio and P» : § aog» 



S. Mittlerer Fehler m und Proberechnung. 



Pm 






d. 






/. 



■/+<fti 



pvv. 



pff- 



^ ± 1». I «'. 






1 



«». 



P4: . 
Pö: . 



30,( 



157 



50,0 + 1,13 



397 



<><• (^« bm (f^«« 



-4Si7h 897+ i>8S h 3iSi 



0,65 



1,69 



Attfsere Sichtungen für P»* 



iht#». 



-0,89+ a,o|+ 
-1,04 + 



'>93 + 3iO|H- 1*1 



1,1 



0,0 



0,0 



4rO 328 



I|0 



^»dbif-l a^ip- 



33s 



55 

I3||i7 



37J 



38 






J 



Hh 



i^.-§*08 
-P/: Aa»5 

^¥••5x95 

^- i »94 

Pö: 



■f-|a7ii 



30^ 

H 9i5- 

^5*7 

7. 



a^<^^^HfjE»)bH<^«nf9») 



H 7M 



- 50,04 



49r7r 



50- 

39- 

3*»4| 
6z, ( 



«04,1 + 



"I 3>57 



Ond;^* 



7 + 



x,»3 

o»39 
0,65 
0,30 
0,5» 



»*05 



M» 



^«f^«* 



0,90 
1,69 
z,38 
».59 



S,68 



Innere Richtnngen ftir A, 



<fnff. 



räddn* 



4r98 - 3i04 + 



0,51 
x,04 

3i" 



.89 + 

4- 



,08 + 



x>94lh 



X/05 

x.43 
0,90 
0,86 
x.«7 



41*41 
4,ai 



r«l/. 



3.7 + 



- 1.3 + 
+ i,7|+ 

- i/3|- 

- 1.3 - 



up 



0.7 

O,» 
0,1 

*.6 
0,4 
».5 



3,4 
3.1 



0.5 



0.0 
0,0 
6,8 
c* 

6,3 



13,7 ao6 x6 i6| a6 17 



X.7 
1.7 
*.9 
t.7 
1.7 



lOZ 

107 

ZIG 

"9 

144 



r- 



6.| 



+ x+i 



3443 
09 
58 



63 



. reid 







f 



1- 



P/: . 

Pir, % 187 
Pili: . 
/Vf: . 

Pvn . 



CS. I dN* 



"t 



76,8 



- 3.13 + xo,98 



Anisere Richtengen fto /^ 



H34>6H 76,8|-| 3.13 ii+l yo.98 



<hti«r. 



7.85 



+ 7.85 




3.9 



3.9 



15.* 



z6,o 335 



^-^rb«. 



45 



13 



X3 



•TÄ 



45 



18 



18 



«^! 



Innere Richtungen für Pb, 





Pa\ ^aao 
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( I ) »f = «/ cT j« + *, <f^4i 4-/*. worin // » n/ — (^, ± n), 

Vi « ag (f |a H- h dt)a +/j, /* = n* — (^i ± 7i), 



Vn^an^Xß + *iicf^ 4-/«. /jPi— Hu — (ipH±, n) ist 

b) Ffir die auf dem Punkte Pa nach dem zweiten zu berechnenden Punkte P^ und 
nach den gegebenen Punkten Pn beobachteten inneren Richtungen «»: 

( 1 ) • vb:ssabdla'^bb rf^a + Ca (f J* + <^« dt^b + <fOtf -{-/ä . worin /> = to^ — -»^ 
»;»«tfa<^J«4-*ad^ -hdOa-hA, /» = »# — «« 



fr»sB ö»(f J« H- dwcfl^ -f- (fO« +/«, fn^Vbn — «« ist, 

tmter lo^, lOi, lD;r» • • • Vbn die durch Abzug des genäherten Orientierungswinkels o« von 
den genäherten Neigungen Xibt H/, n«, • . • tt« erhaltenen Werte verstanden. 

Aus den Fehlergleichungen ( a ) ergeben sich die reduzierten, cTo« nicht enthaltenden 
Fehlergleichungen : 

( 3 ) ** «* redab cf J« + redbb d^ 4- redca ^Ib 4- rgdda (f ^3 -f- r^^?/*. 

Vi = r«^ a/ (f Jtf 4- red ö, dt)a 4- redcj cTj* H- r^rf <f/ dtjb + »''<'// 1 
<r« — red a» (f J« 4- red bg (f 9« 4- ^tf<* Cg d%fi 4- ^«^ ^'^ dt^b H- r«//r, 

9» SS redand%a + redbnd\U 4- redcmdlb 4- reddnd^^b 4- rtf<^/«i 
worin r^Ja, r^i/^, r«(fr, r#^i^, r^f/ die durch Abzug der arithmetischen Mittd 
«««t^.*««L*J.V««-.<^«^,/« — t^ von den Gröfsen a. *. c, d, / der 

»UM«» 

Gleichungun (i) erhaltenen Gröfsen sind, deren Summen [reda], [redb], [rede\, [redd]t 
[redj] gleich Null sein mOssen. 

c) Ffir die zur Bestinmiung des Punktes /^ auf den g^ebenen Punkten Pn beob- 
achteten und endgültig "orientierten äufseren Richtungen ^^r: 

( 4 ) VI ^cf eijb + di dX^ -k-f! , worin ff ^ni — (#/ ± n), 

r//= f/zcTg* 4- <?//cf <J* 4-///f ///= n//— (^//± xr), 



vfr = ci^r cTjä 4- dirdx^b 4-/y . /ßr^nN-^ {fpir ± w) ist 

d) Für die auf dem Punkte /^ nach dem ersten zu berechnenden Punkte Pa und 
nach den gegebenen Punkten /y beobachteten Inneren Richtungen a//» 

( 5 ) Vm ^ab&lß-^^bdX^^Ca dlb-^- da <f^b 4- dOb 4-/« t worin /«=»)«—««, 
»/ — ci dlb + df dl^b 4- cfÖA 4-// , fr ^Xdl ^af , 

•ori^ . cr/dlb-^di/dX^b + düb-^fllt f/I^^II—if//t 



vßr^ cydib 4- iii\^cri;i^ 4- <fo* -1-/V/ /y ■■ »jv — a^ ist, 

tt) in gleicher Bedeutung genommen, wie zu b. 

Hieraus ergeben sich wie zu b die reduzierten , düb nicht enthaltenden Fehler- 
gleichuugen : 

( 6 ) »a =s red ab dla 4 redbb dX^a 4- redca d^b H- red da d^b + red/a , 

vf = r/</a/ cf Ja -4- redbf <fl)« -f- r/</r/ <f J^ + re^id/ d\^b 4- r«^// i 
v/f =» redandlß -^ redbf/dt^a 4- redcudy, 4- reddi/dX^b H- redfri^ 

VN = r/rf ajv cTJä 4- ♦'«' *^ cf ^« 4- ''^^^ ^;<^ <^5d + red du d\^b + ♦'«' /Vv, 
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worin reda^ redb^ redc^ redd^ redf die durch Abzog der arithmetischen Mittel 

fl;if=«~,Ä;if==-,CA/==^i^,rfii/= Li /j^== tZJ von den Gröfsen a, b, c, d, / da 

N N rr N N 

Gleichungen (5) erhaltenen Gröfsen sind, deren Summen [reda'\^ [r^J^j, [redc]^ [redd]^ 
[red/1 gleich Null sein müssen. 

e) Diesen Fehlergleichungen entsprechend sind die in Abt 1 und 3 (S. 3x0 find 311) 
berechneten HUlfsgröfsen a, ö, c, d nach Abt. 4 (S. 312) übernommen und soweit sie sich 
anf die inneren Richtungen an und ajv^ beziehen, durch Abzug von Om* bm, cm, dm, 
bexw. CM, bsft cjift <fjif reduziert, wobei sich die bereits angedeuteten Proben ergeben, daüs 
die Summen der reduzierten a, b, c, d }t gleich NuU sein sollen. 

Ahnlich ist mit den in in Abt 4 gebildeten and reduzierten Fehlem / verfahren 
(Vgl. (ig) bU (19) im § 92). 

f) Wenn auf keinem der gegebenen Punkte Pm und Pn Richtungen nach den zu 
berechnenden Punkten Pa und /^ beobachtet, mithin äu(sere Richtungen nicht vorhanden, 
diese beiden Punkte also lediglich durch Rückwärtseinschneiden bestimmt sind, fallen die 
zu a und c angeführten Gleichungen ans und es kommen demgemäis hierfür in Abt 4 
keine Faktoren in Ansatz. 

Um die Normalgleichungen zu entwickeln | ist nun jede einzelne Fehlergleichung 
unter (z), (3), (4), (6) mit dem in ihr enthaltenen Koeffizienten von dla, dann nüt dem 
Koeffizienten von dt^a, dann mit dem Koeffizienten von dis, endlich mit dem Koeffizienten 
von cT^^ unter Berücksichtigung der Gewichte p, f*l^ diese verschieden angenommen sind, 
ku multiplizieren. Hierdurch erhält man folgende vier Gleichungsgruppen, in denen, 
loweit die einzelnen Gleichungen sich auf innere Richtungen beziehen, unter a, b, c, 
d,/ wiederum die reduzierten Werte dieser Gröfsen zu verstehen sind: 

( 7 ) für die Infseren Richtungen des Punktes Pa : 

Pi at vs a=/i a, at »dla-h^t ag b, .(f^ . . -♦-/# tf/ /r t 

Pa tf# vg ss/, ag ag 'dla-hpa tfj b» 'dt^ . . +/* a* /t t 

pm OnVn ^^pn an Om •cTja-f-/» an bn 'dt^ • • +/» an fn t 

für die inneren Richtungen des Punktes Pa'. 

Pb Oh vt ^pb Ob ab 'dla-hpb ab bb -dt^a-hpi ab Ca 'd^b-^pb Ob da 'd}^b+pb ab Jb 
Pt a, Vi ^p, at aj »(fja-h// a, bi ^dtfa-hpt a, c, -dlb-hpi «/ dt -dt^b-hpi «/ // 1 
pä «« V9 ^p9 ag ag 'dla-k-pa a» bg *dx^^p2 a» Ca 'd^b-^-pa a» dg -dt^b-hp» ag fg ^ 

pnOnVn =pn an an ^du-^pn an bn -dX^a+pn an Cn 'd^b-^pn an dn 'dtß+pn On /ml 

(\Xt die inneren Richtungen des Punktes /^: 

pa aß Va =pa aß aß -d^a-^pa aßbß 'dt^a-hpa aßCA '^Xb-^pa aßdA 'dX^b+pa aßfg , 
pi ai vt ^pl ai ai -cfja-f-^/ ai bi -dX^a-^pI a/ cj 'dib-^pl a/ di dX^b-^-pI ai ff , 
plianvii^pliauarr du -hp/ia/ib//' dt^a -^-pl/a/fc//' dy, + pf/ai/d/i- dt^b -hp/ia/f/fl, 

pN aN VN ^pNaNaN • (f J« -¥pNaN bN • cf 9« '\-pNaNCN • <f J* -^pN au du • cTlJ* -^pNaN/N^ 

(8) für die äufseren Richtungen des Punktes P^\ 

Pi bt Vt ^ps a, bt 'dla-hpt b, bt -dt^a • • +/i *i /r • 

/* bg Vg tsspg ag bg .dla+pg bg bg 'dX^a . • +/« **/» • 

Pn bn Vn ^pn an bn -cf ja-f-Ar bn bn »dX^a . . ^Pn hnfn • 
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3t9 



^ÜM 



fUr die inneren Ricfatangen des Punktes Pai 
ph ** Vi -«/* a^ bb -«fjtf-f-/^ H bb -d^^a-hpd bb Ca .cfj^-f-/* bb da •(ft)Ä+/5 bb fy , 
// bt Vi —// at bi .(fja-|-/y bi bt .(ft)a-hA ^i ^i '^lb'\'pi bt dt -dt^b-hpt b, fg , 
pg bg vg ^p9 ag bg 'dla-^pi bg bg 'd}^a-hp» bg Cg -dlb-hpa bg dg -dX^b-k-pg bg fg , 



PH^bu. Vm ^^Pn ö« bn '^^a+pn bn bn '^t^a-^-Pn bn Cn 

fttr die inneren Richtungen des Punktes Pb\ 

Po bß Vg ^pg aß bß .dW^Pa bß bß-dt^a-hpa bß ca • 
// bi VI »pi ai bf 'dla +>>/ bj bf -d^a-hpf b/ e/ . 
p//b/lv/T^p/ia//b//- dla -hP/fbl/b//' d\)a -hp//b//e//' 



^Ib -hpn bn d„ -dt^b-^pn bn fn , 



dlb^-pa bßdA 'dX^b-hPa ^B fa , 
Hb -^Plfil dl 'dr^b+pl bl fr . 

Hh -¥pnbndn'd\)b'^pijbiifii. 



pNbNVN ss^pNaNby-dla -^pNbN *iV- dX^a -k-pl7bNCS • <f J5 -VpN bjfd^ • d^b -^pNbNfNy 



(9) für die inneren Richtungen des Punktes Pg\ 

pb Ca Vb ^ph ab Ca 'd^a-hpb bb Ca 'dt^a-hpb Ca Ca 
pt Cg Vt ^pi ai c, 'dla-hpi bt Ct •ifUa+// Cj Cj 
p$,Cg Vg ^pa ag Cg 'dla-^rpg bg Cg ^dX^a-hps Cg Cg 



'Hb 4-/5 Ca da -dXfb-^Pb Ca fb , 
'dlb-hpt Ct dt 'dX^b-¥pi Ct ft . 
-dlb-hpg Cg dg 'dt^b-^pg Cg fg , 



pmCn Vn ^pn On Cn 'd^a+pn bn Cn 'dt^a-^pn Cn Cn 'dlb-hpn Cn d» ^dr^b-^pn Cn fn , 

für die äufseren Richtungen des Punktes Pb\ 

Pf 9J VI ^ ^ pi et ci -dlb-^pl ci dl >dl9b-hp/ et fr , 

p//c//v//^ . . plic//c//'dib+p//c//d//'d^b'^p/fc//ffr; 

pJ^WVlf txc- , . pNCNCN'dlb'^'pNCirdN'd^b'^-pirci^fl^, 

fQr die inneren Richtungen des Punktes Pbi 

pa CA Va ^pa aß CA 'd%a-^pa bß ca -dt^g-hpa ca ca -dlb -hPa ca dA 'dtib+pa ca fa • 
// c/ vi'^pi aj CI •dlß'^pr bf CI -d^a-hpf ci ci »d^b -hpl ci dl -dr^b-hpl ci fi , 
iJtcilvii^Pliailcn* d%ß -^public II . d\la +pliciicir dlb -^plicildll* (f 95 H- plicnfm 

pNCHti/r ^pNaN cfi . dla-^-pNbNCN 'd'^a -^pNCNCN . dy, -^-pNCNdN* dX^b H->iV CNfN% 

(xo) für die inneren Richtungen des Punktes Pa\ 

pb dg Vb ^pb ab<da -cf JaH-/* W dg 'dtfa-hpb Ca da -dlb -hpb da dg -d\^b-hPb dgfbt 
Pt dt Vt ^pt at dt 'dla-^Pt bt dt »dX^a-^pt c, d, -dl^^pt dt dt »dt^b-hpi dt fty 
pg'dg Vg ^pg ag dg 'dla^pg bg dg -dl9ä-^ps cg dg -dx^-k-pg dg dg -dX^b+pM dgfg^ 

pndmVm ^pn On dn -dfa-i-pn bn dn 'dt^a-hpn Cn dn 'dlb -hpn dn dn ^dX^b+pndnfn^ 

für die ftufseren Richtungen des Punktes Pbi 
pldrvi ^ . pi ci dl 'dlb +pl dl dl • dX^b-^pI di fr • 

plldiiviivm . . plicildii' dlb -^plldridii' dt^b +pl/dirfl/f 

pNdsvN^ . . pNCNdN'dlb-^-pNdffdN-dX^b'^pNdNfl^, 

fUr die inneren Richtungen des Punktes Pbi 
pa dAVa ^pa aß dA -dla-hpg bß dA -dtfa-hpa ca dA • dlb -{-pa dA dA 'dt^b+Pa dA fa • 
Pt dt VI mmpi ar dr 'dla+Pf */ ^f 'dt^a-i-pr crdr 'dlb-hpl dr dr 'dH^b-i-pf dl fr f 

piidrivii^Prrarrdrr'du-^piibridrr'd\^a-{'prrcrrdrr'dib-^prrdirdrr'd%b'\'Pndrrfih 

pNdNVN ^pNaNdtr-dXß-^pN blfdtf* dX^ -k-pNCNdir^ d%jb -hpt^dNdN • dX^b -{-pN dnfN* 
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Wenn die Gleichungen einer jeden dieser vier Gruppen fttr rieh summiert werden 
und jede Summe gleich Null gesetst wird, lo ergeben sich die Tier Normalgleichnngen. 

( II ) o = [paa] du + |>ö b] iftj« 4- [pac] du -h [pad\ d^i -f- [paf] 

o = [pab] du +• [/ bb] <fUa -h [/* /] du + [pbd\ dX^b -»- \pbf] 
o - [pac] du -^[pbc] cf pa -^[pcc] du H- [/ ^ rf] <^JJ* 4- [/ c/] 
O^lpad] du + \Jbd] dria + [/ cdf] dU + [pädf] dt^s •+■ [pä/\, 

oder mit einfacherer Beseichnung der Faktoren geschrieben: 

( ri) At'du-^Bi' dx^a -h Ci . rf j* + Dt . dX^b + /•/ = o, 

ßi .dw^Bt-dX^a^ Cg'du-hDg^dX^b-i-I^g^o, 
C • dj^ H- Cj . dp« -H C'j . dj* 4- -Oj • dp5 4- /^j — o, 
/?/• dj« -h Z)#. dpa H- />j- du 4- />^- dp* 4- ^^= o. 

Zur Auflösung dieser Normalgleichungen werden nach einander folgende Gröfsen 
berechnet: 



(U) 



(14) 



(15) 



Ai 



/)/ 



3). 



"-x''-s:«-fB'-'»'' 



und hiermit die gesuchten Unbekannten gefunden wie folgt: 



(i6) 


'^-k- 


(17) 


'"- t ?;•"•■ 


(18) 


"•— l7-|;"-fe"- 


(19) 


>. _ ^' ^' -tu* ^' -f.. 



Die erste Sigmaprobe, die die richtige Auflösung der Normalg^eichungeD allein nicht 
onbcAngt sichert (¥^8.195)» wird hier lautea 

(lo) X«-5i^,-^5,-^5,-|j5^=/>.dja4-/'*-^». + i^j-^P+^¥-'*i- 

Die Werte der Verbesserungen do« und do^ der genSherten Orientierangswinkd Oa 
und 0* können berechnet werden nach: 
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&0a' 



dnt' 



n n H n n 

N J« tr N N 



Die Normalgleichungen sind in Abt. 5 und 6 (S. 313 bis 315) gebildet und nUt 
logarithmischer Rechnung aufgelöst. Werden sie mit Crelle's Rechentafeln aufgelöst, so 
bleibt der fQr die logarithmische Rechnung bestimmte Abschnitt der Abt. 6 unbenutzt 

Die Bildung der endgültigen Koordinaten 



(»3) 



^a «= 9« + <f ^ 
««-»Sa + cfS« 









'^\^b 
-dlb 



und die Beredmong der endgaltigen Neigungen 



(*4) ,^^^£iilZf 



^r^^^ 



-y 



tgVJix^ 



XN" xb 



xn'-xm I " ** — *• 

ist in Abi» 7 (S. 314 und 3x5) enthalten. 

In Abt 8 endlich (S. 316) schliefst die Rechnung mit der Entwicklung der Rieht ungs* 
Terbesserungen v u. s. w. und des mittleren Fehlers m. 

Die Änderui^eo der genäherten Neigungen n werden hier: 
für die Richtungen twischen Pa oder /^ und den gegebenen Punkten Pn oder Pj^ aus: 

(25) (f n» «= fl« • «f I« -f- *» • <^ I <^iV«»tfi\r«cfs*-4- JiiT'dlJ*» 

für die Richtung swischen Pa und /% aber» da in den Neigungen rb und f« «^Pb ^n die 
Koordinatenverbesserangen beider Punkte Pa und J^ cum Ausdruck kommen, ans 

erhalten. 

Fttr die ttnfseren Richtnngeik ergeben sich, wie bei (36) bis (38) ün § 91 unmittelbar 
die Verbesserungen: 
(7,7) vjf«<^«+/i» I vy^dUN-^f/r- 

Fttr die inneren Richtungen dagegen mtlssen, durch den Rechnnngsgang bedingt, auf 
Pa die aus {%$) und (ib) erhaltenen Änderungen Jn« und <f n^ zusammengenommen ebenso 
reduziert werden, wie es in Abt. 4 mit a, b, c, J , / der Fall gewesen ist, dasselbe mufs 
geschehen für die inneren Richtungen auf Pb mit den ebenfalls aus (25) und (26) erhaltenen 
Änderungen «ftiv und dn«. Die so gefundenen Werte reditint reädnb und redinir, 
reddnat deren Sunune je gleich Null sein muis, ergeben die redusierten Richtungs- 
verbesserungen: 

( 28 ) »i. ■■ r«/dh«. -»- red/m, 

vb « r0d dn* + rid/b. 

Aus der Bildung der Quadrate aller Verbesserungen v und / und deren Snmmierung 
folgt die letzte Sigmaprobe: 

die innerhalb der durch die Zahlenabrundungen verursachten kleroen Abweichungen mit 
(10) fibereinstimmen muis. 

Aus der Quadratsumme [j^vv] ergibt sich der mittlere Fehler 



v/kT« r€d dll^4- rtdffr% 
Va BS rgd Sna + redfa* 



(jo) 



n ' 



1/ [/»>»] 



einer beobachteten Richtung vom Gewichte x. Hierin ist n gleich der Anzahl der 
Quadrate fvv und q gleich der Anzahl der Richtungen, die mindestens erforderlich ist, 



Digitized by 



Google 



322 



Trigonometrische P unktbestimmuDgen. 



V. 



um jeden Punkt einfach zu bestimmen, d. h. die vorhanden sein müfste, wenn von allen 
überschüssigen Richtungen abgesehen wUrde. Darnach und nach der Art, wie die äufseren 
Richtungen in vorstehender Rechnung aufgefafst sind, kann beispielsweise genommen werden: 

t) ^, SS 4, falls für jeden der beiden Punkte Pa und Pb mindestens zwei 
äufsere Richtungen vorhanden sind, 

*) ^s= 5» ^al^s 

a) für einen von beiden Punkten mindestens zwei äufsere, fUr den 
anderen aber nur eine äufeere Richtung vorhanden sind, 

b) fUr jeden von beiden Punkten nur eine äufsere Richtung vorhanden 
ist, aber mindestens auf einem von beiden Punkten (der Voraus- 
setzung der Aufgabe entspFechend) die Richtung nach dem anderen 
Punkte beobachtet ist, 

c) für den einen Punkt nur eine äufsere, fUr den andern Punkt 
keine äufsere Richtung vorhanden, aber auf dem letzten Punkte 
die Richtung nach dem ersten Punkte beobachtet ist, 

3) f =s6, falls ftlr keitien von beiden Punkten äufsere Richtungen vor- 
handen sind. 

Der oben berechnete Fall fällt nach Fig. 139 unter Nr. 2 zu a, weshalb, da »=14, 



Fig. 140 




^1 



Pd, 



^) Wegen der gleichzeitigen Beitimmtnig von drei oder vier Punkten durcli „Einschneiden" vgt 
Dr. C. Reinhertz ,,Die Verbindungstriangulation" etc. Stuctgart 1889. 

^*) Wegen Behandlung des Falles der Fig. 140 und 141 nach der Meih. des „Einschaltens" vgR § 100. 



der mittlere Fehler m = V-lllt- =r ± 1,5' zu berechnen war. 
'14-5 

Wegen Berechnung der Abweichungen i# =s •'--<^± «J ^^^ lediglich auf (45) bis ' 
(5a) im § 92 verwiesen werden.*) 

In Fällen untergeordneter Bedeutung kann beim „Einschneiden** die direkte ge- 
meinschaftliche Ausgleichung der Messungsfehler im trig. Form. 9 für zwei durch einen Visier- 
strahl verbundene Neupunkte auch durch allmähliche Annäherung ersetzt werden. 

In den in Fig. 140 und 141 dargestellten Fällen seien die Punkte /'«, Pb gegeben 
und mit Hülfe der in Pa% Pb^ Pc, Pd gemessenen Winkel seien die Neupnnkte Pc, Pd 
durch Einschneiden zu bestimmen. Hier kann man zunächst ans 
^d einem di Pa Pc P6 oder tx Pa Pd Pb die Koordinaten ftlr den dim 
gesuchten Punkte Pc oder Pd genäherten Punkte ^c oder ^d be- 
rechnen. Angenommen, man habe auf diesem Wege den dem 
Punkte Pc 'genäherten Punkt ^^ gefunden, so wird ferner aus den 
drei Punkten Pa, Pby ?r in der in den Kap. 6 oder 7 erläuterten 
^^ Art des Einschneidens der ebenfalls genäherte Punkt $^ bestimmt. 
Nun kann man den Punkt Pc aus Pa^ Pb% ^d und endlich den 
Punkt Pd aus Pa^ Pb% Pc endgültig berechnen. Wenn eine noch 
schärfere Bestimmung erwünscht ist, oder wenn man sich von dem 
erreichten Grade der Näherung überzeugen will, so kann man die 
so erhaltenen Koordinaten für Pc nochmals als Näherungswerte 
ansehen und mit den Koordinaten für Pd und den gegebenen 
Koordinaten für A, Pb die Bestimmung für Pc wiederholen. Jedoch 
wird man hierdurch meistens eine beachtenswerte Änderung der Koordinaten nicht 
mehr erzielen. ••) 
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In ähnlicher Weise kann aach im Falle der Fig. 142, 
worin Pa% Pdp Pc* Pd gegeben and Ps^ Pf neu zu bestimmen 
p sind, verfahren werden» was weiterer Erläuterung nicht be- 
dürfen wird.*) 

Wenn die beiden, durch einen Visierstrahl verbundenen 

Neupunkte durch mehr als swei Strahlen mit gegebenen Punkten 

Pd in Verbindung gesetzt sind, so wird die Annäherung im 

allgemeinen um so schneller zum Stillstand kommen, je eröfser 




die Anzahl dieser Strahlen ist. 



Kap. 8. Das EinsclialteiL 

§ 97. 

1. Der Fall des „Einscfaaltens" (§§ 66 ca ^. S. 176) ist im Abschn. IV. Kap. 9 
156 bis 174 bereits nach der Methode der kleinsten Quadrate behandelt worden. In 
der Praxis der Landmessung wird das Einschalten meistens auf Aus- 
nahmeßlle untergeordneter Bedeutung beschränkt werden können und 
nir diese Fälle wird es zulässig sein, die Methode der kleinsten 
Quadrate durch das nachstehend erläuterte Verfahren zu ersetzen. 

Das Einschalten wird meistens so zu gestalten sein, dafs neu zu 
bestimmende Dreiecke einen Winkel ausfüllen, dessen Schenkel nach 
^\% ihrer Länge und Lage durch ein Netz höherer Ordnung oder durch 
bereits endgültig berechnete trig. Punkte derselben Ordnung gegeben 
sind, in der Art, wie solches die Fig. 143 veranschaulicht, worin unter 
A und E die gegebenen Winkelschenkel, und unter i, 1, 3, 4 die 
eingeschalteten Dreiecke zu verstehen sind. 

Wenn in diesem Falle Fehler der gemessenen Winkel nicht 
vorhanden wären und allseitige innere Obereinstimmong der Er* 




gebnisse stattfände, so müfste sein: 



•) 



b) 



ßi + ß2 + ß3 + ß^ = < 



A sin jt sin ya sin yj sin y^ 

c) -=r~. : : —. = ^f 

£ sin ttj sin aj stn aj stn a^ 



«i 4-/?/ -f-yj «=^» 
tig -{- ßj -h ya *= n t 

unter tf in der Gleichung b den von A und ß gebildeten, gegebenen Winkel verstanden. 
Die Gleichungen a folgen aus dem Sollbetrage der Winkel im Dreieck, die Gleichung b 
aus dem gegebenen Sollbetrage 0. Die Gleichung c ergibt sich aus der Dreiecksgleichung 
(109) im § 2, wenn von A als Grundseite angefangen im A l 

A sin yt 



(I) 



die Seite a6 — 14 = • 



sinat 



hiermit als Gnmdseite weiter im ^ a 



,. « . A sin Yi sin yt 

die Seite 17—24== — : — -r—, — —9 
stn aj stn aj 



dann wiederum mit diesem Werte als Grundseite im A 3 

A sin yi sin ya sin y^ 



(j) r 



die Seite 28 — 24 = 



sw ut stn Ca sm oj 



•) Wird für die allmähliche Annäherung das Verfahren mit paphischer Dantellang der Visier- 
strahlen (Kap. 6) gewählt, so läfst sich die Zeichnung der Schnittfigureo vereiafachea. Vgl. Löwe in der 
»(Zeitschrift für Vermessungswesen". Jahrgang 1891, S. 639. 
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endlich hiermit als Grundseite im ^ 4 

(4 ) die Seite 15—14 — E^ — : — ^— : — ^ ^-1 

abgeleitet und die letste Gleichung durch E dividiert wird. 

Anstatt nun, wie bei der Methode der kleinsten Quadrate die Erftlllung obiger 
Bedingungen durch eine einheitliche Ausgleichung der vorhandenen Messungswider- 
Sprüche herbeizuführen , können zuerst die Bedingungen der Gleichungen a und l> (der 
Winkelgleichungen) für sich und dann gesondert hiervon die Bedingung der 
Gleichung e (der sogenannten Seiten gl eichung) erfttUt werden. 

' 2. Allgemein mögen die Anzahl der vorhandenen Dreiecke mit n, die Winkdfehler 
der einzelnen Dreiecke (zu a) mit//, /^, /^, ••.f /i»« der Fehler der Summe der dem 
Gesamtwinkel tf angehörenden Einzelwinkel (zu b), mit /i beseichnet werden, der- 
gestalt, dafs ist: 



(6) ^i-H/Jj4-...-h^«+/jr-tf, (b) 



(5) «i 4-^/ -hyi +//««, (a) 

«rj -f- />j 4- ya 4-/» =* n, 

an-hßn-h Yn •¥fn = « » 

worin unter a, ^, y die aus der Winkelbeobachtung hervorgegangenen, noch mit Fehlern 
behafteten Winkel zu verstehen sind. 

Wären allein die Gl. a vorhanden, so wären die Winkelfehler//,/«, ...,/it unter 
der Annahme gleicher Gewichte, jeder für sich dreiecksweise zu gleichen Teilen auf die 
drei Dreieckswinkel zu verteilen, d. h. es erhielte jeder Winkel im A X ^^ Verbesserung 

(7) («)-;y. 

im A ^ ^c Verbesssemng 

(8) (*)=^ 

u. s. w. Ebenso wfirde, wenn allein die Gl. b zu erfüllen wäre, jedem einseinen der in 
dem Scheitelpunkte des gegebenen A tf liegenden Winkel die Verbesserung 

(9) w»4' 

zuzulegen sein. Bei der gemeinschaftlichen Ausgleichung dagegen mfissen die A A ^, <fie 
den GL a und der GL b gemeinschaftlich sind, sowohl eine Verbesserung (i) oder (a), 
{3)1 •••! M aus dem Dreiecke, dem sie angehören, als auch die Verbesserung (/) erbalten, 
während die übrigen Dreieckswinkel a und y nur die einfache Verbessenrog ans dem 
betreffenden Dreiecke empfangen, d. h. es mflssen folgende Bedingungsgleichungen. 
in denen den gemessenen Winkeln die ihnen zukommenden VerbessernngeD beigesetzt 
sind, erfallt werden.* 

( 10 ) {«/ + (I)) 4- KPi 4- (I) 4- W) 4- (y/ -¥ (I)) ^ I» r W 

(«* + W) + (h 4- (1) H- W) -h (ya 4- W) « ti, 

(«r« 4- («)) + \ßn 4- W H- W) -4- (y» 4- (n)) « « . 

( " ) (^i 4- (I) + (J)) 4- (^* 4- (2) -4- (/)) + ... H- [pn + (») -h W) - Ä (b) 

Um die unbekannten Verbesserungen hieraus zu entwickein, hat man, wie eine Ver- 
gleichung von (10) und (11) mit (5) und (6) sofort ergibt, folgende Fehlergleichungen: 



(i») 3(»)4-W-/r. 

3(a)4-(x)=A, 

3 W 4- (/)«/!•. 



(i|j i«(x)4-(i)4-(i)4-...4-W— /#• 
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deren Auflösung sich stets nach den aUgemeinen Formeln: 



(14) //+/*+•••/» = (/»]. 



(•5) 



W = - 



%n 



bewirken Ufst*) 



(i6) 



(0 

(4) 

(«) = 



/'- 


(i) 


3 


' 


_A- 


{s) 


3 




_/«- 


-w 



8. In Vorstehendem ist vorausgesetit, dafs in allen Dreiecken die drei Winkel 
gemessen sind. Ist dies nicht der Fall, so gestaltet sich der Ansatz der Fehlergleichungen 
verschieden, je nachdem die fehlenden Winkel in der Bezeichnungsweise der Fig. 143 als 
a und y oder als ß auftreten. Wenn « oder y fehlt, kommt die Fehlergleichung ftlr das 
betreffende Dreieck in Wegfall. Beispielsweise erhielte man, wenn im Falle der Fig. 143 
die AA.»a und yj nicht gemessen wären, die Fehlergleichungen: 

(17) 3(04-W=//. |(i8) 4(J)-+-(I)4-(4)=A 

3(4) + W=A. I 

Die Auflösung ergäbe, wenn die Gesamtzahl der Dreiecke mit ir, die Anzahl der Dreiecke, wo- 
für alle drei Winkel gegeben, also Fehlergleichungen vorhanden sind, mit g- bezeichnet wird: 

fn-{s) 



(^9) W-^^^$y^. 



(10) 



{n) 



3 



Wenn die A.A. ßtt ßt,»,.,ßH sämtlich fehlen, kommen alle Dreiecksbedingungen a 
in Wegfall. Man hätte dann in der Erwägung, dafs die Winkelsumme in dem aus den n 
Dreiecken zusammengenommen gebildeten Vieleck gleich nn sein mufs, zu b allein 
die Gleichung: 

( IX ) <r -h y/ -h a/ -i- y* -H ft* + . . . -f y« -h a« +/* ^nn» 

oder im Falle der Figur 143: 

( 11 ) rf -+- y/ -f- «i -f- y« -f- «^ -h yj -h ffj + y^ + «-^ 4-/* == 4^. 

und es wäre der Fehler /g allein auf die beteiligten Winkel y und a gleichmäfsig zu 
verteilen. Wären aber noch einzelne der A.A.ß^ z. B. ßi und ß^ (Fig. 143) gemessen, 
so hätte man entsprechend den Bedingungsgleichungen: 

( 13 ) i'^' + (0 + W) -*- 0»/ + (I)) -♦- (y/ 4- (I) 4- W) = n, 

{»4 + (4) 4- W) H- (ß4 + (4)) 4- (y^ 4- (4) 4- W) = t, 

( 14 ) <r 4- («i 4- (I) 4- W) 4- (y/ 4- { I) 4- W) + («^ + W) 4- (y* 4- U)) 

4- l«j 4- W) 4- (yj 4- (J)) -I- («4 4- (4) + W) 4- (y-^ -h (4) 4- U)) = 4 « 

die Fehlergleichungen: 

(15) 3(«)4-i(j)=//. 1(16) 8W4-i(i)4-i(4)=/r 

3(4)H-aU)=/»i. I 

aufzulösen. 

Alle diese, sowie noch anders gestaltete Fälle, die beispielsweise so liegen können, dafs 
in einzelnen Dreiecken der A/?, in anderen der A,tt oder y fehlt**), lassen sich aber auch 



(a) 
Ib) 



*) Die Verbeuorungen (z), (a), ..., (m) und («) enuprechen, wie leicht enichtUcb ist, den Korre- 
laten ka* i^* ... in den fift 6a bis 65. 

**) Der Fall, dafs die AA ß swar sämtlich gemessen, aber A. & nicht gegeben ist und deshalb die 
Bedingung b wegfällt, entspricbt nicbt den Voraussetxungen der Aufgabe. Dieser Fall könnte nur eintreten, 
wenn A und £ nicht durch die Koordinaten ihrer Endpunkte, also nicht aus vorhergegangener trigonometriseher 
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nach einem Übereinstimmenden Verfahren, und swar in der Weise behandeln, dafs man die 
fehlenden Dreieckswinkel vorab in der Ergänzung der Übrigen beiden Dreieckswinkel zu n 
herstellt und in die Ausgleichung unmittelbar einnihrt, ihnen jedoch innerhalb des betreffenden 
Dreiecks die doppelte Dreiecksverbessening {n) und falb sie zugleich einen Teil des A tf 
bilden, auch die doppelte Verbesserung (j) zuschreibt, wobei dann fUr die betreffenden 
Dreiecke die Fehler /m = o in die Rechnung eintreten. Dieses rechtfertigt sich aus der 
Betrachtung, da(s ^ unter Voraussetzung gleicher Gewichte der gemessenen Winkel — den 
in der Ergänzung fu n gefundenen Dreieckswinkeln nach § 44, Nr. 2 und § 45, Nr. 3 nur 
das halbe Gewicht der gemessenen Winkel zukommt. Beispielsweise würden sich beim 
Fehlen der AA/)/, «ai xj in Fig. 143, nachdem zuvor diese Winkel, und zwar: 

(17) /f# = >f — ar — y#, I «f^*=« — />a — y*. | rj^« — «J — ÄJ- 

gesetzt worden wären, die Bedingungsgleichungen: 

(»81 (a, 4-<i)l4-{^/-l-2(i)-hi(j)l + (y/ -»-(i)) = jr. (•) 

{at -h 1 (D) + (^a 4- {^) -f. {s)) + (y, 4- (l)) = », 
(«j 4- (3)) -4- {ßj + (3) -h (J)) -♦- (yj -h 1 (3)) = ^* 
[04 4- (4)) 4- (ß4 -h (4) -h (J)) 4- {Y4 + <4)) = »'; 

{ 19 ) (^, -h !(/) + x(i)) 4- f^* 4- (i) 4- W) 4- (^j 4- U) 4- (3)) 4- (/J^f 4- W 4- (4)) =-tf; (b) 

und die Fehlergleichungen: 

(30) 4(0 4-i(x)=//=o. (a) 



4(i)4-i(x)=//«o. 
4 (1) -h (J) =/a = o, 
4(3)4- U)=r/j=:o, 
3(4)4- {s)^f4\ 



(30 5{^)4-l(i) + (2) + (3)4-(4)=-/r (b) 



ergeben. 



4. Mit den so erhaltenen, nach a und b verbesserten Winkeln ist nunmehr noch 
die Seitengleichung c zu erfüllen. Zu diesem Zwecke mufs mit den Sinnslogart thmen 
der so verbesserten A,^ti und y und den Logarithmen der Seiten A und B die Summe*) 

( 31 ) S -SS log A -k- cpi log smat-^- cpi log sin aa + . , . -^ cpl log sin an ( c ) 

-4- log sin Yi 4- log ji« y^ 4- . . . -h log sin ym 4- c^l log E 

gebildet werden, die, da log i s= o ist (Gleichung c auf S. 323), in 

l33) * = o-5 

den noch tm verteilenden Fehler der Sinuslogarithmensumme ergiebt. Die Verteilung erfolgt 
nach Verhältnis der in den Logarithmentafeln bei den betreffenden Winkeln angegebenen 
Differenzen der Sinuslogarithmen für i' oder für i' oder das sonstige Tafelinlervall.**) 

Werden die Tafcldifferenzen für die A.A.ait «*, .... ow mit rf„^, rf^^ rf^^, für die 

A.A.y,^ya yw mit d^^, dy^^ . . ., d^^ bezeichnet, so erhält man mit ihrer algebraischen 

Summe [rf] die Verbesserungen: 



Bestimmung einer höheren oder derselben Ordnung, sondern durch wirkliche Lüngeomessung im Gelände 
gefunden worden wSren. Dann könnte aber auch eine Fehlerausgleichung zur Errüllung der Seitengleichung c 
nicht wohl in Frage kommen, sondern nur eine Verbesserung der aus der Dreiecksberechnung erhaltenen 
SeiUD durch Multiplikation mit ^ nach \ 103 suufinden. Vgl. § 100. 

*) Es darf nicht übersehen werden und wird deshalb nochmals ausdrücklich betont, dafs die Symbole 
CT/f 99% •••• ffw und y/, yj, ..., yn i» Gl. (5) bis (31) einerseits und (33) bis (35) andererseiu 
vercchiedeiie Bedeutung haben. In (5) bis (31) bexeichnen sie die gemessenen, aus der Stationaauagleichung 
(§§ 68 bis 79) hervorgegangenen, in (33) bis (35) aber die nach (15). (16), (19), (so) . . . verbesacnen Winkel. 

**) Das Intervall mufs selbstverständlich fiir alle Winkel gleich genommen werden, was bei der 
Benutmng von Logarithmentafeln, in denen die goniometrischen Funktionen fiir kleine Winkel in einem 
kleineren Intervall fortschreiten, als t\ki gröfsere Winkel, nicht unbeachtet xu lasten ist. 
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(34) iViT cpl log sin «I zu rf„, 
„ cpllogsinat 
„ epthgtma^ 



ä ± 



(35) 



tat log sin Yt XU äy^ Y2i' 



log sin y, .►.'.«')', F7i • 



„log sin Yn yt'^yn 



\A 



Insoweit nur zwei Dreieckswinkel, unter denen sich ß befindet, gemessen worden sind 
und die Winkelausgleichung nicht nach (27) bis (31), sondern . nach (17) bis (16) statt- 
gefunden hat, mufs'xuTor^ der dritte Winkel, durch Subtraktion der Summe der :^ beiden 
anderen von n hergeleitet werden, wobei jedoch derÄ/7, nachdem er aus der Erfüllung der 
Bedingung b eine Verbesserung erhalten hat, mit dieser Verbesserung in Ansatz zu bringen ist. 

Es ist zu beachten, dafs die TafeldifTerenzen . <f für Winkel zwischen? in und n 
gegenüber den Differenzen für Winkel unter \n negativ zu nehmen; sind»> da. die Sinus 
und deren. Logarithmen mit dem Wachsen der Winkel von \n bis tt abnehmen, 
mit dem Wachsen der Winkel von o bis i yf aber - wachsen , und v umgekehrt mit 
dem Abnehmen der Winkel jene wachsen und diese abnehmen. 'Daraus folgt, dafs 
der Simislogarithme (oder dessen Complement) eines Dreieckswinkels , der gröfser' als 
|yi, stets die Verbesserung mit entgegengesetztem Vorzeichen erhält, wie die Sinus- 
logarithmen (oder deren Complemente) der übrigen Winkel, dafs aber gerade hierdurch die 
Winkel selbst in gleichem Sinne verbessert, d. h. je nachdem in der Rechnung ihre Sinus- 
logarithmen oder deren Complemente verbessert werden, entweder sämtlich vergröfsert oder 
sämtlich verkleinert Verden. 

A ... 

Der Quotient -^r—- stellt zugleich« die Verbesserung der Winkel ' dar, und zwar in 

Minuten, wenn die Differenzen d für x ', in Sekunden, wenn sie für i* genommen 
sind. Die Verbesserung' ist abgesehen vom Vorzeichen für alle beteiligten Winkel die 
gleiche. Je nachdem ^ positiv oder negativ ist, werden die Winkel, deren Sinuslogarithmen 
in (32) vorkommen, durch die Verbesserung vergröfsert oder verkleinert, während diejenigen 
Winkel, die mit den Complementen der Sinuslogarithmen auftreten, umgekehrt verkleinert 
oder vergröfsert werden. ^ 

Die den verbesserten Sinuslogarithmen entsprechenden Winkel werden den zuvor 
schon erfüllten Winkelgleichungen a und b immer noch genügen, indem* der Sollbetrag 
der Winkel in den einzelnen Dreiecken nicht gestört worden ist; die mit fi bezeichneten 
Dreieckswinkel, deren Summe gleich tf gemacht worden, aber an der letzten Fehlerverteilung 
überhaupt nicht Teil genommen haben. 

Wird mit den verbesserten Winkeln, und mit den verbesserten Sinuslogarithmen die 
Dreiecksberechnung und die Berechnung der rechtwinkligen Koordinaten ausgeführt, so 
wird — abgesehen von unvermeidlichen kleinen Ungenauigkeiten der letzten Stelle der 
Koordinatenunterschiede — überall völlige Übereinstimmung herrschen, uad es werden alle 
Rechnungen ohne Widersprüche abschliefsen. 

Dadurch, dafs auch mit den nach c verbesserten Dreieckswinkeln die Sinuslogarithmen 
aus der Logarithmentafel entnommen und auf ihre Übereinstimmnng mit den unmittelbar 
verbesserten Sinuslogarithmen geprüft werden, wird sofort eine Sicherung gegen etwaige 
Rechenfehler erlangt, die bei der Entnahme der Sinuslogarithmen sowie der Tafeldiflfe- 
renzen und deren Vorzeichen mit den allein nach a und b verbesserten Winkeln unter- 
gelaufen sein können. 

Um beim Ansatz der Seitengleichung jede Verwechslung der Winkel zu vermeiden, 
mag man femer beachten, dafs, indem die Dreiecksberechnuug im A i niit der Grund- 
seite A als Anfangsseite begonnen, der Reihe nach durch die A A ^t St • • m » geführt 
und auf E ab Endseite abgeschlossen wird, 

x) im Zähler der Scitengleichung c stets die Anfangsseite ^ und die Sinus 
"derjenigen Dreieckswinkel, die jedesmal in der Richtung nach rückwärts 
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der den Übergang von einem Dreieck sum anderen vermittelnden Seite und 
der Endseite E gegenüberliegen, 

im Nenner der Seitengleichung dagegen stets die Endseite E und die 
Sinus det)enigen Dreieckswinkel, die in der bezeichneten Richtung nach 
vorwärts der Anfangsseite A und der den Übergang von einem Dreieck 
zum anderen vermittelnden Seite gegenüberliegen, 
ihren Platz finden. 

Wird die Bezeichnung A.A.a, ß^y nach Anleitung des § ^ und auch die Beieichnung 
der Anfangs- und Endseite A und E so gewählt, dafs die A A x« 2. ..., >* in recht - 
läufiger Ordnung (§ ii) auf einander folgen, dann werden, wenn nicht die besonderen 
Fälle der §§ 9g bu zox vorliegen, vorwärts immer die AAa, rückwärts immer die 
/LA-Y und 'in der Bedingung zu b immer die /L^ß erscheinen. 



5. Bei der vorstehenden Fehlerausgleichung erhält in dem normalem Falle, wenn alle 
Dreieckswinkel gemessen sind, durchweg jeder Winkel zwei Verbesserungen, und zwar die 
A.A.ß aus den Bedingungen a und b, die AAa und y aus den Bedingungen a und c, 
sodafs nach dieser Richtung eine gleichartige Behandlung aller Winkel stattfindet Eine 
Unvollkommenheit des Verfahrens ist es aber, dafs die Erfüllung der Bedingung c für sich 
abgesondert und nicht gleichzeitig mit der Erfüllung der Bedingungen a und b herbei- 
geführt wirdi Allein dies ist nicht bedenklich, da das angegebene Verfahren für die Zwecke 
der niederen Geodäsie zu ausreichenden Ergebnissen führen wird, namentlich wenn nach 
den Andeutungen unter Nr. 5 im § 66 die Punktbestimmung durch Einschalten grundsätzlich 
nur ausnahmsweise und als Ergänzung zum Einschneiden für solche Fälle angewendet 
wird, in denen das Einschneiden wegen erheblicher örtlicher Hindemisse nicht mehr aus- 
führbar ist. Gegenüber jener Unvollkommenheit kann auch sowohl in den vorstehend als 
auch in den weiter unten erörterten Fällen davon abgesehen werden, etwaige Gewichts- 
verschiedenheiten der Winkel oder den Unterschied in Betracht zu ziehen, der besteht, 
je nachdem durch die Winkelmessung die einzelnen Dreicckswinkel unmittelbar oder Rich- 
tungswinkel (§§ 68 bis 79) erhalten sind. 

* Will man gleichwohl in besonderen Fällen Gewichtsverschiedenheiten der Winkel 
nicht ganz unberücksicl\tigt lassen, so wird dieses einigermafsen dadurch erreicht werden 
können, dafs man den minder gewichtigen Winkeln gröfsere Verbesserungen {n) und (j) zu- 
schreibt, ähnlich wie solches in (ig) bis (31) geschehen ist. 



6. Zur Erläuterung der Rechnung diene das folgende auf Fig. 143 bezügliche 
Beispiel : 



Es seien gegeben: 



y 

«» 743*35 
«029ZJ1 

•0 153.77 



daraus erhält man nach § 19: 

die Neigungswinkel: 

y^^j«ig2057'35. 

va^S =*_»5_13_j6_ 
und deren Unterschied 9=157 23 59 



X 

"81 og9,g7 
"75964,96 
•73 30».«5 



die Logarithmen der Entfernungen: 
PM4Pa3^A und Pa4Pis^B' 
logA^l. 75 443 
log E^ 3- 41 59%* 



L 



Die Einzelheiten der weiteren Rechnung sind aus den Formularen auf Seite 319 
bis 331 ersichtlich. 
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(Trig. Form. x6.) Einschalten. Berechnung der Dreiecke.. 



No. 
des 




11 






Gemessene 
Winkel. 






Ver- 
besserte 
Winkel. 



Cpllogtinu ^ 

und logun tt ^ 

des Winkels 1 1 ^ 

'S "^ 
rückw&rts. \^ 



Lo, 



mm-— — \ 
\ ' sma/ 



Log. 
der Seiten. 



a — msma* 
Log. der Sinus. 11 ^ = m sin ß, 
c=.msiny. 



Anfangsseite A: 23 — 24. 



Pb- 
Pc: 



a6 



Pal 

Pö: 
Pc: 



»7 
»4 
a6 



Pc: 



18 
»4 
47 



Pb: 
Pc: 



*5 
24 
28 



ß 
Y 
Summe 



ß 
Y 
Summe 



Y 

Summ< 



180 



179 



o 
ß 
Y 
Summe 



:* 



74 

57 

48 

179 



48 
06 

06 



59 



59 



51 



(AI 



z8o 



99 
29 

2| 50 



I80 



24 



180 



8 
44 



22 



00 



00 



00 



1 80 00 00 



7^ 



CpilogE 
Summe 
• 5^ 



3.75443 
o. 00 584 



9« %% 116 



Endseite E: 24—25 



0.00635 ~ 4 



+ « 
9. 88 913 



+ « 
0.05 7x1 



9. 99 940 



-f I 
O.Ol 663 



9.87561 



6. 57 408 



. 



9. 99 994 
-h6 



± 



15 



3. 76 027 



9.99416 
9. 80 000 
9. %% 128 



3- 58 790 



9. 99 365 

. 9.69145 

9* 88 924 



3.534*6 



9. 94 »88 

9- 7» 135 

. 9- 99 940 



' 



3. 55 030 



9.98336 
9. 92 398 
9. 87 56* 



[4 



3- 75 443 
3. 56 027 

3-58 155 



3- 5S »55 

3-47 935 
3-47714 



3.47714 
3.25561 
3.53366 



3.53366 
3. 47 428 
3. 42 59* 



I 

fl 
ß 
ß 

Summe 
yE 



*5 
39 
*9 
3» 
57 

182 

182 



{s) 



Verbesserung nach den Winkelgleichungen: 
2 n g 

Verbessening nach der SeitengldchaDg: 



44 



/i 



' [^ = J^ = --«''»*• = + «>•»•»'• 
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(Trig. Form. 19.) Koordinaten- 


V 

N 
S 

»S2 




c 
e V 


Brechungs- 
winkel 
ßn^ 


Neigungen 
yn'ym—j-hßn' 


Strecke 


log Sn- 

log cos vn. 


logSnsinvH» 
logSnCOSVff 


Ordinaten- 

unterschied 

d^n'insinvn* 


Abszissen- 
unterschied 
dln^SnCOirn- 




Pn 


äj 


» • 


» • 


Meter 






-H 1 - 


-H 1 - 


I. 


2. 


3- 


4- 


5- 


6. 


7. 


8. 


9- 


10. 


I 


*4 
*5 

28 

47 
26 

^3 
^4 


A4 

A4 
A3 

A3 
A» 

A* 
AI 

AI 


182 

74 

48 
61 

86 
99 

50 
99 

41 


57 
14 

40 
^5 

58 
46 

47 
22 

30 


55 

44 

30 
16 

49 
II 

46 
36 

21 


182 


57 


55 








2906,47 
223,92 

456,74 


• 


659.77 

4 3 
I787r44 

1846,96 




77 


12 


39 


9.98909 
3.47428 
9. 34 511 


3-46337 
2. 81 939 


7 


08 


»5 


9.09447 
3. 25 561 
9. 99 662 


2. 35 008 

3. 25 223 


'3 


53 


*5 


9. 38 032 
3.*7 935 
9-98 7" 


2.65967 
3. 26 646 


344 


03 


47 




9-43 867„ 
3.56027 
9. 98 198 


*- 99 894« 
3. 54 3*5 


997.56 


+ 6 
3493r42 


205 


33 


56 




Soll 


3587.13 


997.56 


7787.59 


( 


745 


33 


56 


*589r57 
^589.58 








n^in-^ 




fy 


4-0,01 


/jr||4-0,I3 


Zunächst sind die gemessenen Winkel tuf Seite 329 nach Dreiecken zusammengestellt 


und die Dreiecksfehler /r == 0, /* « -h 9*1 /j = — ii'i // = 4- 24', sowie deren Summe 


[/«] = 4-11' gebildet wordea 


Darauf sind in der unteren Formularabtetliing auf Seite 319 die mit ihren Sdieiteln ' 


in dem gemeinschaftlichen Punkte Pa^ liegenden Dreieckswinkel ßtt ßa, ßj, ß4% und zwar 




bekannten Neigungen r^ ^=^9^S und vr = va^S susammengestellt worden, wobei sich die 


Fehlersumme /, « {ys — y^ = <r) — [/?] = ^^ — (r^ -f- [^]) = ^- 41' ergeben hat. 


Unmittelbar daneben ist nach der vorgedruckten Formel die Verbesserung (j) = -4- 14.*' 


berechnet, womit nach der weiter beigedruckten Formel fUr die A A a und y\ 


Un A X <üe Verbesserung (i) = — 4/7* 


.. A 2 .. » (2) = — 1,7 1 


;,^A 3 « (3)=— ".7 


•, A4 .. f. (4) = 4- 3'3 


gefunden nnd (auf volle Sekunden abgerundet) oben den einzelnen Winkeln beigesetzt sind. 


Femer erhält man für die AA/S (ebenfalls abgerundet) 
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berechnung. 



Verbesserter 
Ordinaten 
UDterschied 

und Ordinate 

'hJyn-.t' 



Meter 



Verbesserter 
Absnssen- 
unterschied 

dXn 

und Abszisse 
Xn = Xn—t 
-f- JXn^i* 

Meter 



12. 



•0153.77 



1 906,48 
«3060,25 



■73 301.15 



659.78 
»73961,93 



223,9* 
»3184,17 



45674 



»3740,91 



« 002,44 
•1743,35 



1 589,58 



I 787r47 



»75 749r40 



I 846,99 
"77 596,39 



3493,48 
•81089,87 



7 787.71 



»3- 



15 



18 



17 



26 



13 



im A I die Verbesserung (i) -4- (j) = 4- 9* 
M A 1 .. I. (1) -+- (J) = -4- 12' 

f. A 3 .. .. (3) + U) = -f- 3' 

M A 4 .. w (4) 4- {s) = -h 18' 

/x=r-f-4i'. 
was den betreffenden Winkeln sowohl oben in der Zu- 
sammenstellung nach Dreiecken, als auch unten in der 
Zusammenstellung nach den A A /S beigefügt worden ist. 
Hiemach schliefsen die Summen der berechneten Ver- 
besserungen überall, wie es sein mufs, auf die zuvor ein- 
getragen gewesenen Fehlersummen genau ab. Die Hinzu- 
legung der Verbesserungen zu den gemessenen Winkeln 
bat die „verbesserten Winkel" geliefert. 

Darauf folgend sind die cpl log sin a und die log sin y 
und die gleichzeitig aus der Logarithmentafel entnommenen 
Differenzen d für i ' , nicht minder log A und cpl log ß 
eingetragen worden; aus der Summierung ist nach (32), 
(33) =" + 6, diese Zahl in Einheiten der letzten Stelle 
der Logarithmen verstanden . und [d'\ =r + 44 hervor- 
gegangen. Um ^ = + 6 nach Verhältnis der d auf die 
Sinuslogarithmen oder deren Komplemente zu verteilen, 



ist (mit Crelle's Rechentafeln) 



[ä] 



+ 0,136 gebildet 



und sind hiermit die d der Reihe nach multipliziert worden. 
Die so erhaltenen Verbesserungen sind den cpl log sin a 
und log sin y übergeschrieben worden. Aufserdem sind in 
der Spalte „Verbessertc Winkel'* noch überall die Ver- 
besserungen beigefügt worden, die die A.^ a^ y, ent- 
sprechend der Verbesserung ihrer Sinuslogarithmen mit 

60 X Ä-' ^^^ ^^^ ^* ^^/La mit —8'» die A.^y 

mit -h 8' ohne Störung des durch die Erfüllung der Winkel- 
gleichungen bereits hergestellten Sollbetrages der Winkel 
im Dreieck aus der Erfüllung der Seitengleichung empfangen. Nachdem die verbesserten 
Sinuslogaritbmen der A A a und y in die Formularspalte „Log. d. Sinus" Übertragen 
und durch nochmalige Entnahme aus der Logarithmentafel auf ihre Richtigkeit geprüft, 
auch die noch aus der Logarithmentafel zu entnehmenden log sin ß ebenfalls eingeschrieben 
waren, hat in der letzten Formularspalte auf Seite 329 nunmehr in gewöhnlicher Weise die 
Seitenberechnung vorgenommen werden können, die auf A ~ Pjj Pa4 beginnend auf 
B ■= Pm4 Pas ohne jeglichen Fehler abschliefsen mufste. 

Endlich ist mit Benutzung der berichtigten Dreieckswinkel und der berechneten 
Dreiecksseiten die Koordinatenberechnung unter Anwendung der Formeln des § iS in dem 
Formular auf Seite 330, 33t ausgeführt worden. Hierbei mag beachtet werden, dals es 
sich empfiehlt, die Rechnung stets über diejenigen Dreiecksseiten — in vorstehendem Bei- 
spiele 6,, b2^ bjf Ö4 — zu leiten, die bei der Dreiecksberechnung nicht den Übergang 
von einem Dreiecke zum anderen vermittelt haben. Denn hierdurch wird fUc die Richtigkeit 
der Berechnuug jener Seiten noch eine Probe beschafft, während es für die zuletzt ganannten, 
vermittelnden Seiten einer solchen nicht mehr bedarf, deren Richtigkeit vielmehr schon 
durch die erwähnten Proben und durch den Abschlufs der Seitenberechnung auf den bekannten 
log £ sichergestellt ist. 

Die kleinen Fehler^ a> ^ o,ox und/r = + 0,13, die bei Berechnung der Koordinaten- 
unterschiede auf Seite 330 hervortreten, sind allein durch die unvermeidlichen Ungenauigkeiten 
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dei letzten Logarithmenstellen veranlafst und, da diese Ungenauigkeiten mit der Gröfse der 
zugehörigen Zahlen zu wachsen pflegen, nach Verhältnis der Koordinat^nunterschiede verteilt 
worden. 

7. Endlich erfolgen die Eintraguungen in den Abrifs (§ 89), wofQr es einer besonderen 
Berechnung der endgültigen Neigungen aus den fUr die neu bestimmten Punkte gefundenen 
Koordinaten nicht mehr bedarf, da sie, weil bereits alle Widersprüche beseitigt worden 
sind, teils unmittelbar aus der Koordinatenberechnung auf Seite 330, 331 entnommen, teils 
im Anschlufs daran mit Hülfe der in dem Schema auf Seite 329 nachgewiesenen endgültig 
verbesserten Winkel leicht zusammengestellt werden können. Ebenso werden die Loga- 
rithmen der Dreiecksseiten auf Seite 329 unverändert in den Abrifs übertragen, da auch 
sie den endgültigen Koordinaten genau entsprechen. Beispielsweise werden im vorstehenden 
Falle die endgültigen Neigungen v nebst den Logarithmen der Entfernungen erhalten, 
wie folgt: 



Ziel- 
punkt. 


Verbesserte 

Winkel von 

Seite 329. 


Endgültige 
Neigungen -k. 




Log. der 
Entfernungen 
von Seite 329 






Standpunkt P24. 




P<n 

P»8 
P'S 


39^07 '15' 
29 26 03 

31 45 55 

57 04 46 


»5^33 '56' 

64 4t II 

94 07 14 

125 53 09 

18* 57 55 


von Seite 330. 
1 schrittweise 
> durch Addition der 
) verbesserten Winkel 
von Seite 330. 


3-75 443 
3-58155 
3-47714 
3.53366 

3.4259* 






Standpunkt Fa6. 




P>1 

P.4 
P'J 


50 47 46 
99 22 36 


193 53 25 
244 41 ii 
344 03 47 
u. s. 


von Seite 330. 

durch Addit. d. verb. Wink. 

von Seite 330. 

w. 


3.27935 
3.58155 
3.56027 



Diese Herleitung der Neigungen ist, wie leicht ersichtlich, mit genügenden Rechen- 
proben umgeben und wird aufserdem noch dadurch gegen Fehler sichergestellt, dafs die 
Neigungen für eine und dieselbe Richtung auf deren beiden Endpunkten genau uro n 
verschieden sein müssen. 

8. Um noch den Fall zur Anschauung zu bringen, wenn in einzelnen Drei- 
ecken ein Winkel nicht gemessen ist, ist in der Berechnung auf Seite 333 der Fall 
des vorhergehenden Beispiels unter Weglassung der A.A.ßi, aa und y^ mit Anwendung 
der Gl. (27) bis (31) wiederholt worden. Einer weiteren Erläuterung dazu wird es 
nicht bedürfen. 



9. Wenn beim Einschalten zur Verbindung der Anfangjseite A mit der 
Endseite j? mehrere Dreieckskombinationen möglich, also bei der Winkel- 
messung sich kreuzende Richtungen beobachtet sind, so wird 
es in vielen Fällen erreichbar sein, an die Stelle des Einschaltens die Be- 
stimmung der neuen Punkte durch „Einschneiden** nach der Methode der 
Kap. 6 und 7 treten zu lassen. Dieses ist dann im allgemeinen vorzuziehen, 
zumal dabei auch die sich kreuzenden Richtungen für die Pnnktbestim- 
mung in zweckdienlicher Weise nutzbar gemacht werden. 
Der Fall der Fig. 144 kann jederzeit nach der besseren Methode de9 „Einschneidens" 
behandelt werden. 
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(Trig.Fonnri6.) 



Einschalten. Berechnung der Dreiecke.. 



I \ stna/l 



,d€S 




rc • Z'* 



|l 

41 V 



Gemessene 
Wtnkd. 




Ver- 
besserte 
Winkel. 



und Ugsim 
des Winkels 
rückwäits. 



Log, 
der Seiten 






Log, 
der Sinus. 






b=msinß, 
c^m sin y. 



I 2 



Anfangssoite A: 13—24. 



Endseite E: 



Pa: 
Pbi 
Pci 



16 
»3 



Dicht 

gemessen 



Pal 
Pbl 
Pcl 



17 
»4 
26 



nicht 
gemessen 



Summe 



Pal 
Pbi 
Pol 



24 
»7 






15 
»4 
18 



y 

Summe 



sieht 
gemeeeea / 

Summe 



180 



99 
29 

180 



4(^ 



2p 



15 5 

471401 
00I06 



I 



logA 



i8o|oo 



igoloOjOO 



S(f\S^3^ 1 5 



I go ooloc 



Y 
Summe 



'79S9|36 -I- 



P 



1 80 00 00 



04 
4840 



igolooloo 



I CpllogE 
Summe 



3-75 443 I 
0.00 584 



U 



9.81 121 



0.00635 ~ 



-I- « 

9-88 9*3 + 



+ 1 
0.05 710 



9-99 939 



+ t 
0.01 662 



+ « 
9.87 561 



6.57 408 



999991 



»5 



24—15- 
3.76027 



9.99416 
9.8000z 
9.82 129 



3-58 79» 



9-99 365 
9.69 144 

988915 



3-53417 



9.94 289 
9-71137 
9-99 939 



3-75443 
3.56 028 

3-58 156 



3-58 156 
317935 
3.47 716 



3.47716 

3-15 564 
3.53 366 



3.55029 



9-98 337 
9.92 398 
9-87 563 



48 
4I 



-^ 9 |^i44| [ä\ 



3-53 366 
3-47 417 
3.42 592 



I 

!i 
3 
4 



nicht 
gemetsei 



Summe 

1^. 



182 
181 



41 



Verbesserungen nach den Winkelgleicbungen. 
5 U) + 1 (I) -4- (i) 4- (3) -4- (4) = -4- 41 



4(i)-H(j)» o 
4 (1) 4- (J) « o 
4(3)+ (')» O 
3 (4) ■»• (J) * + 14 



2(1) = - i,oo(x) -i- o 
(1) = - 0,25 (x) 4- o 

(3) « - 0,25 (s) + o 

(4) = -o,33(j)+8 



1,83 U)-»- 8 



5(^)- 1.83 (J) + 8 = -»• 41 3#«7U) = + 34 (J) = -^ loj 



(i) = -5.4' 
(1) « - 1 J 
(3) » - IJ 
(4) »4- 4,4 



fs 



Verbesserung nach der Seitengleichung. 
^ _ -4-9 



44 



= -4- 0,205* == + o' »l»3'- 
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Fig. 145- Cin besonderer Fall des Einschaltens ist es femer, wenn 

(Fig. 145) eine Seite A gegeben ist und die zu bestimmenden 
A A I» 2i 3f • • •• » den gansen Umkreis des einen End-' 
Punktes von A ausfüllen. Hier beginnt die Dreiecks- 
berechnung mit A als Anfangsseite, geht der Reihe nach durch 
die ^ A I» 2i 3f • • • und kehrt \m ^n auf A als Endscite zurück. 
Für die Gl. b, (6) und (11) wird hier a = 2 ir, und für c 
und (31) wird Ä = E, weshalb aus den letzteren beiden Gleichungen 
A und £ ganz fortfallen. Alles übrige ist ganz so wie oben 
gezeigt worden. 
Wäre in Fig. 145 nicht eine der inneren Dreiecksseiten (wie Ä), sondern eine der 
äufseren Seiten, z. B. im A i die dem A.ßi gegenüberliegende Seite gegeben, so änderte 
dies an der Fehlerausgleichung selbst nichts, nur würde nach erfolgter vollständiger Aus- 
gleichung die Berechnung der Dreiecksseiteil im A ' ucfat von A^ sondern von der 
wirklich gegebenen Seite ausgehen.*) 





§ 98. 

1. Anfangs- und Endseite (Ä) können aber 
auch zusammenfallen, ohne dafs die 2U bestimmenden 
Dreiecke den Horizont um den einen Endpunkt von A 
ausfüllen. Beispielsweise würde in dem FaUe der Figur 146 
die Rechnung von A \m A i ^ ^aS8 Pagi Pa8^ ausgehen, 
durch das A a = Ptgs Psgt P»88, da» A 3 = P»9» P»93 ^»9» 
laufen und im A4» PtS^ P^ga Ptgt wieder auf A 
zurückkehren. 
Für die bestehenden Widersprüche hat man hier folgende Winkelgleichungen: 

(i) «1 + /Jy -4- yf +// = n, (a) 

02-^ ßa + y* 4-/* = «f 
«J -*- Aj ■+- YJ +/j = ^« 

(*) ßi-\-ß2-Y3-'Y4-^fs = ^t (*>) 

denen die Bedingungsgleichungen: 

(3) {«* H-(i))4-(/J/ + (I) + (J)) + (y/ + (I)) = w. (») 

(«^ + (1)) 4- {ß2 H- (2) + (X)) -h (y, 4- (D) = n, 
(03 + (3)) 4- OJj -f- (3)) 4- (yj 4- (3) - U)) = n, 
(«^4- (4)) 4- (ß4 4- (4)) 4- (y4 4- (4) - <s)) = ii, 

( 4 ) (^/ 4- (I) 4- W) 4- (ß2 4- (1) 4- W) - (yj 4- (3) - U)) - (yy 4- (4) - (J)) = 0, ( b ) 

und die Fehlergleichungen: 



(5> 



3(i)4-(j)=/i, 
3(3)-W=/fi 



( 6 ) 4 U) 4- (I) 4- W - (3)- (4) =/r 



entsprechen. 

Hier tritt die Besonderheit auf, dafs in (a) die A^yj, Y4 das entgegengesetzte 
Vorzeichen von Ä.A, ßa ß2 erhalten mUssen. Dementsprechend sind auch' die Ver- 
besserungen (s) in den Bedingungsgleichungen (3) und (4) ^r yj und y^ mit 



*) Vgl. § 39, 3. Formular und das Beispiel (lir den ähnlichen F&U der Figur 153 im § too. 
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Einschalten. Berechnung der Dreiecke. 




No 
des 




r 


Gemessene 
Winkel. 

# . 


Winkel- 
fehler 

sowie hß<;c^rfe 

Winkel, ^^^sserie 
ver- Winkel. 
besse- 


CplUgtina 5 ,j 
und logtin ?5 .5 
des Winkek S ^ 
rückwärts. ^ 


^-=i-.) 


Log, 
der Seiten. 


Log* 
der Sinus. 


a^msina. 
b^msinß, 
c^msiny. 


Pc. * n 


rungen. i 

±1 JL , . 




Anfi 


ingsseite A: P^Sj Pagf Endseite E: PaSj Pagi- 




I 


Pa:^%% 




ff 


56 


5» 


57 


-4- 


2 56 


logA 


0.07 698 


+ 


9 


3.20063 






5* 


a 

59 


9.92 302 


a 


3.12365 




Pb\ 191 




ß 


69 


5» 


08 


-4- 


3 69 


5* 


11 








9.97 263 


b 


3,17 326 




Pc\ »87 




y 


53 


»4 


48 


+ 


»1 53 


14 


50 


9.90 376 
0.09 091 


-4- 


9 
9 


9.90 376 


c 


3.10439 


Summe 


179 


59 


53 


-f- 


7 180 


00 


00 


3-19530 




% 


A: 493 




a 


54 


12 


36 


— 


18 


54 


12 


3 
18 


9.90909 


a 


3.10439 




Phi 291 




ß 


85 


13 


«5 


— 


16 


85 


12 

-t- 


59 

a 


+ 1 






9-99 848 


b 


3-19 378 




Pd 288 




y 


40 


35 


00 


— 


17 


40 


34 


43 


9.81 314 


H- 


12 


9-8i 3*5 


c 


3.00855 


Summe 


180 


00 


51 


— 


51 


180 


00 


00 


3,14948 






3 


Ar 19» 




a 


46 


'7 


45 


— 


12 


46 


17 


2 

33 


0.14093 -h 


985907 • 


a 


3.00855 




Pbi 193 




ß 


78 


46 


07 


- 


XI 


78 


45 


56 


9.99 160 -h 


3 


9.99 x6o 


b 


3.14 108 




/V: 191 




y 


54 


56 


44 


— 


n 


54 


56 


31 




15 


9.91 306 


c 


3.06 254 


Summe 


180 


00 


36 


— 


36 


180 


00 


00 


+ f 
0.18 401 

4- i 


-4- 


3.32510 






4 


A: 287 






40 


53 


29 







40 


53 

-I- 


a 

a 


9.81 598 


a 


3.14 108 




Pb: 292 




ß 


38 


57 


5» 







38 


57 


5» 


979 854 


-4- 


16 


979 855 


b 


3.12365 




/"«: 291 




y 


100 


08 


J9 







100 


08 


39 






• 


9.99 316 


c 


3.31 826 


Summq 


180 


00 


H 







180 


00 


00 




-h/.-4-/,- 












H- 


43 
51 


CpllogE 
Summe 




-4- 


87 


M. 






9.99 997 
-4-3 


■/j-A = [/-] 


— 


8 


-h 


87 


I 
i 






VA 

ß 
ß 


69 
85 


5» 


• 

08 
»5 


-h 


3 
16 


Verbesserung nach dei 


1 Winkelgleich 

4-84-0 
" 8 -•" 


ungen : 
- i,o'. 


3 




— 


y 


305 


03 


16 


4- 


13 


('•) = f(/»-W). 






4 




"~ 


y 


»59 


51 


21 







Verbessserung nach < 


ler Seitengleich 
0345' = + 0' i 


ung: 


Summe 





00 


00 




00 


|LJ 




n 








— 
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entgegengesetztem Vorzeichen wie für ßt und ßa angesetzt worden.*) Das verschiedene 
Vorzeichen der AA ßt% ßj, und der AzL /j, y^ rechtfertigt sich aus der An- 
schauung der Figur, für die Verbesserungen {s) aber daraus, dafs /^ den Unterschied 
der beiden A A (/5/ -h ßa) und {yj -f- y^) darstellt und — für sich allein betrachtet — 
nur dadurch vernichtet werden kann, dafs der eine dieser beiden Winkel vergrOisert, der 
andere verkleinert wird, ebenso wie die Bildung des arithmetischen Mittels aus zwei Gröfsen 
(die eine vergröfsert, die andere verkleinert. 

Sind die A A (/?/ + ßa) und (yj -f- y-#) schon aus der Winkelmessung einander gleich 
hervorgegangen, dann wird in ( 2 ) und ( 6 ) // = o, im Gleichungsansatz selbst aber 
nichts geändert. 

Die Auflösung der Gleichungen (5) und (6) ergiebt die Einzel Verbesserungen: 



(,) (.)==1A=A^'±^±2V. 



(8) 



(i) = 

(3) 
(4) 



I 

3 



ühfi. 



3 



*) Ansutt wie oben geschehen A.A.ß/, ^^ mit positiTem, A.A.yjt y^ mit negativem Vorxeichen 

anzusetzen, hätte auch umgekehrt den ersten Winkeln das negatiTc, den letzten das positire Vorzeichen gegeben 

werden können. In der numerischen Rechnung wurde dies aber keinen Unterschied bedingen, da dann auch der 

Zahlenwert fiir/x das entgegengesetzte Vorzeichen erhielte und damit das Rechnungsergebnis unverändert bliebe. 

(Trig. Form. 19.) Koordinaten- 




Neigungen 
vnf^u^t + ßn 



fli 



log sin vn* 

logsn^ 
log cos Um 



logSnsmPH* 
logsncosvn» 



Ordinaten- 
unterschied 



Abszissen* 

unterschied 

dlß^sncospn- 



10. 



»87 
291 

292 

293 
28S 



*87 
291 



A4 



A3 



A3 

A2 



A» 
AI 

AI 



198 

ZOO 

313 

78 

54 



335 



40 
56 



53 



1098 



08 198 



26 



39 



118 



252 



47 



3*5 



198 



20 



28 



37 



05 



20 



08 



47 



9- 94 399 
3- 14 108 
9.67838Ä 



3. 08 507 
2. 8x 9461s 



+ 9 
1216,39 



z6 



9- 97 867,» 
3. 06 254 
9- 48 558« 



3. 04 121» 

*.54 8i2« 



34 



9« 86 850 
3- 19 378 
9- 82 864 



3. 06 228 
3. 02 242 



+ a 
II541I9 



16 



9. 75 7641 
3. 17 326 
9.91 383 



2. 93 090^ 
3. 08 709 



»370,58 



08 



Soll 



418,14 
418.20 



-4-0,06 

I I 



+ I 
«099.54 



1052,98 



852,90 I222,06 



1952,4412275,041013.15 



659.87 



353r»8 



1261.89 
1261.89 



J^ 



0.00 
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die den gemessenen Winkeln nach Anleitung von (3) und (4) beizufügen sind. Die Formel 
( 7 ) für (s) ftait zusammen mit der allgemeinen Formel (15) im § 97 


(9) (x)=.5^'-"^'-'^^-^-^-A 

1 9t 


wenn beachtet wird, dafs fjt /4. mit entgegengesetztem Vorzeichen eingesetzt werden 
müssen. 


Der Fehler ^ der Sinuslogarithmen ergib! sich hier — indem die im § 97 unter Nr. 4 
erläuterte Lage der Winkel , ob vorwärts ob rückwärts der Anfangs- und Endseite oder 
der den Übergang von einem zum anderen Dreiecke vermittelnden Seite,- wiederum 
sorgfältig beachtet wird — aus: 


( 10 ) cpl log sin «, + €pl iogsmttg-^ cpl log sin aj -f- cpl log sin U4 ( c ) 
-4- hg sin Yt -^ log sin Y2 -¥ log sin ßj -^ log sin ß^ -^ ^ = 0, 


unter a/, a^, aj, a^, y,, y,, ßj^ ß^ auch hier wieder die nach den Bedingungen a und b 
bereits verbesserten Winkel verstanden. Die Ausgleichung des Fehlers ^ erfolgt wie 
unter Nr. 4 iin § 97 nach Verhältnis der logarithmischen TafeldifTerenzen. 


berechnung. 


2. Die Lösung der Aufgabe bleibt dieselbe, wenn 
die in die Winkelbedinguug b einzusetzenden Winkel nicht, 


Verbesserter Verbesserter 
Ordinalen- Abszissen* 
unterschied unterschied 

und Ordinate und Abszisse 

-h djrtr-i' -H ^*n^t' 
Meter. Meter. 


t 

c 

kl 

z 


Fi». 147. 


II. IX. 


13 








pW ^ m^^ 


4 799.4s 


• 69015,94 


191 


wie in Fig. 146 an dem rechten, sondern wie in Fig. 147 
an dem linken Endpunkte von A liegen und die Rechnung 
der Reihe nach durch 


I 116,41 


- 340,13 




6015.89 


■ 68 366,07 


191 


ö^i^PjPiPi, t^%^P4P3f'»* LZ^PsP2P4. 
A 4 = PiP»Ps 

geführt wird. Nur sind dann einige Symbole umzusetzen, 
wie folgende Gleichungen ergeben: 


• 8 900.47 
4916,36 


« 646 ji 
«68011,79 


193 


I 154.11 


I 051,98 




6070.57 


-69065,77 


188 


I. Gleichungen zur Bestimmung der 
Winkelfehler 

(11) «i 4- /J/ + y# -+-//= »F, (a) 

aa -\' ß2 -{- ya -hfa = «, 
«J-^ßj -^ YJ +/j = ^* 
a4'¥ß4 + y4 -4- A = «. 


• I47ii" 
5117,68 


1 111,06 
«70187.83 


187 


418,10 


1 161,89 










(«») r' + y*-fe-/^^-H/x==«. (^) 
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1. Bedingungsgleichtitigen: 

( n ) («# -f- (I)) -4- (fii -h (0) -h {yi + (I) 4- W) =» ir, ( a) 

(•, 4- {^)) -f- (/J* -f- (1)) -4- (y,-H W + W) =» ». 
(•j + (3)) + (Aj + (3)-W)4-(yj-f-(3))-«i 
(«^-h<4))-f-(^^-h(4)-W) + (y^-f-(4))-«; 

(»4) (yi-h(i)4-W)-H(y# + (i)-hW)-(/5j-H(3)-W)-(^¥ + (4)-W)«*o; (b) 

3. Fehlergleicbniigen und WinkelYerbessernngen: 
abereinstiroraefid mit ( 5 ) bis ( 8 ); 

. 4« Gleichung sur Bestimmung des Fehlers ^ der Sinnslogarithmen; 
( 15.) €pile£^sinut'\^c^io£^sm9M'heplh^smtty'\-cpllo^sm94 (c) 

4. Ä?^ wi ^, 4- Ä>^ jÄi ^^ + /fl.^ «Fl yj H- Ä?^ xwi y^ H- ^ == o. 

S. Zur Anwendung des Verfahrens diene ein Rechenbei spiel, das sich auf Figur 
X46 bctieht 

Gegeben: Pb8jI +5M7»6S »7o*87/83 

Ap/! H-4 799r4S «69045,94 

Ans diesen Koordinaten folgen die Neigung der Linie PagtPaSj gegen die Abssissenachse 
im Punkte Pa^t und der Logaridunus ihrer Länge; 

»',^*^«i8«io'o8', I lo^ A =s ^. 1% ^6$. 

Das Weitere ergeben die Rechnungen auf Seite 335 bis 337. 

Der allgemeine Gang der Rechnung ist gans ebenso, wie im § 97 erläutert worden. 
Die Verbesserung (x) aus den Winkelglddiungen betrilgt nach der im Formular auf 

Seite 335 angegebenen Formel; '"^"*"^^"'^^~^^^ — -^^J, c= -f. i\ 

2*4 S 

und damit ergiebt sich: 



0-4- X 



WrA^, :(i)-HW = + * +!-*+ 3% 
„ A/J#:{»)-hW = -x7,3-Hx«— 16', 
n Ayj:(3)-(x)«-ii7— i«-i3% 
„ Ay^:(4)- W = -f- 0,3—1— o*. 



Die Summe der Verbesserungen fUr fig und ßg mufs, da/#s=:o, gleich sein der Summe 
der Verbesserungen für yj und y^, was auch der Fall ist. 

Der Polygonzug PaptPapaPafuPaggPaSff worin die Koordinatenberechoung nach den 
Formeln des § ig ausgeführt worden ist, hat zwar eine zickzackfbrmige Gestalt und ent- 
spricht daher in ' dieser Besiehung nicht der im Abschnitte VI, §104, Nr. 2 Über die 
polygometrische Punktbestimmung bezüglich der Form polygonaler Zttge aufgestellten 
allgemeinen Regel. Allein es bedarf im vorliegenden Falle der Beachtung dieser Regel 
überhaupt nicht, da die Elemente der Koordinatenberechnung nach der vorausgegangenen 
Verbesserung der Winkel Widersprüche nicht mehr enthalten» und daher auch — abgesehen 
von kleinen unveimeidlidien Ungenauigkeiten der Rechnung — Fehler, deren sweckmiisige 
Verteilung in Betracht zu ziehen wäre, nicht hervortreten kOnnen. 

Der Polygonwinkel auf Pepg stellt sich, wie aus der Betrachtung der Figur folgt, 
als Ergänzung des A tfj zu %n dar, und der Polygonwinkel auf Ptßj ergiebt sich ans 
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Die Eintragungen in den Abrifs (§ 89) und die. hienu erforderliche Herleitung 
der in der Koordinatenberechnung auf Seite 336, 3 37. nicht unmittelbar vorkommenden 
Neigungen erfolgen in der auf Seite 332 bereits erläuterten Weise. 

§ 99. 

T. Das im vorigen § 98 betrachtete Obereinanderschlagen der fu bestimmenden 
Dreiecke kann auch in der Art der Fig. I4ga und 148 b eintreten. Hier sind der Winkel € 
und die ihn einschliefsenden Schenkel A und E durch die Koordinaten der Punkte Pt^ Pt» Pj 
Fig. 148 a. Fig. 148 b. 





gegeben. Die gemessenen Winkel des A x«»^^-^/^#» des [^%^^PsPiP4 und des 
/>^ \^=tP^PgP, sollen so verbessert werden, dafs die Dreiecksberechnung, im A i niit ^ 
als Anfangsseite beginnend, durch A ^ g^t und im A 3 ^uf B als Endseite ohne Fehler 
abschliefst. Man hat dann folgendes: 



(O 



X. Gleichungen sur Bestimmung der Winkelfehler. 
«# + /»/ + yt -^ft «= ir, 



«# -f- /f* + y2 -f-/f =» ir, 
«j -H At -f- yj -H>i = w, 

1. Bedingungsgleichungen: 



(a) 



(b) 



(4) («, 4.(1)) + (/», + (,) + (,)) 

(«j + (3)) + (fc + (j)) 

+ (yj + (3) — <*))=" »; 

(6) (^,+ (i)+(x)) + (^,4-<i) + W) 

'-(yj4-(j)-W)-«: 



(5) («/ + (i)»+W, + (i)) (•) 

4- icf, + (i) + (*)) «= ». 
(-r, + (»)) + (^, + (»)) 

+(y« + (»)4-U» — «. 
(«* + (3)) + (fo + {j)-W) 
+ (rj + (3))«-'»: 

(7) {y/+(i)+W)+()'.4-W + W) (b) 
- (A; + (3) - (*))-'; 



(S) 



(9) 
(10) 



3. FeblcTgleichangen: 
3 (,) + (,)=/„ 
3(«)4-(x)-/,, 
3(3)-<*)=./j, 
3 W + (!) + (»> -(3)=/»: 
4. Einzelverbestungen der Winkel aus a und b: 

■ 3/*-//-/»+/j 

6 
/*-W 



(I) 



3 
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5. Gleichung zur Bestimmung des Fehlers ^ der Sinuslogarithmen 
fUr die nach (9), (10) verbesserten Winkel: 



(11) logA-k-cpl log sin a, -f cpi log sin aa 

+ cpilogsinttj -f- log sifiyt-h log sin y» 

-h log sin ßj -h cpllog £ -h^ — o. 



(12) logA -f- cpl log sin ttt -4- cpl log sin ir# (c) 
-f- cpl log jm ft j + log sin ß, 4- log sin ßg 
4- log sinyj-i-cpliog E-k-^^^O, 



2* Tritt eine Vereinfachung des in Fig. Z4ga und I4gb dargestellten Falles nach Art 
der Fig. 149 a und 149 b ein, so kann zwar ebenfalls die Bestimmung durch „Einschalten" 



Fig. 149». 




Fig. t49b. 




p. A "^R ^r Ä p 

erfolgen, wofUr die Rechenformeln nach Anleitung des Obigen sich leicht ergeben werden. 
Zweckmäfsiger wird es aber sein, die Methode des „Einschneidens" nach Kap. 6 und 7 
zu wählen, ebenso wie bereits unter No. 9 im § 97 an Fig. 144 gezeigt worden ist. 

§100. 

1. Ein anderer, häufig vorkommender Fall des Obereinanderschiagens des Dreiecke 
ist in. den Fig. 

Fig. isoa. 





dargestellt. Wird angenommen, dafs die von der Anfangsseite .<4 im C^i 
gehende Dreiecksberechnung durch das 

geführt wird, so müssen die Dreieckswinkel so verbessert werden, dafs die Berechnung im 

C^l^ PjP4Pi I t^^^PiP»P4 

auf A ohne Fehler zurückkehrt. ThatsMchlich kann aber die Rechnung anstatt mit A als 
Anfangsseite auch mit jeder beliebigen anderen Dreiecksseite beginnen, falls diese nnd nicht 
A = P2 P, gegeben ist. Denn nach (51), (107) bis (109) im §2 ist dreieckswei«>c 

a b c 

nt =5= —r- =r —^ — ssr -: — und wenn die Verbesserung der Dreieckswinkel stattgefunden 
Stn tt stn ß sin y 

bat, mufs Uberal) Obereinstimmung herrschen, gleichviel wo mit der Dreiecksberechnung 

begonnen wird. 

Als Rechenformeln Rlr die Fehlerausgleichung in den Fällen der Figuren t50a und 

150 b finden die Formeln 

(I). (t), (4). (6). (8), (9). (10), (II) I (I). (3). (5). (7). (8). (9). («0). (fi) 

des § 99 ebenfalls unmittelbare Anwendung. Dabei möge beachtet werden, dafs, da die 
Anfangsseite mit der Endseite zusammenfüllt, in (2), (3) der A = o wird, sowie in (ix), 
(iz) log A und cpi log £ ausscheiden, und dafs ferner, wenn 
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(Trig. Fonn. i6.) 


1 

Eintchalten. Berechnung der DreUcke. || 


No. 

des 


A 


1. 


Gemessene 
WinkeL 




CplUgHna | 

Mild Ltmmim & ** 


•^-ir} 


Log, 
der Seiten. 


i 


besserte 
Winkel. 


desWinkeb 
rückwärts. 


1^ 


Log* der Sinus. 


a^msmv. 
b^msinß, 
c^Msiny, 


fc • /»« 


*} 








, B *\ 


Ol ß 












Anf 


angsseite A: 2^4. Endseite E: a— 4. | 


1 


Ä-J 




ci xto 


ai 


21 — 




HO 


logA 


0.02799 




5 


3.23 125 






21 


3 
05 


9.97*01 


a 


3.20326 




/%: 1 




ß 


17 


39 


04 


- 




«7 


3« 

00 


47 








9.48 X64 


ö 


*.7« *89 




Pf. » 




y 


5* 


00 


»5 






5» 


08 


9.89 654 
0.13736 


+ 


10 

X2 


9-89 654 


c 


3-" 779 


Summ^ 


X80 


00 


50 




50 ISO 


00 


00 


3.26 516 






z 


A: 4 




a 


46 


47 


08 


+ 




46 


47 


3 
24 


9.86263 


a 


3-1*779 




/>: I 




ß 


74 


43 


02 + 




74 


43 


»7 

3 
19 








9-St«437 


b 


3-*4 953 




fi.- 3 




Y 


58 


*9 


02 


+ 




^8 


29 


9.93072 

0.16 339 

+ « 

9.84 397 


+ 


8 

13 
«3 


9.93 072 


e 


3.19 588 


Summe 


179 


59 


12 


+ 


48 180 


00 


00 


3.359*« 






3 


/>:4 




n 

ß 


43 
44 


21 
17 


Ol 

00 


- 


02 
03 


43 
44 


20 


3 

59 

3 

57 


9.83660 
9.8439« 


a 
b 


3.19 5«8 

3.20 326 


• 


Ä: I 




Y 


92 


22 


06 




02 


92 


22 


04 








9.99963 


c 


^-^Spt 


Summ« 


180 


00 


07- 


07 


180 


00 


00 










A: 




a 


















a 






fi! 




f 
























b 






ft: 




Y 


























c 




Summe 











00 


00 




+/i-» 








+ 


55 

50 
05 


CpliogE 
Summe 

* 


+ 


56 

5 


M. 






9-99 997 

+ 3 


^/^-/j-[Äj||+ 


+ 


51 








M . 




. 




VcrbcHeruag nach den Winkelf^dcliangent H 


I 






ß 17 


39 

43 


04 
02 


■f 


17 

15 


(*)•= 


_-[A] + 3/*^-5 + o_ 


_ A ft II 


ß 


74 


2» 6 


" 0,8» 1 


3 
< 




— 


Y3 


167 


37 


54 


-1- 


02 


(„)_!(/, _(,)). 
VerbetMcrung nach der Seitengleichung: 


Summe 





00 


00 — 


00 


^ - ^ •= + 0,059' - + 0' 03,5«. 






mmmm 




iass 




■IM 




■MM 


ma^ 




pBB 












wsmmmmmm 
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ßf-hßj^yj 



I 



y/ -h y^ = ßj 

schon aus der Winkelmessung Übereinstimmend hervorgegangen sind, in (i) und (3) auch 
y^ = o wird, ähnlich wie solches in den im § 9g betrachteten Fällen eintritt. 

In der Berechnung auf S. 341 sind die Formeln auf ein Beispiel angewendet, worin 
die Winkel die Lage wie in Fig. 150 a haben. 

Die vorstehende Lösung ist allgemein auf alle Vierecke anwendbar, in denen eine 
Seite oder eine Diagonale gegeben ist und die in den Fig. 150a oder 150 b bezeichneten 
Winkel sämtlich oder doch soweit gemessen sind, dafs die fehlenden dach Nr. 3 im § 97 
aus den gemessenen hergeleitet werden können. 

2. Nachstehend sei noch eine zweite Lösung der Aufgabe gegeben. Sie ver- 
dient, wie schon vorw^ bemerkt wird, keineswegs den Vorzug vor der ersten- Auf- 
lösung, namentlich wenn in der Dreiecksberechnung sehr spitze und sehr stumpfe Winkel 
auftreten, deren Sinuslogarithmen sich mit einer kleinen Änderung des Winkels sehr er- 
heblich ändern. Ihr haftet auch der weitere besondere Nachteil an, dafs in jedem Dreieck 
ein Dreieckswinkel vorkommt, der sich aus zwei Dreieckswinkeln anderer Dreiecke zu- 
sammensetzt. Dies hat zur Folge, dafs wenn durch die Winkelmessung nicht unabhängige 
Winkel, sondern wie gewöhnlich abhängige Richtungen gegeben sind, die zusammen- 
gesetzten Winkel aus den Bedingungen a und b gröfsere Verbesserungen erhalten, ab ihnen 
strenggenommen gebühren, ein Übelstand, der bei dem Verfahren des Einschaltens, so wie 
es angewendet ist, — wenn es praktisch einfach genug bleiben soll — zwar nicht wohl 
allgemein vermieden werden kann, aber doch sonst nicht in gleicher Schärfe hervortritt. 
Gleichwohl möge auch dieser Lösung hier ein Platz gegönnt sein, um das Verfahren beim 
Einschalten auch in anderer Weise zur Anschauung zu bringen. 

'**•'**• In dem Viereck PtPgPjP^ seien alle in Fig. 15a be- 

zeichneten Winkel gemessen und durch Beseitigung aller Wider- 
sprüche so zu verbessern, dafs bei Berechnung der vier Dreiecke 
PjP/Pt, P4P1PJ, PiPjP4 und P1P4P1 allerseits übereinstimmende 
Ergebnisse erhalten werden 

Man hat zunächst in den einzelnen Dreiecken Rlr die 
Bestimmung der vorhandenen Winkelfehler folgende Gleichungen: 

«t' + ßt -h 04 -h ßa -h /t = n, ( s ) 

«j -h ^^ -h «/ -4- ßj -h/» = >f, 
«J + Aj -»- «* -»- ß'f 4-/j = n, 
«-^ 4- ^^ -4- «j -h /Ji -h/^ = II. 

Wird die erste Gleichung zur dritten, die zweite Gleichung zur vierten addiert, und 
werden die hierdurch erhaltenen beiden Gleichungen von einander subtrahiert, so folgt: 

{ * ) // -i-/j «/^ -^U 

Für den Ansatz der Bedingungs- und Fehlergleichungen bleibt irgend eine von den 
vier Gleichungen (i) unberücksichtigt, da die ihr entsprechende Bedingung mit erfüllt wird, 
sobald die Bedingungen der übrigen drei Gleichungen erfüllt sind. Wird die vierte un- 
berücksichtigt gelassen, so ergeben sich die Bedingungsgleichungen: 

( 3 ) («/-+- (I) -+- (Dl -I- i^/ ■+- (0) 4- {04 -4- (0) -h (ßj H- (I) -♦- {%)') « «. ( a ) 

{aj -f- (a) 4- (3)) -I- (ß^ -+- (1) -h (I)) -f- («/ -4- (1) -h (l)) -h {ßj -h (1) + (3)) « n, 
(f^j-h (3)) + ißj + (3) ■+• (1)) -h («r, -h (3) + <»)) •+. {ß4 -4- (3)) - ". 

and die Fehlergleichungen: 

(4) 




4(1) -4- 2(1)«//. 
4 (1)4- 1(1) -hl (3)' 
4(3) + l(l)=/j. 



'U 
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(Trig. Form. i6.) Einschalten. Berechnung der Dreiecke. 




h 



5" 



Ff^ 



Gemessene 
WinkeL 




II i2 ** 

und Ug-stm S ^ 

de« Winlceb | S >s 

nickwärtt | ^ 

Ul 



Log^m- 



-.^ 



Log. 

der Seiten. 



der Sinus. | 

c^msmy. 



Anfangsseite A: 2 — 4. 



Endseite £: i — 4. 



Pal 

Pb: 



Pei 1 



Pa: 
P6: 



Pc: 3 



Pa: 
Pb: 



Pc: 4 



Pa: 
Pa\ 



Summe i go 



h 

Summe! 



ff* 

Summe 



HO 

43 
% 



00 



1 
8 

HO 

58 



179 



74 
58 

a 

44 
179 



Summe 



x8o 



59 



59 



50 



55 



0007 



[/J 



HO 

«7 

43 

8 



+ 
21 

38 

lO 

39 



50 180 



2 
8 

HO 

5S 



48 



07 



180 



180 



00 



1 80 00 00 



21 



»3 



16 



II 



CplhgE 
Summe 




^A 




Verbet»erung nach den Winkelgleichungen: 
8 



(x) 



4 



8 

+ 1* 



14' 



' + 3' 



/* 



Verbesserung nach der Seitengleichung: 



± 
Ji 



^5 



444 



•Or033.8' = -o'x,o'. 
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(Trig. Fonn. 19.) Koordinaten- 


bß 

1 3 

N 


i 

c 

3 

•0 

Pn. 


a 

c p 

B 1 Brechungs- 
Ij Winkel 


Neigungen 


5 
•8 


log sin VW 
logsn^ 


log sh sin vm. 


Ordinaten- 
unterBchied. 


: 

Abszissen- 
unterschied 




^ . . 


1 • 


CO 


log cos l«. 


logsncosvn- 


-K 1 - 


d%^-SnCOsvn* 

+ 1 - 


I. 


1. 


3. 1 4. 


5- 


6. 


7- 


8. 


9. 


10. 


I 


4 

1 

I 

3 


A4 
AI 
A3 


215 
43 

17 
301 


10 
10 

38 

30 


«4 
49 

48 

46 


225 


10 


14 








1596.37 

— I 








88 


31 


03 


— 41,3» 


9- 99 985 
3. «0 328 
8. 41 182 


3.10313 
I.61 610 


186 


09 


51 


— I 
1189,11 


373.65 

— I 


9. 9g 148» 
3.1178' 
9. 44 465 


3. 1 1 019« 
1. 57 146 








9. 86 gg6 


3.1 '839 
3.07774 




4 


A* 


357 


29 


37 


47 


40 


37 




3.*4 953 
9. gl 811 


«3x3^38 


— 1x96,03 




225 


10 


14 




Soll 


1909,75 


Il89rtl 




945 


10 


14 








1620,63 
1610,60 


fx 


i6 10,99 
1610,9g 




fy 


— 0,03 


— 0,01 


aus deren Auflösung die den einzelnci\ "Winkeln nach Anleitung der Ansätze in (3J bei- 


zufügenden Einzel Verbesserungen: I 


(5) (O-^^'-^/^^A 1 


(a)^-^'^*-^— ^^ i 


(3)^ 


_/i - 1/^ H- 3/1 




8 


1 


gefunden werden. ' 


Mit den so verbesserten Winkeln erhält man aus: 


( 6 ) cpi log sin ai-^cpiiog sin aa H- cpt log sin aj -h cpl log sin a^ ( c ) 


-»- log sin ßi -h log sin flj + log sin ßj -h log sin ß^ -^ <p =sz 0, 


den noch bestehenden Fehler ^ der Sinuslogarithmen, dessen Verteilung wie in den vor- 


hergehenden §§ nach Verhältnis der Tafeldifferenzen der Sinuslogarithmen für i' oder i* 


erfolgt. Zwar besteht hier gegen dort der Unterschied, dafs in jedem Dreieck der dritte 


Winkel sich aus zwei Winkeln zusammensetzt (z.B. a^ -^ ßa im A >)• ^^ ^^ anderen 


Dreiecken als erste und zweite Winkel vorkommen und deshalb auch aus der Verteilung 


des Fehlers ^ je eine Verbesserung empfangen. Diese beiden Verbesserungen heben sich 


aber, da sie sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, jedesmal gegenseitig auf, sodafs 
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berechnung. 



Verbesserter 
Absxissen- 
unterschied 

und Ordinate | und Abszisse 
yn = ^«~i I Xn 
-h JyH-f 1 -+- *iJf«-, 

Meter jl Meter 



Verbesserter 
Ordinaten- 
nnterschied 



II. 



12. 



«6 374,oo I «26 901,52 



I 596,36 
•7 970*36 



41,3« 
•26 941,83 



"S 7«o,87 
>6 6gi,23 



373.65 
«27 316,48 



der Gesamtwtnkel unverändert bleibt. Der durch die An- 
bringung der Verbesserungen aus (5) dreiecksweise her- 
gestellte Winkelabschlufs auf n wird daher durch die Ver- 
teilung des Fehlers^ aus ( 6), wie in den früher betrachteten 
Fällen, so auch hier nicht wieder gestört. 

Nach erfolgter Verteilung des Fehlers ^ müssen sich 
auch die in der Berechnung der vorhandenen vier Dreiecke 
wiederholt auftretenden Diagonalen des Vierecks — abgesehen 
von etwaigen unvermeidlichen kleinen Abrundungsfehlern — 
übereinstimmend ergeben« Die Dreiecksberechnung selbst 
braucht auch hier nicht notwendig mit der in Fig. 152 
nach der Winkelbezeichnung als Anfangsseite angenommenen 
Seite Pt Pa beginnen, sondern kann, nachdem sämtliche Ver- 
besserungen angebracht worden, ebenso gut in jedem anderen 
Dreiecke von jeder beliebigen Seite ausgehen. Die ent- 
wickelten Formeln gelten daher allgemein für alle Vierecke, 
in denen alle acht Winkel, die die Seiten mit den Dia- 
gonalen bilden, gemessen worden sind, gleichviel ob das 
aufser den gemessenen Winkeln noch gegebene Längen- 
mals einer Seite oder einer Diagonale angehört. 

Sind aber zwei Seiten oder eine Seite und eine 
Diagonale und der von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben, 
dann fällt die Aufgabe unter die im § 97 Fig. 143 oder 
§99 ^iS- 1493 "i><l 149^ bezeichneten Fälle oder unter das 
„Einschneiden** (Kap. 6 und 7) und ist wie dort angegeben 
zu behandeln. 

Wenn dagegen zwar mehr als eine Seite oder Diagonale, 
nicht jedoch der von ihnen gebildete Winkel gegeben ist — 
was nur vorkommen kann, wenn die Seiten und Diagonalen 
nicht durch die Koordinaten ihrer Endpunkte aus bereits vorhergegangenen trigonometrischen 
Bestimmungen, sondern durch unmittelbare Längenmessung bekannt sind — , so bleibt das 
Rechnungsverfahren nach ( i ) bis ( 6 ) an sich unverändert ; nur wird zuletzt noch eine 
Verbesserung der aus der Dreiecksberechnung erhaltenen Seiten durch Multiplikation mit q 
nach §103 stattfinden müssen. 

Falls endlich (Fig 152) einer oder mehrere der von den Vierecksseiten mit den 
Diagonalen gebildeten acht Winkel nicht gemessen sind, so wird zu verfahren sein wie 
im § 97 unter Nr. 3 und 8 gezeigt worden ist. 

Für das Zahlenbeispiel auf S. 343 bis 345, haben die Punkte und Winkel die Lage 
wie in Fig. 152. Es ist dasselbe Beispiel, das bereits auf S. 341 nach der ersten Lösung 
berechnet ist. Aufser den gemessenen Winkeln sind gegeben: 



I 313.37 
■7 994,60 



I 196,02 
«28 5"i5o 



i 620,60 



i 610,98 





y 


X 


p. 


-6 374,00 


«26 90X.5» 


P4 


-7 994,60 


«28 512,50 



woraus der Neigungswinkel vg$ =s 45** 10' 14* sowie Entfernung log sg$ =s 3. 35 391 folgen. 
Die Zusammenstellung der gemessenen Winkel in den einzelnen Dreiecken auf S. 343 
hat die Dreiecksfehler //= — 50'»/^ = -*-5'»Xi=+ 8'>/^=— 7* ergeben, woraus 
nach den auf derselben Seite angegebenen Formeln die Einzel Verbesserungen (i) = — 14', 
(i) = + 3', (3) => 4. 10,5' bestimmt worden sind. Hiermit erhält man die Gesamt- 
verbesserungen nach (3): 
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V. 









im A I» 




für 


«/ 


ZU 


(i) + W=' 


-II' 


>i 


ß^ 


tt 


(I) = 


— 14 


>» 


^4 


>t 


(I) = 


— 14 


}i 


P2 


H 


(I) + (1) = 


— II 
-5o- 



im A ^* 

filr «^ zu (i) + (3) = + 13' 

I. ßa II (1) + (i) = — II 

,1 CT/ „ (2) + (1) = — II 

.. h » (^) + (3) = + M 



Zu den hiernach verbesserten und in dem Rechenformular auf S. 343 in die 
folgende Spalte eingeschriebenen Winkeln sind in der weiteren Spalte die cfil log sin a und 
log sin ß zusammengestellt, wobei sich der Fehler ^ =r — 15 (in Einheiten der fünften Man- 
tissenstelle) ergeben hat Seine Verteilung hat eine weitere Verbesserung fUr die A A a von 

<b '— * i^ 

— =5? = = + 0,0338' = + 2,0* , für die A A^ von — i,o' bedingt Die Berechnung 

\d\ 444 

der Seitenlogarithmen in der letzten Spalte auf S. 343 hat, da die xuerst im A ^ vorkommende 
Seite PgP^ aus den Koordinaten gegeben ist, in diesem Dreieck begonnen, ist dann durch 
die A A 3 und 4 gelaufen , um im A i zu schliefsen, wobei wiederum allseitig überein- 
stimmende Seitenlogarithmen erzielt worden sind. Die endlich noch ausgeführte Koordinaten- 
berechnung auf S. 344 und 345 hat nur die kleinen Abrundungsfehler /y = — 0,03 m und 
fx= — 0,01 m hervortreten lassen ; sie sind, weil sie mit der Gröfse der Zahlen zu wachsen 
pflegen, nach Verhältnis der Koordinaten unterschiede verteilt worden. 

Die Eintragungen in dein Abrifs (§ 89) und die hierzu erforderliche Herleitung der 
in der Rechnung aut S. 344 nicht unmittelbar vorkommenden Neigungen erfolgen wie auf 
S. 33a erläutert worden.*) 

8. Endlich möge noch der auf S. 345 angedeutete Fall, wo mehrere Seiten oder 
Diagonalen durch unmittelbare Längenmessung gegeben sind, ebenfalls an einem Zahlen- 
beispiele betrachtet werden. Angenommen, in dem vorstehenden Beispiele sei nicht die 
Diagonale -P^i^, sondern es seien die nebenstehenden vier Seiten 
des Vierecks durch die Längenmessung gegeben und es wohne 
der Messung aller vier Seiten der gleiche Oenauigkeitsgrad bei. 
Die Ausgleichung der Winkelfchler und die Berechnung der Drei- 
ecke würde dann ganz wie auf S. 341 oder 343 erfolgen, mit dem 
alleinigen Unterschiede, dafs die Berechnung der Seitenlogarithmen 
gleich im A I n*it der Seite PtPg^ wofür /ö»^ i 596,93 = 3. 20 318 gegeben, beginnen 

könnte. Dann würde man aus der Dreiecksberechnung 
nach der a. Lösung die nebenstehenden Seiten erhalten. 
Diese Seitenlängen wären nur als vorläufige anzusehen, da 
deren Längenmafs lediglich der Seite Pt P» entnommen 
worden ist. Sie würden noch dahin verbessert werden 
müssen, dafs das Längenmafs der übrigen gemessenen 
Seiten ebenfalls zur Geltung käme. Dies geschähe 
nach § 103, indem sämtliche aus der Dreiecks- 
berechnung hervorgegangene Seiten mit 

-^ ^ S 457>69 

^ ©"'s 459.51 

multipliziert, oder, was dasselbe ist, den vorläufigen Seitenlogarithmen iMu^f S. 343: 

^^•5=3-73701 
- Ug^ = 3-73 7'S 

logq= f)> 99 98<> 

*} Wegen der Behandlung dieses Falles nach der Methode des „Einfchnetdeos" vgl. § 96. S. 3^ 



PiPa^l 596,93 m 
PaPj^ 516,78 
^J^y= 1774,96 
P^Pm ^i 569,02 

Summe S = 5 457#69 



PiP» 
P2P3 
P3P4 
P4P' 



Log. 



3. 20 328 
2. 71 293 
3- »4 953 
3- ^9 587 

6 = 



Num. 



I 596,93 1 

516,33 
I 776,36 
1 569,89 



5459.51 
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PtPa 
P3P4 

P4Pi 



Log. 



3.00314 
».71179 
3. »4 939 
3-19 573 



Num. 



I 596.41 ' 
516,17 

» 775.79 
I 569,39 



5 457.76 



Änderung 

gegen die 

Längenmessung 



— 0,52 1 

— 0,61 

+ 0,83 
+ 0,37 



+ 0,07 



hinzugelegt, d. h. die Verbesserung — 14 
in Einheiten der fünften Mantissenstclle 
beigefügt würde. Man erhielte dann 
für die Vierecksseiten nebenstehende 
endgültige Werte. Dafs die Summe 
5=5 457,69 m um 0,07 n> überschritten 
wird, würde die Folge von unvermeid- 
lichen kleinen Abrundungsfehlern sein 
und bedeutungslos bleiben. 



§ 101. 

Die Verbesserung der Winkel nach den Winkel- und Seitenbedingangen kann 
auch angewendet werden, wenn die Anfangs- und Endseite, von einander entfernt liegend, 
Fig- IS3« durch eine Kette neu su bestimmender Dreiecke verbunden 

sind, in der Art, wie durch Figur 153 dargestellt wird. 

In diesem Falle werden die in der Winkelmessung vorhandenen 
Fehler sich in folgenden Gleichungen ausdrücken: 

(i) «/ +/»y + y/ +// =w, (a) 

«^ + /J« + yj» +/» = «, 
«J + fo + Y3 +/3 =* ». 
«^ + />¥ + Y4 +/¥ == w. 
«f +fls +y^+/r=ff. 




vm' + />/ + («/ + ^^ + ßj) + («U + ^¥ + ßs) + «r =fc 4« +/« « ^7^* 



(b) 



Hierbei ist in Gl. (a) angenommen, dafs die Anfangsseite A und die Endseite £ 
nach ihrer gegenseitigen Lage (durch rechtwinklige Koordinaten) gegeben sind. Es bezeichnet 
ra' den Neigungswinkel der Linie A im Punkte Pg gegen die Abssissenaxe, vj6 den 
Neigungswinkel der Linie ß in Pj. Die Winkel der aus den Gleichungen ( z) des § ig sich 
ergebenden Gl. (2^) stellen dio Winkel eines im Ansohluls an A und B von Pi über Pj 
und ^ nach Pj geführten Polygonzuges dar und nach Ausgleichung der Fehler in (i) 
und (^) werden zugleich auch die Winkelbedingungen des anderen Polygonzuges von Pg 
über P4 nach /V erfüllt sein. 

Wäre jene gegenseitige Lage von Ä und E nicht gegeben, sondern nur die Länge 
dieser Linien, z. B. durch unmittelbare Messung, bekannt, so käme die Gl. (2) in Wegfall. 

Man hat nun in der Voraussetzung, dafs jedem an dem Polygonzuge beteiligten 
einzelnen Dreieckswinkel, nicht aber jedem Polygonwinkel gleiche Genauigkeit beigemessen 
wird*), im Anschluß an (i) und (2) die Bedingungsgleichungen: 



(j) 



n. 



(«) 



(«/ + (1) + W) + (fi, + (1) + (*)) + (y/ + (D) 
(o, + (»)) + {ßt + {%) + (s)) + (yj + (»)) .= n, 

(«j + (3) + (*)) + {ßj + (3) + W) + (yj + (3)) = «. 

(«4 + (4)) + (ß4 + (4) + W) + (y* + (4)) = ", 

{«S + (5) + W) + Wf + (5) + W) + {ys + (5)) = n; 

(4) (^+W+(»))+(«/ + (*) + (i))+(^« + (*)+(*))+(Aj+U) + (3))+(«j + (*) + (3)) (l») 
+ (/»¥ + (*) + (4)) + {fis+ W + (5)) + («f + W + (5)) = »-/»- f«' ± 4 ". 



*) Vgl. <li«serhalb ft lot. Die obige AnsglMchoog zu a und b unterscheidet sich von dem Falle I 
im § I03 dadurch, dafs die im § loa auftretenden besonderen Anschlufs- und Abschluiswinkel Ci 1 hier 
«gleich Dreieckswinkal sind. 
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und die Fehlergleichungcn: 
(5) 3U) + *W'=//. 



(6) SW+»(i)+(i) + »(3) + (4) + a(5)-=A 



3U)+ (*)==/»• 

3(3) + »W«/j. 

3(4)+ U)=A. 

3(5) + *W=/^. 

deren Auflösung leicht ansgeßihrt wird, wenn aus den fdnf Gleichungen unter (5) die 
Unbekannten (x), (ft), ..•, (5) entwickelt und die gefundenen Werte in (6) ein- 
gesetzt werden. 

Mit den darnach verbesserten Winkeln ist endlich nach der Seitenglcichung in 
der oft erläuterten Weise (ygl. § 97 GL (3a) und (33)) der Fehler ^ aus: 

(7) log A -{^ cpllog sin^i -^r cpllog sinaa ^r ••• ^-efllogsmas + logsinßg (c) 

-^ logsmya-^- logsrnfi^-^- iogsiny4+ hg sin ß^ ^ cpliog E -^ ip ^ o 

SU yerteÜen. 

Kommt die Gl. [%) in Weg&Il, so werden die Winkclfehler der einzelnen Dreiecke 
lediglich su gleichen Teilen auf die Dreieckswinkel zu verteilen sein, und es bleibt dann 
weiter nur die Fehlerverteilung nach (7) Übrig. 

In Füllen der vorbeseichneten Art bildet das angewendete Verfahren der Winkel- 
verbesserung nicht die gleichen Vorteile, wie in den in den §§ 97 bis 100 behandelten 
Fällen« Wenn nämlich A und E in ihrer gegenseitigen Lage zu einander gegeben sind, 
so wird durch die Erfüllung der drei Bedingungen zwar erreicht, dafs die eigentliche 
Dreiecksberechnung in der Endseite mit ihrer gegebenen Länge genau atischlie&t. Bei der 
Koordinatenberechnung werden indes noch Fehler zu verteilen bleiben. Denn wenn man 
beispielsweise von einem Endpunkte der Linie A ausgehend durch Vermittelung der nen 
bestimmten Dreiecke fttr die Endpunkte der Endseite E die Koordinaten berechnet, so wird 
sich für E nicht Übereinstimmung der Koordinaten der Endpunkte mit den gegebenen 
Koordinaten, d. h. nicht Deckung der Endpunkte ergeben, sondern nur die verlangte 
Länge in paralleler Lage zu der Lage, die E haben solL Auch dieser Beengung zu 
genügen, würde im Rahmen des „Einschaltens** und für die Bedürfnisse der niederen 
Geodäsie zu weit führen. Das Verfahren wird deshalb hier seinen Zweck nur unvoll- 
ständig erfüllen, in dem Falle aber, wo A und E durch unmittelbare Messung g^eben 
sind, aus den im § 103 gezeigten anderen Gründen nicht allgemein empfohlen werden 
können, obgleich dann, wie bereits bemerkt worden, die Bedingung b wegfällt Im übrigen 
haften dem , Einschalten in der Anwendung auf Fälle der in Fig. 153 dargestellten Art 
dieselben weitergehenden Nachteile an, die dem Einketten (§ loa) beiwohnen. Wenn 
tunlich wird von seiner Anwendung daher abzusehen sein. 



Kap. 9. Das Einketten. 



§ 102. 

1. Zwei Punkte Pa und Pg des gegebenen Dreicksnetzes, deren Entfernung ans den 
gegebenen rechtwinkligen Koordinaten oder anderweit bekannt ist, seien durch eine Kette 
von H Dreiecken verbunden (§ 66. C, S. 176). Zur Bestimmung dieser Dreiecke aus den 
gemessenen Winkeln kann man nun eine beliebige Dreiecksseite vorläufig mit einer beliebigen 
Länge ansetzen und dieser Annahme entsprechend alle Dreiecke der Kette berechnen. Da jedoch 
die Berechnung der Reihe nach durch die A A i* ^« • • -i » läuft, so liegt es nahe, als diejenige 
Dreiecksseite, die mit der beliebig angenommenen Länge angesetzt wird, die erste Seite «# des 
A I zu wählen. Weiter empfiehlt es sich, für den bequemen Verlauf der späteren Rechnung 
jene beliebige Länge, die mit a/ bezeichnet werde, nicht allzu verschieden von der wirklichen 
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Länge a, — fUr gewöhnliche Kleintriangulationen etwa gleich looom — anzunehmen. 
Durch die Dreiecksberechnung erhält man entsprechend Oi die vorläufigen Längen b/, C/, 
b^i C^. . . • der Seiten bt* Ctt öj, cj, .,,, mit deren Benutzung sich wiederum die vorläufige 
Entfernung S der Punkte PaP, in der Weise herleiten läfst, dafs TUr die Strecken des 
durch die Dretecksseiten gebildeten Polygcozuges von Pm nach Pt die vorläufigen Koordinaten- 
unterschiede ^^, /fi nach § Ig und hiermit 



berechnet werden. Da die wirkliche Entfernung S aus den gegebenen Koordinaten 
von Pa und P,, nämlich aus: 



bekannt ist, so hat man aus der Proportion 
(3) «/:ai=s*,:b^a«tf^. Ci=s **:b* = o:Cjf-». 

5 



rS-:©, 



( 4 ) indem 



^q 



gesetit wird, die endgültigen Längen der Dreiecksseiten : 
(5) 



bi = yb#, 



u. s. w. 



Auf welche Abszissenachse die Berechnung der vorläufigen Roordinatenunterschiede dti 
/i% bezogen wird, ist an sich gleichgültig, wenngleich je nach Lage des Falles einer 
gewissen Wahl der Vorzug zu geben sein wird. Es lassen sich in dieser Beziehung, sowie 
mit Rücksicht auf einige andere Umstände drei Fälle unterscheiden, nämlich: 

I. wenn bei der Winkelmessung sowohl auf dem Anfangspunkte Pa der Kette 
eine Anschlufsrichtung nach einem gegebenen Punkte Pt% der auch P4 sein 
kann, als auch auf dem Endpunkte /V eine solche Richtung nach einem gegebenen 
Punkte Pn , der wieder P^, oder Pt sein kann, beobachtet worden» 
wenn solches weder auf Pa noch auf /^, 
wenn es entweder auf Pa oder auf Pt ausgeführt ist. 



n. 
III. 



L Fall. 



Fig. 154, 




8. Es seien gegeben (Fig. 1 54) die 
Punkte /*a=§ 1$ und /*r = § i»i 
sowie die Punkte /V = § 4° ^^^ 
p^ SS § 41, nach denen Anschlufs- 
richtungen auf Pa und Pt beobachtet 
worden sind, endlich die gemessenen 
A./!^att ßit yit «*i ß»* /«»••• <ic' 
AÄ ii *i ... der die Punkte Pa und 
Pf verbindenden Kette, ferner der eben- 
falls gemessene Anschlufswinkel 

C = A§4o§i5§io 

und der Abschlufswinkel 

ij = A. § n § 12 § 4«. 
Es sollen die Koordinaten der Punkte 
8 «o. S ««• S «3. § »4 berechnet 
werden. 
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Die gemessenen Winkel werden mit Fehlern behaftet sein und dies wird sich darin 
aussprechen, dafs sie 

a) in den einseinen Dreiecken den Sollbetrag n nicht genau erfUlen, anderer* 
seits 

b) bei der Herleitung der Neigungswinkel der Strecken des Polygonzuges von 
Pm aber § 14» S 13 nach P, oder von Pa Ober § xo, ^ zx nach P,, wenn 
mit dem aus den gegebenen Koordinaten berechneten Neigungswinkel n' be- 
gonnen wird, am Endpunkte P, die Neigung der Strecke P^Pm nicht in 
Übereinstimmung mit dem ebenfalls aus den Koordinaten hergeleiteten 
Neigungswinkel v^ ergeben werden, 

c) dafs die Summen der in dem Polygonsuge berechneten Unterschiede der 
Ordinaten und Abszissen den gegebenen Unterschieden der Koordinaten für 
Pa und P, nicht völlig gleich sind. 

Die strenge Ausgleichung dieser Fehler wird fttr die Zwecke der niederen Geodisie, 
wo das Einketten, wie es sein mufs, nur ausnahmsweise und nur in Fttllen untergeordneter 
Bedeutung angewendet wird, nicht in Frage kommen können und durch ein NSherungs- 
verfahren ersetzt werden müssen. 

8. Die vorhandenen Winkelfehler mögen zu a der Nummer des Dreiecks entsprechend 
mit//,/«, ^,/^, zu b mit /s bezeichnet werden. Sie werden sich aus den folgenden 
Gleichungen ergeben: 

(6) a, ^ßj +y,+/,==n (a) 

«« + ^* + y* + A = », 

•j + Äj + yj +/j = »»» 
04 + ß4 + 74-^/4 — l'i 

( 7 ) •'/• + C + y/ + ^1 + ^* + A? + «j + ^¥ + «¥ + 9 ± 4 » + /# = »'#». ( b ) 

Die Fehler zu c mögen einstweilen noch aufser Betracht bleiben. 

Die Dreiecksfehler//, /«,/|, /^ aus (6) wUrden, wenn sie für sich allein und ohne 
Rucksicht auf die Bedingung zu b auszugleichen wären — in der auch hier gemachten 
Voraussetzung, da(s die Winkel gleiches Gewicht haben — mit je einem Drittel auf die 
einzelnen Winkel des Dreiecks zu verteilen sein, dergestalt, dafs jeder Winkel im A i <li« 

Verbesserung (1)=^, im A 1 die Verbesseiung (a) = — • u. s. w. erhielte. Ahnücb 

3 * 

wttrde der Fehler /«, wenn es sich lediglich um seine Ausgleichung aus (7) handelte, 

mit {s) « ^ auf die an dem Polygonzuge beteiligten s Winkel (Dreiecks- und Anschlnfs- 

und Abschlufswinkel, im Falle der Gl. ( 7 ) ist s s= 9) zu verteilen sein. Um aber den 
Bedingungen zu a und b auf einmal zu genügen, müssen den Winkeln / die zugleich an 
den Dreiecksfchlem und an dem Fehler des Polygonzuges beteiligt sind, also in Gl. (6) 
und in Gl (7) vorkommen, beiderlei Verbesserungen zugelegt werden. Man erhXlt 
dadurch die Bedingungsgleichungen: 

(8) («i + (I)) + OJi + (I) + W) + (y/ + (I) + U))= «. (a ) 
(«, + (%)) + (ßj + (2) + (X)) -h (y, + (D) « n, 

(«j + (3) + U)) + {ßj + (3) + (^)) + (yj + <3)) =^ «• 
(«^ + (4) + is)) + (ß4 + (4) + (J)) + {r4 -h (4)) = ». 

( 9 ) »'/• + (C + U)) + (y/ + is) + (I)) + [ß, + {s) + {!)) + (^* + (X) + (1)) •"{»>) 

+ {ßj + is) + (3)) + («j + U) + (3)) + 0J¥ + (') + (40 + {«¥ + (^) + (4)) 
+ (7 + i^)) ±^n = yt^. 
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Die Summe der liierin enthaltenen Verbesserungen (i), (2), (3), (4), {s) mufs flir jede 
einzelne Gleichung gleich sein dem aus (6) und (7) bekannten Fehler //, /»,/j,/^,y^. 
Man hat also die Fehlergleichungen: 



(10) 3(i) + *W«A 

3U)+ W«A. 
3(3) + *W=/j. 
3(4) + aW=A. 



(II) 9(^) + *(«) + (*) + »(3) + *(4)«/# 



nach den Unbekannten (i), (2), (3), (4)» (s) aufiulOsen und dann die gefundenen Werte nach 
Anleitung Ton (S) und (9) den gemessenen Winkeln hinxutul^^en. 

Allgemein ausgedrückt hat man, wenn n die Anzahl der Dreiecke der Kette, s wie 
oben die Ansah! der an dem Polygonsuge fiberhaupt beteiligten Einxelwinkel (den 
AnschlufSi^ und den Abschlufswinkel mitgerechnet), s/, s^, ,.., tn die Anzahl der in den 
einzelnen Dreiecken an dem Polygonzuge beteiligten Winkel bezeichnet, die F eh 1er- 
gleichungen: 



(ra) «(x)+fi(i) + s,(4)-f ... + ««(«)«/,, 



(13) 3 (I) + »/(*) =/i. 

3 (4) -fs, (*)=/„ 

3 (^) + »«(')«/». 



In diesen Gleichungen, die sich stets unmittelbar aus der Figur leicht ablesen lassen, 
wird Z/, s«, •«• »n immer entweder gleich x oder ^eich 2 sein, je nachdem x oder % 
Winkel des betreffenden Dreiecks an dem Polygonzuge beteiligt sind. Die Auflösung wird 
sich immer so bewirken lassen, dafs man aus (13) entwickelt 



o*} 



3 3 



und die Summe 

in ( ta ) einsetzt, wodurdi man 

(15) 



3 3 



3»-M 



und wdter durch Einsetzung des so für [s) gefundenen Werts in (13) oder (14) die übrigen 
Unbekannten (x), (»), ... (n) erhült 

4. Die EntWickelung der GL (g) bis (15) beruht auf der Annahme, dafs die Winkel 
unabhängig von einander beobachtet und auch durch eine stattgehabte Stationsausgleichung 
nicht Ton einander abhängig gemacht worden sind (§g 6ß bis 79). Träfe diese Annahme 
nicht zu, wie es nach dem im § 67 Gesagten die Regel bilden wird, so wäre in dem Ansatz 
der Bedingungsgleichungen nicht, wie es in (g) und (9) geschehen ist, jedem einzelnen 
Dreieckswinkel, sowie dem Anschlufs- und Abschlulswinkel, sondern nur jedem Polygon 
Winkel im ganzen die Verbesserung (s) beizumessen und dann diese . Verbesserung, auf die 
an dem Polygonwinkel beteiligten Einzelwinkel zu gleichen Teilen zu yerteilen. Infolge 
dessen würde man für Fig. 254 erhalten die Bedingungsgleichungen: 
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(i6) 



(«. H- (DJ + (ßi + (I) + i (X)) + (// + (I) + i (x)) = «. 
(flr;r + (D) + (^^ + (1) + i (X)) + (y^ + (D) = ". 
(«j H- (3) + i <x)) + [ßj + (3) + i 'X)) + (yj + (3)) = ». 
(«¥ + (4) + t (X)) -h (^^ + (4) + * U)) + (y^ + (4» = n; 



(O 



('7) »'/• + (C + *(x)) + (y, + i(x) + (i)) + ()J, + f(j) + (i)) + ()», + iU) + (l^) (b) 
+ (ßj + f (X) + (3)) + («j -h 4 (X) + (3)) +(^^ + i(x) + (4)) + («^ + l «X) -H (4)) 
+ («7 + t(x))±4 ' = »'/•; 

und die FehlergUicbungen: 

(18) 3fO + U + f)(x)«//, 

3 (1) + i (X) ^At 

3i3) + (* + i)(x)=/j 
3 (4) -h (4 + *) (XI - A; 

(19) 4(>) + *(n + (*) + a(3) + *(4)«A 

Um aucb hier den Feblergleicbungen (iS) und (19)1 die sieb ebenfalls stets 
unmittelbar aus der Anschauung der Figur werden niederschreiben lassen, eine allgemeine 
Fornv zu geben, werde die Anzahl der Dreiecke mit n. die Anzahl der in den einzelnen 
Dreiecken an dem Polygonzuge beteiligten^ Winkel mit s/, s^, ..., s«, dagegen — ab- 
weichend von der Bezeichnung in (ii) und (13) — die Ansahl der Polygonwinkel, 
d. h. der Brechungspunkte des Polygonzuges, den Anfangs- und Endpunkt mit- 
gerechnet, mit s, und es werden die Anteile, die die zugleich dem Polygonzuge ange- 
hörigen Dreieckswinkel aus der Polygonzugverbessenmg {s) erhalten, dreiecksweise mit 



I I I I 

— + -r-' — +1— " 



— + -r- bezeichnet Man wird daun anstatt (\%) und ( 13 J 
gn nn 



die Fehlcrgleichungen erhalten: 

(10) s(j) + z/(i) + z^(i) +...+««(*•)=/,; 



Hierin wird, wenn nur einer von den drei Winkeln eines Dreiecks an dem Pölygonznge 

liegt, entweder -^ oder —gleich Null sein. 

Die Auflösung dieser Gleichungen erfolgt wiederum in der Weise, dafs man 
aus (ii ) bildet: 



(»») 



Zi / I I \ 8/// 

•'('>=- 7(77 + 77) ''•+T' 

3 ^gi haf 3 

, % S» / 1 t \ ^ , tnfn 



und die Summe 

in (to) einsetzt. Man wird dann 



[•(w)] 



w+l^ 
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(»3) W = 



3/.-[»/] 



und durch Einführung des so gefundenen Werts in die GL (21) oder (22) die ttbrigen 
Einzelverbesserungen (x), (2), ... [n) erhalten. 

Die Polygonwinkel auf dem Anfangs- und dem Endpunkte der Kette werden sieb 
immer so ansetzen la^en. dafs sie je aus der Summe von zwei Einzelwinkeln, nämlich aus 
einem Dreieckswinkel und dem Winkel C oder 9 bestehen. Sind die Qbrigen Brechungs- 
winkel des Polygonzuges ebenfalls aus zwei Einzelwinkeln, die nur Dreieckswinkel sein 

ticönnen, zusammengesetzt, dann winS in (ix) bis (23) überall— = -7- = — sein und es 

werden die beiden Arten der Fehlerausgleichung nach (g) bis (15) oder nach (16) bis 

(23) genau auf das Gleiche hinauskommen. Aber auch in anderen Fällen werden sie sich 
in der praktischen Schlufswirkung nur wenig von einander unterscheiden. Es dürfte daher« 
zumal gegenüber dem Umstände, dafs die Erfüllung der Bedingung zu c aus praktischen 
Gründen abgetrennt von der Erfüllung der Bedingungen zu a und b bewirkt werden mufs, 
ein strenges Verfahren also ohnehin nicht befolgt wird, kaum Mresentlichen Bedenken 
begegnen, wenn in der praktischen Anwendung in der Regel nach den einfacher gestalteten 
Gl. ( g) bis (15) selbst dann verfahren wird , wenn die Voraussetzungen nicht dieser, 
sondern der Gl. (16) bis (23) vorhanden sind. 

6. Es erübrigt noch zu zeigen, wie die Winkelausgleichung zu a und b sif h gestaltet, 
wenn in einem oder mehreren Dreiecken der Kette ein Winkel nicht gemessen 
worden ist, beispielsweise im Falle der Fig. 154 die A A }^9 und «j. Man wird dann 
zunächst die fehlenden Winkel durch Sabtraktion der Summe der beiden anderen Dreiecks- 
winke] von /i, also 

(24) y^=«--(flr^-h/?^). I «j — « — (Aj + Xj) 

bilden, diese in die Ausgleichung einfuhren, ihnen jedoch die doppelten Verbesserungen 
(2), (3) und (j) beilegen können, während die gemessenen Winkel nur die einfache Ver- 
bTesserung empfangen, ähnlich wie solches im § 97 S. 326 bereits gezeigt worden. Damach 
wird man anstatt (g) bis (ix) erhalten die Bedingungsgleichungen: 

1*5) («/ +(0) + (i»i + (i) + (j)) + (y/ + (i)-f(J)) = n. (a) 

(«^ + i^)) + (/»» + (2) + is)) + (ya + 2 (2)) ^ TT, 
(«j + 1 (3) + a U)) + (ßj + (3) + (J)) + {yj + (3)) = rf, 
{04 + (4) + (J)) + (ß4 + (4) + {s)) + (y^ + (4)) = n; 

( 26 ) y^ + (C + is)) + [y, + is) -h (I)) + iß, -f- is) -H (I)) + {ß^ + is) + {%)) (b) 

+ {^j + is) + (3)) -+■ (oj + 2 U) + 2 (3)) + (fl^ + U) -h (4)) + («y + U) + (4)) 
+ (*? + (J))±:4'»== f"*"* 

und die Fehlergleichungen: 

(27) 3(0 + 2^)=//. 

4 (2) -f- is) =/, = o, 

4 (3) + 3 (J) =/j « o. 
3(4) + 2(j)=/^, 

Öbschon die Bildung dieser Gleichungen ebenso wie der Gl. ( g ) bis (15) streng 
genommen nur für unabhängige Winkel gilt, so wird man sie nach den Erläuterungen zu 
( x6 ) bis. (23) dennoch ohne erhebliche Bedenken auch für abhängige Richtungs- 
beobachtungen anwenden können, zumal der für letztere in (x6) bis (23) befolgte 
Ansatz in dem hier vorliegenden Falle zu noch verwickeiteren,, mit dem praktischen Erfolge 



(2g) io(x) + 2(i'Jh-(2)+3(3) + 2(4)=/*. 
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in keinem ungemessenen Verhältnis stellenden Rechnungen führen würde. An sich mttssen 
aber derartige LUcken in der Winkehnessung wenn irgend möglich vermieden werden, da 
hierdurch die Güte der Ponktbestimmung in nachteiliger Weise nicht unerheblich 
beeinflufst werden kann 

6. Die Berücksichtigung des verschiedenen Gewichts, das man den gemesse&en 
Winkeln beilegen könnte, wttrde wegen der hierdurch verursachten unverhültnismäfsigen 
Erweiterung der Rechnung den Zwecken der niederen Geodäsie im allgemeinen nicht 
entsprechen. In etwaigen besonderen Ausnahmefällen wird man aber den minder gewichtigen 
Winkeln gröfsere Verbesserungen (ff) und {s) suschreiben können, als den gewichtigeren 
Winkeln, ähnlich wie solches in (15) bis (ag) fttr die durch Subtraktion der beiden anderen. 
Dreieckswinkel gefundenen Winkel gezeigt worden ist Abgesehen von solchen Ausnahme- 
fällen befolge man in der niederen Geodäsie, wie wiederholt betont werden möge, die 
wichtige Regel, die Winkelmessung mit möglichster Sorgfalt und so auszuführen, dals man 
allen Winkelbestimmungen gleiche Genauigkeit zuzuschreiben berechtigt ist. Lassen einzelne 
Winkelbestimmungen wegen widriger Umstände gröfsere Fehler befllrchten» so suche man 
diese durch häufigere Wiederholung der Messung unschädlich zu machen. 

7. Nachdem den gemessenen Winkeln die erläuterten Verbesserungen zu a und b 
beigefügt worden sind, werden sie nicht nur in den einzelnen Dreiecken, sondern auch im 
Polygonzuge überall ohne Widersprüche abschliefsen. Und nachdem solchergestalt in dem 
einen Polygonzuge, der sich von Pa nach P^ entlang der einen Seite der Dreieckskette 
bilden läfst, die Widersprüche vernichtet sind, werden auch in dem zweiten Zuge, der von 
Pg nach Pa an der anderen Seite der Kette entlang läuft, keine Widersprüche mehr bestehen, 
da mit der Erfüllung der Bedingungen des einen Zuges in Verbindung mit der Erfüllung 
der Dreiecksbedingungen gleichzeitig auch die Bedingungen des anderen Zuges erfüllt werden. 

Wird mit den verbesserten Winkeln die Dreiecks und Koordinatenberechnung 
nach den im Eingange dieses g gemachten Andeutungen ausgeführt, so wird man finden, 
dafs, abgesehen von den Wirkungen der kleinen Abrundungsfehler , die zu c gedachte 
Bedingung noch nicht vollständig erfüllt worden ist« Man wird aus den Summen der durch 
Multiplikation der vorläufigen Unterschiede Jt^ und Ji mit g (Gl. 4) erhaltenen Roordi- 
natenunterschiede [^y] und [^x] die Entfernung /^/^^ 5»l^[^yp"-+n[5jf]^ zwar in 
Übereinstimmung mit ihrem Sollbetrage S = Y{y* — ^af H- (jf/ — xaY erhalten, es wird 
jedoch noch nicht notwendig im einzelnen [^^]»>/ — r« und zugleich [/tx]^x, — xa 
sein, d. h. man kann mit [^y] und [^x"], vom Anfangspunkte Pm aus gerechnet, den End- 
punkt Pg seitlich verfehlen. Bei Vorsicht in der Ausführung der Winkelmessuog wird dieser 
Fehler aber meistens gering sein und auf einem der im § X14 angegebenen Wege — am 
besten wohl nach dem 1., 3. oder g. Verfahren — für sich ausgeliehen werden können*), 
womit dann auch die Bedingung c erfüllt sein wird« 

8. In dem Rechenbelspiele auf S. 355 bis 357, das sich auf Fig. 154 bezieht, 
sind gegeben die rechtwinkligen Koordinaten 

y * 

8898.^6» »37054.07« 

6503.53 ■38461.64 

sowie femer aus diesen und den Koordinaten für /> m § 40 und /V* a § 4< <lic Neigungswinkel 
y^o'J « 181004 ' 16' I r/,#/ = 510 S9' 3*-' 

*) Bd dieser Attsgleichnng kann et tich — abgesehen von den durch die Ungenauigkeit der letftea 
Zahlenstellen Terursachtea kleinen Abweichungen — in obigem Falle nur noch um einen Qucrfehler ^ im Sinne 
von (11), nicht aber noch um einen Liagtfehler / im Sinne von (so) im § X13 handeln. 
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der Dreiecke. 1 


<1 

2 


A 


1 


Winkel- 
fehkrA 

Gemessene /#• sowie 


Ver- 
besserte 
Winkel. 

# • 


^-ii) 


Vorläufige 

Log. 
der Seiten. 


Endgültige 
der Seiten. 


Winkel. 
1 # 


l^inkel- 

besM- 
nia(eii. 


der Sinus. 




Pc •^ Pb 




Anfangspunkt Pa: § 15. 


Endpunkt P,: § X2. 1 


1 


ZV: S 10 


I.IO 


41 


45 


26 + 


15 4* 


45 


41 


3.x6 8i6 1^ 


0.003x2 




9- 83 184 


« 


3.00000 


s 




/»*: § 14 


I. 6 


ß 75 


15 


33 + 


16 


75 


15 


49 


9- 98 547 ^ 


3-15363 


b 




/i:gi5 


X. 7 
Sumn 


y 61 


58 


13 + 


17 


61 


58 


30 


9- 94 584 c 


3. II 400 


c 


ie|i79 


59 


12 


+ 


48 


180 


00 


00 


3. 20 407 






a 


A:gii 


I. 8 


a 54 


21 


41 


- 


4 


54 


21 


37 


9.90993 Q 


3.1x400 i 


B 




i^:§i4 


I. 6 


/» 55 


3» 


Ol 


— 


3 


55 


31 


58 


9.9x6x7 b 


3. 12 024 


» 




i'tf: § xo 


I.IO 

Summ 


y 70 


06 


29 


— 


4 


70 


06 


»5 


9. 97 328 


C 


3- 17 735 


C 


kc 180 


00 


XI — 


II 


180 


00 


00 


3.17993 








3 


Ä:gi3 


1.I5 


a 96 


X4 


10 


+ 


20 


96 


14 


30 


9 99 74» 


a 


3. 17 735 


a 




i^:ii4 


X. 6 


ß 36 


34 


06 


+ 


20 


36 


34 


26 


9-77 5'4 ||b 


2. 95 507 


b 




/>c:§ii 


I. 8 
Sumn 


y 47 


10 


46 


+ 


x8 


47 


II 


04 


9- 86 543 


c 


3.04536 


c 


ie|i79 


59 


02 


+ 


58 


X80 


00 


00 


3. 03 104 








4 


A« g XI 


I- 9 


«1 57 


05 


26 


— 


2 


57 


05 


*4 


9.9*403 


a 


2.95507 


3 




i^:gi3 


1.15 


ß 84 


49 


45 


— 


3 


84 


49 


4* 


9-99 8*3 


b 


3.02927 i 


5 




i^i?: §xi 


X. 8 
Sumn 


1 ^^ 


04 


58 


— 


4 


38 


04 


54 


9.79013 


c 


2.81117 


c 


ic||i8o 


00 


09 


— 


9 


x8o 


00 


00 


8.13 
X5 


X.7 


144 


041 
133 


6 
1+ ^ 


2 

/306 

• 

)i67 


04 


16 




• 


Bildung « 


nd Auflösung der Fehlergleichungen far die 
Winkelverbesserungen. 


14 


AI 
AI 

A3 


61 
75 
55 

36 


581 

153 
320 
340 


3 + 1/ 
3 + 1^ 
I — 2 


XX 

21 


44 

40 


+ 
+ 


»9 
33 


9(j) + 2{I 


)+i(2) + 2(3) + »(4) + ...(5) + ...(6)- + 69. 


3(i)+(»- 
3(»)+ti- 


f...)W-+48. 


*(i)-fW+f- 
x(*)»-fW.^. 


(x)-+i4,9- 

(2)— 4r*. 


»3 


A3 
A4 
A4 
1-9 


96 

84 

57 

138 


141 
49 4 
05 a 
1x2 


+ ac 

5- : 

6- i 


ji8x 
1*95 


03 
16 


55 

48 


+ 
± 


17 




3(3)+(»- 

3(4)+(»- 
3(5)+(.-.' 
3(6)+(..-- 


f«.)W-+58. 
♦.^.)M— 9. 
f..)W..... 


*(3)-fW+~ 

*(4)-fW-7- 
-(5)— -W ••• 


(3)-+x8,*. 

(4)-- 4ii- 

(5)- ••• 
(6). ... 

3 


+ 7: 


+ 


69 






Summ< 
S 




• 


5> 


58 ^ 


.3 + 6< 


51 


58 


*3 


+ 


69 


+ I4W = + *4. II 


g.S4|rit| 5^ 


59 3 


a 


51 


59 


3* 


j_ 







(x)-4-i;7'' 1 
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V. 



(Trig. Form. 19.) 



KoordinatenberecbDong. 



S 



'S 6 



zZ 



H 



3- 



Brechungs- 
winkel 



Neigungen 
± »r. 



/ö^ sin Vit. 

log du. 
/a^ cos vn. 



loginSinvn» 
log in cos Vn» 



8. 



Ordlnaten- H Abszissen- 

unterschied || unterschied 

^D» - %n sin Vi,. H ^|„ a 9« föj ♦«, 



10 



S40 

8.5 

8 «4 
§41 



8.13 
17. 1 

17.I 

17.I 

17.I 
8 14 



«81 
}o6 

167 

T81 

»95 



04 



04 



16 



181 



48 



1131 59 



3» 



308 



295 



296 



5» 



04 16 



Vorläufige Koordinatenunterscbiede JX^ und ^f|. 



16 19 



9. 89 49*« 
3.00000 
9- 79 ^97 



38 3* 



9- 95 497« 
3.04536 
9. 63 614 



41 44 



59 



9- 95 099« 
1.81 117 
9. 65 a74 



31 



1. 89 49»« 

% 79 197 



3.00033« 
1.68 160 



1. 77 ii6i« 
1.47391 



j 

785.>o 



1000,77 



591.79 



619.40 



480.40 



197.79 



1377.661397,59 



§41 

8.* 

§10 

S.5 



8.14 
I7.I 



I7.I 
I7.I 
I7.X 



I7.I 
I7.I 



I7.I 

8.X3 



131 
III 



38 

47 
54 



70 
41 



"5 



46 



»7 



»31 



»73 



59 



48 



133 



*5 



66 



7x2 



04 



16 



»7 



04 



34 



08 



9 03 317 
3.01917 
9- 99 745» 



1. 06 154 
3. Ol 671M 



43 



9. 86 107 
3. 12024 
9- 83 7*4» 



1.98 «3« 
1. 95 748i« 



49 



9.96173 

3- "5 363 

9. 60 421 



3. II 536 
1. 75 785 



»«5.49 



957.88 



1304,24 



16 



§40 

^= V*394J3^ -H 1407,57^ = »77777 
® = V»377.63'+ 1397.60^ = »757»96 



Mittel aus i ond 2 



»377.61 
»377.63 



logq^ 



3. 44 370 
3- 44 058 



o. 00 312 



1063,46 



906,74 



571,60 



572,60 1970,20 



1397.60 
1397,60 
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(Trig. Form 


\ 

. 19.) Koordinatenberecbnung. 1 


log Sn sm ¥n. 
logsncasvn. 


Ordinaten- 

unterschied 

^yn = Sn sin y„. 

+ ! - 


Abscissen- 

unterschied 

Jxh =s Sm cos r«. 

+ 1 - 


Verbesserter 

Ordinalen- 

unterschied Jyn 

und Ordinate 
yn-yn-^i-^Jyf,-/' 

± 1 Meter. 


Verbesserter 

Abszissen- 

unterschied Xm 

und Abszisse 

± 1 Meter. 


Nr 
des 
Punk- 
tes 


8. 


9- 


10. 


II. 


12. 


n- 




Endgültige Unterschiede und Koordinaten. 1 


2 89 804» 
0. 79 509 


- 


+ I 
79075 

1007,98 

+ I 

596.04 


6»3.87 
483.86 

»99.94 


— 




8898,26 1 


«37054,07 


S15 




« 209,26 1 
8 107,52 




6»3,83 
-37 677,90 


gl4 


3- 00 345« 
2. 68 47* 




»8 99»,04 
7 099,56 




483,82 
«38161,72 


gl3 


*. n 5*8« 
2. 47 703 




• 403,97 
6 503,53 




299,92 
«38461,64 


gl* 




SoU 


»39477 
»39473 


1407,67 
1407,57 


A 




•7 605,27 




I 407,57 




+ 0,04 


— 0,10 


2. 06 566 

3. 02 984» 


116,32 

964,78 

1313.65 


— 


+ 4 
57673 


+ 3 
1071,12 

+ 3 

9i3.»8 




6503.53 




«38461,64 


§» 




116,32 
661985 




■8928.9« 
■37390,55 


gu 


»• 98 443 
2. 96 o6oit 




964,77 
7 584,62 




• 086,75 
«36477.30 


§10 


3- "848 
2.76097 




1 313.64 
8 898,*6 




576,77 
«37054,07 


gi5 


Soll 


»39475 
439473 




57673 


1984,40 




» 394,73 




•8 59*i43 






1407,67 
1407,57 


fy 


— 0,02 




A 


+ 0,10 


■• 











Digitized by 



Google 



358 



Trigonometrische Punktbestimmungen. 



Die gemessenen Winkel sind auf S. 355 einerseits in den einzelnen Dreiecken, 
andererseits in dem Polygonzuge von § 15 über 5 i4i § ^3 "*^** O n «usammengeslellt, 
Y^obei sich die Fehler // = + 48', /r = - u'. /j =• + 5»'. A = - 9*. /' = + 69' 
ergeben haben. Für die Fehlerausgleichung sind in der rechten Hälfte der unteren Ab- 
teilang des Formulars auf 5. 355 in der Voraussetzung, dafs die gemessenen Winkel als 
von einander unabhängig anzusehen sind, die Fehlergleichungen nach ( g ) bis ( 1 5 ) gebildet 
und nach den unbekannten Einzelverbesserungen (i), (z), (3). (4), {s) aufgelöst. Die darnach 
erhaltenen Verbesserungen : 



fUra/:(i) = + 14.9 « + 15' 

ßr. (I) + (j) =. + 14,9 + 1.7 = + i6 

yii (I) + U) = + 14,9 + '7'= + 17 



ftlr ngi 

72- 



/ / = -f 48 



(2) « — 4,a 

(1) + (j) = - 4.1 -f 1,7 = - 3 

(a) =-4.' =-4 



A=-ii 



für aj : (3) + (j) = + i8,i + 1,7 « + lo* 
ßj : (3» + U) = + X8.2 + 1^7 = + *o 
Y3 : t3> ■= + «8,2 «= -h i8 



/ ?=-HS8 
für o^: (4) + (J) = — 4,1 + 1.7 =« - »' 
/»^•. (4) + U) = — 4»! + Ii7«- S 
r-/: (4) «" - 4,1 «=-4 



A = -9 



sind den betreffenden Winkeln auf S. 355 beigesetzt; sie vernichten in allen 4 Dreiecken 
die bestehenden Widersprüche der Winkelsumme gegen n» Aufserdem sind die erhaltenen 
Verbesserungen in der linken unteren Abteilung des Formulars bei den betreffenden 
Winkeln im Polygonzuge wiederholt, wo sie unter Hinzunahme der Verbesserung U) ■» + a', 
die der Anschlufswinkel C und der Abschlufswinkel «j auf § 15 und § 12 für sich empfangen, 
den Fehler /, = + 69* ebenfalls vernichten. Dadurch, dafs, wie es sein mufs, beides der 
Fall ist, wird eine Rechenprobe für die richtige Auflösung der Fehlergleichungen erreicht. 
Hätte es sich um abhängige Richtungsbeobachtungen gehandelt und wären demzufolge 
die Gleichungen (16) bis (23) angewendet worden, so hätte man aust 

4(j) + 2(i) + (2)-f 2(3) + 2(4)= + 69 



3(x)+(i + i)(j)= + 48 

3U) + (l + i)U) = -" 

3 (3) + U + 1) {s) = + 58 
3(4) + U + i)U)='- 9 



2 (I) = - i. (j) + ii 
9 3 

2(3).-.fu)H-f 



2(4)' 



^ /x «« 

9 3 



(i) - + 14,9 

(2)-»- 4,1 

(3)»+ 18.3 

(4) — - 4,3 



die Verbesserungen: 

fUrff,: (i) =r + 14,9 

«* ßt'- <i) + J (j) « + 14,9 -f- 1.3 
I. Yt' 0) + i (J) -= + 14,9 + »i9 

fara«: (2) « — 4,1 

u ß^' U) + f (J) = — 4,1 +• 1,3 
•t y*: (») -s — 4'X 



Summe« -i^U) + Ü? 

+ 19 W — + 7» 
(,) - + 3,8* 



+ 15' 

+ «7' 



= + 48 
«_ 4- 

3' 

= - 4* 

= — II 



«r «rj: (3) + J {<) =» + i8,J + 1.9 — + *«' 
.. ßj- 13) + i W = + 18.3 + «.3 = + «>• 
.. Y3- 13) •= + »8,3 _^±Ül 

/4- + 5L 



für a^,: (4) + *(*)=• — 4,J + 1,9 =" — » 

» /»yM4) + tW = -4,3 + ».9 — - 3' 

«Y4-U) — — 4,3 "— 4* 

A 9 
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«owic auTserdem für A f noch | (j) = -f i* und für A 9 ebenfalls |(j) =» + i* erhalten. 
Die Verschiedenheiten der Ausgleichung nach (8) bis (15) oder nach (x6) bis (23) ver- 
schwinden mithin in diesem Falle vollständig in den Abrundungen auf volle Sekunden. 

Mit den verbesserten Winkeln ist nunmehr auf S. 355 die Berechnung der vorläufigen 
Längen der Dreiecksseiten ausgeführt worden. Ferner sind mit ihnen auf S. 3^6 die zwei 
PolygonzQge von § 15 über § I4i § 13 nach § 11 und von § la über 5 11, § 10 
nach 515 zusammengestellt, in denen die Ableitung der Neigungen <v (Spalte 5) wiederum 
ohne Widersprüche abschliefsen mufste. Diese Neigungen beziehen sich, wie aus dem 
Rechnungsgange folgt, auf die allgemeineAbszissenachse derVermessung, sie haben mithin 
nicht, wie die bis jetzt berechneten Seiten längten, die Bedeutung dte Vorläufigen. Aus 
der mit den vorläufigen Dreiecksseiten S in Spalte 7 bis 10 erfolgten Berechnung der vor- 
läufigen Koordinaten unterschiede J^sa%sm-v und Ji^sScosv ist gefunden worden: 



im Zage I 
M .. a 

Mittel 

Die Rechnung in beiden Zügen mufs bis auf die kleinen Fehler der Zählenabrnndungen 
durchaus dasselbe ergeben, womit eine Probe für die richtige Rechnung gewonnen ist 
Weiter ist berechnet worden auf S. 356 nach (i) bis (4): 



2 377,66 
* 377.61 


I 397.59 
I 397,60 


* 377,63 


I S97,6o 



s^Vi 394.73* + ' 407.57' = 1 777,77 



B^Vi 377.63* + 1 397.60' - » 757.96 

io^ -g- = /fl!^ ^ = 0. 00 31a. 

Dieser Logarithme ist den auf S. 356 nachgewiesenen U>g%nnv und lo^icös^ der 
Reihe nach zugelegt und sind die so erhaltenen Logarithmen der wirklichen Ordinalen- 
und Abszissenunterschiede ssmr und scosr (worin s^=gi die wirkliche Länge der Drei- 
ecksseiten bezeichnet) in das dritte Formular auf S. 357 eingetragen worden. Die alge- 
braische Summe der Ordinaten- und Abszissenunterschiede selbst schliefst nunmehr gegen 
den Sollbetrag y^—ya und Xg — xa bis auf geringe Fehler ab, die praktisch ohne 
Bedeutung nach Verhältnis der Streckenlängen verteilt worden sind. 

Der Berechnung der wirklichen Seitenlogarithmen s im Rechen formular auf S. 355 
bedarf es in diesem Falle der Aufgabe nicht, da von ihnen ein Gebrauch nicht 
gemacht wird. 

Bei Berechnung der vorläufig ss 1000 gesetzten ersten Dreiecksseite (S. 355) hätte 
man auch die Linie § 15 5 12 « 5 unmittelbar als Abszissenachsc wählen können. Dann 
hätte es hier nur der Berechnung der Abszissen unterschiede bedurft und man hätte in 
deren Summe: 

direkt erhalten. Obgleich bei dieser Art des Verfahrens die Berechnung der Ordinaten- 
unterschiede auf S. 356 und das Ausziehen der Quadratwurzel aus [^p]' + [^{]' wegfiele, 
würde man dennoch keine Arbeitserspamis erzielen, im Gegenteil einer Vermehrung der 
Rechnung begegnen, da nunmehr auf S. 355 noch die Logarithmen der wirklichen Seiten- 
längen zu berechnen wären, auch die Rechnung auf S. 357 nicht schon mit den Loga- 
rithmen der Koordinatenunterschiede beginnen könnte, sondern zuvor die Ableitung der 
wirklichen Neigrmgswinkel v und dann aufserdem noch die vollständige Berechnung von 
log rinv, log cos ^^^ log s sin y, log s cos v mit aufnehmen müfste. 
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V. 



9.,, Da, in. dem voriiegenden' Falle* die Berechnung der ''endgültigen Koordinaten 


(S. 357) nicht* notwendig ohne Fehler abschliefsen mufs, so wird man, wenn die hervor- 


tretenden Fehler fy und fx nicht etwa zuföllig so gering sind, dafs sie den als Folge kleiner 


Zahlenabrundungen eintretenden geringen Abweichungen gleich geachtet werden können*). 


die in den Abrifs (§ %tj) zu Übertragenden endgültigen Neigungswinkel nicht aus Sp. 5 




S. 355 zusammenstellen dürfen, sondern aus den endgültigen Koordinaten (S. 357 Sp. 11 


und 12) nach § 19 neu berechnen müssea 


U. FalU 


10. Die durch ihre Koordinaten gegebenen Punkte Pm «md~ Pe seien wiederum durch 


eine Kette von Dreiecken verbunden. Es seien zwar mindestens zwei Wmkel in iedem 




Dreiecke, nicht aber die An- und Abschlurswinkel { und 9 gemessen. 1 




*) Für diesen Fall vgl. S. 364 und § 97 S. 33«- 1 


(Tiig. Form. 17.) Einketten. Berechnung der Dreiecke. 1 


<I 
8 

d 

2 


A 


li 

Sc 


Winkel- 
fehler/,, 
im ^und y 


*V stnaj 


Voriäufige 

Log. 
der Seiten. 


Endgültige 

Log. 
der Seiten. 


Winkel. 


Winkel. 

vcr 

besse- 


besserte 
Winkel. 

. • 


^ £' l^msinß. 
der Smus. 

izssmsmy. 


b = qV 


Pc • Fb 


1 rangen. 

. , , ±1 . 




Anfangspunkt Ai 244. ' Endpunkt E: 2x9. . 1 


I 


TayXA/i. 




a 46 


33 


M 




i8 40 


33 


06 


3.13907 


9 


0. 17 814 




9.86093 


a 


3.00000 a 


.317814 




Pb' »44 




ß 


56 


49 


16 


— 


19 56 


48 


57 


9. 92 269 


b 


3.06176 b 


3.23990 




Pc' 243 




r 


76 


38 


»5 


— 


18 


76 


37 


57 


9. 98 807 


c 


3. 12 714 c 


3. 30 528 


Summe 


180 


00 


55 


- 


55 


180 


00 


00 


3.09230 








1 


Pal %l% 




a 


68 


45 


50 


— 


6 


68 


45 


44 


9. 96 946 a 


3.06x76 a 


3. »3 990 




Pb'. %^1 




ß 


44 


*3 


00 — 


6 44 


22 


54 


9-84 475 * 


2.93705 b 


3. II 519 




Pc: 243 




Y 


66 


5» 


27 - 


5 


66 


5» 


22 


9.96356 c 


3.05586 c 


3. 23 400 


Summe 


180 


00 


17 


— 


17 


180 


00 


00 


3- 1947* 








3 


Pa: 231 




a 


46 


34 


54 


— 


2 46 


34 


5^ 


9. 86 114 


a 


3.05586 a 


3. 23 400 




Pb'. 241 




ß 


71 


20 


09 


— 


3I 7« 


20 


06 


9.97653 b 


3.17125 * 


3- 34 939 




Pc: 232 




y 


62 


05 


04 


— 


2 62 


05 


02 


9. 94 627 c 


3. 14 099 c 


3.31913 


Summe 


180 


00 


07 


— 


7 180 


00 


00 


3.1815» 






4 


Pa: 230 







77 


35 


20 


+ 


12 77 


35 


3i 


9. 98 974 a 


3.17125 


a 


3. 84 939 




Pb: 231 




ß 


46 


21 


56 


H- 


12 46 


22 


08 


9. 85 96* ^ 


3.04113 


b 


3. 21 927 




Pc: 232 




y 


56 


02 


08 


+ 


12 


56 


02 


20 


9- 9« 877 c 


3. 10 028 


c 


3 »7 84* 


Summe 


«79 


59 


*4 


+ 


36 


180 


00 


00 


3.15744 








5 


Pa: 229 




«r 


61 


14 


36 


+ 


6 


6t 


14 


42 


9. 94 284 a 


3. 10 028 


a 


3. »7 841 




Pb: 23t 




ß 


57 


30 


05 


+ 


7 


57 


30 


12 


9. 92 605 


b 


3. 08 349 


b 


3.26 163 




P«: 230 




y 


61 


15 


00 


H- 


6 


61 


»5 


06 


9. 94 *87 


c 


3. 10 031 


c 


3.^7845 


Sum 


me 


179 


59 


41 


-h 


19 


180 


00 


00 




U 




^ 
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Koordinatenberechnung. 



2 

/»». 



'11 
Q.S 



trechungs- Neigungen, 
Winkel n««n»-/+/?» 
ßn. II ± n. 



CO 



io^ sin n». 
log COS Hm. 



login sifttin 
logincostin 



Ordinaten- 

unterschied 

JX^M ~ du sin Uli. 

+ I - 



Abuissen- 

unterschied 

Jln^HnCOsnn' 

+ I - 



I - 1 



6. 



8. 



10. 



043 



244 



AI 



180 
56 



48 



242^ 

23l| 

229 
230 



AI 46 

A2 44 
A3 71 



A3 
A4 
A5 



46 
46 
57 



A5D 61 



610 



00 1 x8o 
57 



14 



46 



56 



39 



5» 
08 

12« 



229 



»30J 



232 



*43[ 



244 



A5 
A4 



A4 
A3 
A2 



A2 
AI 



250 



['■ 



46 



57 



250 



250 



209 



216 



180 



720 00 CK) 

Ä>^f+2202,58 = 3.34*93 
log+ 3049,8 2 = 3.484^7 



00 



48 



05 



34 



46 



46 



37 



30 



57 



03 



15 



57 



57 



35 



41 



00 



Vorläufige Koordinatenunterschiede J\^ und J^. 



9. 92 269 
3. 12 714 
9- 73 S25 



9. 79 966 
3. 14 099 
9. 88 998 



9.2193t 
3. 10 031 
9- 99 395 



9-97 5«o« 
3. OS 349 
9- 51 740« 



9. 69 403« 
3.04 113 
9.93915« 



V 77 451« 
2. 93 705 
9. 90512» 



3.00000 

O. OOOOOm 



3.04983 
2. 86 539 



2. 94 065 
3. 03 097 



2. 31 962 

3. 09 426 



3.05859" 
2. 60 089» 



2. 73 516» 
2. 98 028» 



2.71 156« 
2. 84417» 



3. OOOOOn 



log tgn^^.^S 86b 
log cos n-^.^o 885 



^^6=3.57542 



',^'^=oo4i'37' 
n,#i'^=35 50f3 



Mittel aus i u. 2. 



^»324 $1 24 



logS^ 
UgS = 

logg = 



3- 75 356 
3- 57 544 



o. 17814 



1121,58 



874.46 



408,75 



2202,59 



1144.42 



543.45 



514,71 



0,00 



733.48 



1073,92 



1242,40 



3049,80 



2202,58 
2202,58 



398'93 



955.60 



695»3o 



1000,00 



3049»S3 
3049,82 
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(Tiig. Form. 19.) 



Koordinaten- 



t 

3 

N 



Pn. 



3 E 






Brechungs- 
winkel 



Neigungen 
vn^vn-i-^ß» 

±fr. 



ü. 



4. 



6. 



/if^ sin vu 
lag cos vist 



logSmSin^n 
logSnCOS^n^ 



Ordinalen- 

unterschied 

^ym - Su sin m. 

+ I - 



Abszissen- 
unterschied 
^Xt$ a Su cos Vm. 



144 



141 



»3» 



119 



119 



130 



131 



»43 



»44 



#=11314 51 14 



II 40 II 



56 



»7 



334 



»«5 38 



i3 



174 



i8f 



18 



5» 



39 



59 



05 



»4 



9- 56 738 
3- 30 5»» 
9.96 8f6 



8.8371» 
3-31913 
9- 99 897 



9. 63 566« 
3. »7 845 
9-95 5" 



9- 76 543» 
3.16163 

9. 90 993" 



8. 98 190 
3. II 917 
9. 99 798« 



8. 37 794« 
3. II 519 
9- 99 98811 



9.76014 

3- «7 814 
9. 9116111 



1. 87 166 
3- »7 344 



1. 1 $ 615 
3. 3» 810 



1.914"» 
3- »3 356 



Soll 



01706« 
»7156» 



10117 
II 7»5« 



49313« 
11507» 



93 818 
09075» 



4* t 

745.87 



«43.30 



Endgültige Unterschiede 



1876,91 



— 3 
1080,19 



+ 1 
810,56 



889»«7 810,56 



68,61 
68,63 



+ 0,01 



i59r»8 



867,51 - 



A 



1064,19 



3M3 



1016,80 1095,41 



SoU 



68,61 
68,63 



•0,01 



— 3 

1711,13 



5669,33 
5669,14 



— 0,09 



+ • 
1484,43 



+ 3 
1649,11 



+ t 
«303.38 



1131,40 



5669.33 

5669,14 
+ 0,09 
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berechnung. 



Verbesserter 
Ordinaten 
anterscbied 

dyn 
und Ordinate 
yn^ yn^i 

±\ Meter 



II. 



Verbesserter 
Abszi<%sen- 
unterschied 
JXn 
und Abszisse 
Xft SS Xn—t 

d=| Meter 



II. 



und Koordinaten. 

8005,69 Ij 17883,58 



745^88 
751.57 



^43i3o 
8 894,87 



■ I79i45 



8074,31 



68,63 



8 074 3» 



"8 935i70 
7 0x0,01 



I59,*8 

7 169 30 I 



"68,87 
7 »38.17 



867,5» 
8 005,69 



•31.37 



i 876,88 
19 760,46 



1080.16 
3 t 840,61 



I 711,10 



33 55*'8i 



5 669,14 



33 552.81 



«8 5«5.59 
31068,41 



"8 350.91 
30419.3» 



■8696,64 
19 115,96 



»8 767161 
»7 883,58 



«4 330,76 



144 



141 



131 



119 



119 



130 



131 



»43 



»44 



Für die Ausgleichung der Fehler der gemessenen 
Winkel kommt hier wegen des Fehlens der A A C und ^ 
die Erfüllung der beim I. Falle erörterten Bedingung h 
fUr einen die gegebenen beiden Funkte verbindenden 
Polygonzug in Wegfall. Die Ausgleichung beschränkt 
sich also lediglich darauf, dafs der in jedem Dreiecke 
hervortretende Fehler der Winkelsumme gegen ihren 
Sollbetrag für sich innerhalb des Dreiecks auf die drei 
Winkel, und zwar wenn Gewichts Verschiedenheiten nicht 
tu berücksichtigen sind, zu gleichen Teilen, sonst aber 
umgekehrt proportional den Gewichten verteilt wird. 
Sind in einem Dreiecke nur zwei Winkel gemessen, so 
wird der dritte in der Ergänzung der beiden anderen 
SU n gefunden. 

Nachdem solches geschehen, wird ebenso wie im 
I. Falle die Berechnung der die Kette bildenden Drei- 
ecke unter Zugrundelegung eines vorläufigen Längen- 
mafses ausgeführt, wodurch man die vorläufigen Seiten- 
längen 0/, b/, Ci. lg, t2, ... erhalt. Weiter werden 
mit Benutzung der verbesserten Winkel und dieser vor- 
läufigen Längen mit einer beliebigen vorläufigen 
Abszissenachse die vorläufigen Koordinaten unterschiede 
Jr^ und Ji für die Strecken der beiden Polygonzüge 
berechnet, die die Dreieckskette umfassend die gegebenen 
Punkte Pa und Pg verbinden. Man erhält damit die 
algebraischen Summen der Unterschiede [^^] und [Ji\ 
die für beide Züge gleich sein müssen, femer aus 



•■" *»-[^ 



^^ ' Sinn cosn 



die Neigung n der Geraden PaPg gegen diej- Achse und 
deren Länge ©, entsprechend den vorläufigen Längen 
der Dreiecksseiten. Da die Neigung v derselben Geraden 
gegen die allgemein ex- Achscund ihre wirkliche Länge 5 
aus den gegebenen Koordinaten für Pm und Pg, 
nämlich aus 



(31) 



(3») 



yt—ya Xe — Xa 



bekannt sind, so hat man in dem Unterschiede beider 
Neigungswinkel 

(33) # = v-it 

den Winkel, den die*-Achsemit derj-Achsebildet und 
dieser ist allen vorläufigen Streckenneigungen der beiden 
Polygonzüge zuzulegen, um die auf die allgemeine*- Achse 
bezogenen endgültigen Neigungen zu erhalten. Ferner 
hat man in. dem Quotienten 



(34) 



'-¥ 
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den Faktor/ womit die vorläufigen Längen der Dreiecksseiten muhiplixiert werden mOssen, 
um deren endgültige Längen zu bestimmen. Wird mit diesen Neigungen und Längen die 
Koordinätenberechnung wiederholt, so erhält man die endgültigen Koordinatenunterschiede 
^y und J[x, sowie die Koordinaten selbst. Diese Rechnung mufe, abgesehen von den 
kleinen Abrundungsfehlern, in beiden Polygonzügen ohne Fehler abschliefsen. 

Die Rechnung von (29) ab stellt sich als eine Koordinatenumformung mit gleich- 
zeitiger Umwandlung des Längenmafses dar. Sie kann auch ganz nach ( i ) bis ( 24 ) oder 
(43) bis (58) des § ii vollzogen werden. 

11. Das auf Fig. 155 bezügliche Rechenbei spiel auf S. 360 bis 363 ist nach 
den obigen Andeutungen und Gleichungen (19) bis (34) ausgeführt. Es sind gegeben 
die Koordinaten: 



Fig. 155. 




Potg 
P944 



y 

4- 8 074,31m 
+ 8 005,69 



woraus nach (31) und (32) folgt: 



^844 



,^^9 '. 



'0^41 '37' 



+ 33 55*r8*» 
+ »7 883,58 



&^ 5= 3. 75 356. 



Die durch die Winkelmessung gegebenen Winkel der vor* 
handenen 5 Dreiecke sind auf S. 360 nachgewiesen und an 
derselben Stelle dreiecksweise auf ihren Sollbetrag von 180^ 
verbessert worden. Femer sind ebenfalls auf S. 360 mit 
lo^ Ol =: 3. 00 000 die vorläufigen Seitenlogarithmen und hiermit 
auf S. 361 die vorläufigen Koordinatenunterschiede /f^ and ^{, 
bezogen auf die Dreiecksseite Pg^^ Pg^j und deren Verlängerung als 
1;- Achseberechnet, woraus nach (29) und (30) gefunden worden ist: 



dieses abgezogen von ^94/*^ = o 41 37 



ergiebt ^ = 324° 51 '24' 



&^6« 3-57 544 
^^^ y^^ 3* 75 356 

A?^^ BS 0.17 814« 



Indem auf S. 360 log q allen vorläufigen Seitenlogarithmen zugelegt wurde, sind 
die endgültigen Seitenlogarithmen, und indem ^ zu allen Neigungen in Sp. 5 auf S. 361 
addiert wurde, sind die endgültigen Neigungen in Sp. 5 auf S. 362 gefunden worden. 
Mit diesen und den endgültigen Seitenlängen sind endlich auf S. 362 und 363 die end- 
gültigen Unterschiede und Koordinaten berechnet worden. 

12. Da diese Rechnung an sich ohne Widersprüche abschliefsen mu&, die hier 
hervortretenden kleinen Fehler fy und fx mithin allein den Zahlenabrundungen zuzu- 
schreiben und nach Verhältnis der Koordinatenunterschiede zu verteilen sind, so wird es 
für die Eintragungen in den Abrifs (§ 89) der besonderen Berechnung der endgültigen y 
und Entfernungen aus den endgültigen Koordinaten der neu bestimmten Punkte nicht mehr 
bedürfen Man findet sie, ähnlich wie im § 97 S. 332 gezeigt worden, teils unmittelbar 
auf S. 360, 362, teils im Anschlufs an diese durch Zusammenstellung mit den verbesserten 
Winkeln. Beispielsweise erhält man: 



Ziel- 
punkt. 



Verbesserte 

Winkel von 

S. 360 



Endgültige 
Neigungen v 



Log. der 
Entfernung 
von S. 360 



Standpunkt Pa42» 



Pf»44 
P943 
Paja 
Pajt 



46°33'o6' 

44 44 54 
71 20 06 



201° 40' 21' 
248 13 47 
292 36 21 
3 56 27 



von S. 362 

} schrittweise durch Addition 
der verbesserten Winkel 
von S. 1362 



3. 30 548 
3. 23 990 
3, 23 400 
3-31913 



Digitized by 



Google 



g X03. EbjBelnetxe untergeordneter Bedeutung. 365 

Obgleich in diesem xweiten Falle des Einkettens die Auflösung der im ersten Falle 
auftretenden kombinierten Gleichungen zur Bestimmung der Winkel Verbesserungen aus den 
angeführten Gründen wegflült, wird dennoch, ebenso wie bei dem am Schlüsse der Be- 
trachtung des ersten Falles angedeuteten Verfahren, wegen der Notwendigkeit, die Loga- 
rithmen der endgültigen Seitenlängen zu berechnen und die wiederholte Koordinatenrechnuug 
in vollem Umfange auszuführen, im ganzen genommen die Rechnung nicht abgekürzt. 
Aufserdem Hlllt hier die gröfsere Gewfthr für die Richtigkeit der Winkelmessung und der 
Berechnung fort, die erzielt wird, wenn die An- und Abschlufswinkel C und 7 durch 
Messung gefunden werden. Man wird dem für den ersten Fall erläuterten Verfahren in 
der praktischen Ausführung den Vorzug geben müssen. 

III. Fall. 
13. Wenn aufser den Winkeln der <iie gegebenen beiden Punkte Pa und Pg ver- 
bindenden Dreieckskette nur auf einem dieser beiden Punkte der Anschlufswinkel geroessen 
ist, den e^ne Dreiecksseite mit der Richtung nach einem anderen gegebenen Punkte 
(der auch der andere Endpunkt der Kette «ein kann) bildet, so wird l>ei der Ausgleichung 
der Winkelfehler, wie leicht ersichtlich, die ErRlUung der Bedingung für einen Polygonzug 
ebenso in Wegfall kommen, wie im 11. Falle. Dagegen kann die Berechnung der vor- 
Ulufigen Koordinatenunterschiede ^ und z/£, wie im I. Falle, gleich auf die allgemeine 
«•Achse bezogen werden, da der gemessene Anschlufswinkel das Mittel darbietet, um die 
Neigungen t^ in Sp. 5 des 4rig. Form. 19 aus der Neigung v der Anschlufsrichtung und 
ohne die Benutzung des A^ aus (3)) herzuleiten. Auch alles Übrige, insbesondere die 
Vertcfluiig der Fehler /^ und /x der Koordinatenunterschiede J> und Jx, wird sich ebenso 
wie im I. Falle gestalten 

14. Im allgemeinen ist das Ein ketten, d. h. das Einfügen einer Dreieckskette 
zwischen zwei gegebene Punkte, wobei die Anfangsseite des ersten Dreiecks mit einer 
vorläufigen Länge angesetzt wird, sehr einfach. Es wird jedoch, namentlich bei längeren 
Ketten, noch gröfsere Fehlerhäufungen befürchten lassen als das Einschalten, und daher 
in Ansehung der Güte der Punktbestimmungen noch mehr als dieses gegen das Einscheiden 
zurück treten Nur da wo auch das Einschalten wegen Örtlicher Hindemisse nicht mehr 
anwendbar Ist, wird man als äufserstes Mittel zum Einketten greifen dürfen. Immer wird 
man dann aber bestrebt sein müssen, die Anzahl der m einer Kette zu berechnenden 
Dreiecke nach den allgemeinen Regeln des § 88 stets so klein als möglich zu nehmen. 
Um dies zu erreichen, wird man nötigenfalls stufenweise zunächst einige gröfsere Dreiecke 
und dann innerhalb dieser die erforderlichen kleineren Dreiecke zu bestimmen haben, aber 
auch dies wiederum nur dann, wenn es nicht zu ermöglichen ist, zum „Einschneiden** 
zurückzukehren oder überzugehen. 



Kap. 10. Die Bestimmung eines trigonometrischen 
Einzelnetzes untergeordneter Bedeutung. 

§ 103. 

Die bisher behandelte trig. Punktbestimmung hat Tortugswelse den Fall im Auge, 
wo durch die allgemeine Landestriangulation trig. Punkte höherer Ordnung als Unterlage 
gegeben sind und die Aufgabe dahin gerichtet ist, das gegebene Netz durch Einfügung 
weiterer Punkte soweit auszugestalten, als es der Zweck der auszuführenden Vermessung 
erheischt. Es möge aber noch der Fall betrachtet werden, wenn eine allgemeine Landes- 
triangulation nicht vorausgegangen und die Aufgabe gestellt ist, ein unabhängiges trig. 
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Einzelnets su bestimmen. Ein solches wird meistens über den Umfang einer Gemarkung 
oder doch einer geringen Antahl von Gemarkungen nicht hinausgehen, weshalb die 6e* 
trachtung auf dasjenige beschränkt werden kann, was bei einer so begrenzten Triangulation 
zu beachten ist. Die Behandlung der mit wesentlich anderen HUlfsmitteln, als sie dem 
lAndmesser zu Gebote zu stehen pflegen, auszuführenden Landestriangulation liegt aufser- 
halb des Planes dieses Buches. 

Das vorteilhafteste Verfahren zur Berechnung eines selbstXndigen kleinen trig. Netzes 
wird das folgende sein. 

Man berechne zunSchst nach § aa ein einziges grobes, möglichst die ganze zu 
triangulxerende Fläche Überspannendes Dreieck PiP;tPj (Fig. 156), dessen 

Winkel möglichst nahe sb f 9s genommen , und mit vor* 
augsweiser Schärfe gemessen sind. Zu diesem Zwecke 
verschaffe man sich auf dem unten bezeichneten Wege 
einen vorläufigen, jedoch aus ZweckmäfsigkeitsgrUnden der 
Wirklichkeit möglichst genäherten Wert fUr eine Seite 
des Dreiecks, beispielsweise für PmPm. Hiermit und mit 
Benutzung des auf einem der Eckpunkte des Dreiecks 
nach der im Abschnitt DC gegebenen Anleitung bestimmten 
Azimuths berechne man weiter die vorläufigen Koor- 
dinaten ^y, j/. jj,, j,, t^,.i^j der Punkte P„ Ä, Pj, 
Nun bestimme man in gewöhnlicher Weise durch »Ein- 
schneiden** nach Kap. 6, 7 in stufenweiser Aufeinander- 
folge die vorläufigen Koordinaten fttr /^ *^ ^^^ Punkten 
Pi, Pg, Pj, für Ps aus Pi, Pg, Pj, P4, für Pe aus P*. 
Pj9 P4 u. s. w. bis auf eine trig. Linie PfPp herab, deren 
Länge durch unmittelbare Messung bestimmt worden ist. Sind, was stets geschehen sollte, 
noch, an anderen Stellen des Triangulationsgebiets ebenfalls trig. Linien durch Längen- 
messung bestimmt, so ist die Bestimmung der vorläufigen Koordinaten bis auf die End- 
punkte auch dieser Linien zu erstrecken. Diese gemessenen Linien bilden zugleich das 
Mittel, um den bereits erwähnten genäherten Wert fUr eine Seite des Hauptdreiecks PiPzP^ 
zu erhalten, indem man beispielsweise mit PgPB als Grundseite das A-^^^pi mit P8P4 
das bkP9P4P8x mit /^/V das ts,PtPaP4 berechnet, worin PgPt eine Seite des 
ts^PtPaPs ist 

Aus den vorläufigen Koordinaten der Punkte P8% P9 erhält man die Länge 6 der 
Seite PBPg entweder aus 




10 
oder aus 



6-V(1)*-l)p)' + (S*-Sp)'. 



tgv^ 






(3) 






Wird die hierfür durch Metkang gefundene Lunge ntit 5 beieichnet und der 
Quotient 

(4) | = ? 

gesetzt, so erhält man die endgültigen Koordinaten yt, xt, yg, xg, yj, xj^ ... aller bis 
dahin bestimmten Punkte, indem man deren vorläufige Koordinaten t^r, li, ^g, j^g, ^, 
S^l, ... mit g multipliziert. 

Sind aufser PgPg auch noch andere trig. Linien durch Längenmessnng bestimmt, so 
wird man durch jede solche Linie ebenfalls einen Wert für f erhalten. Alle diese Werte 
werden um einiges von einander abweichen und in ein arithmetisches Mittel 
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(5) 



^i + 5, + . . . + 5« 



S/ 4- ^j -f- • • • -f- ©« 

zu vereinigen sein. Bei Bildung dieses Mittels vrird jedoch berücksichtigt werden müssen, 
ob die Messung solcher Linien durchweg als gleich genau anzusehen ist, ob sie beispiels- 
weise bei allen diesen Linien gleich oft wiederholt ist und unter gleich günstigen äufseren 
Verhältnissen, beispielsweise unter gleichen Geländeverhältnissen stattgefunden hat, oder ob 
in diesen Beziehungen Verschiedenheiten bestehen. Im letzten Falle ist den einzebien 
Werten für ^ verschiedenes Gewicht beizulegen. So sei die Linie St=^ Ps Pg pt mal, und 
zwei andere Linien S2 und Sj seien pa mal und pj mal gemessen worden. Dann wird man, 
wenn im übrigen gleiche Genauigkeit vorausgesetzt wird, erhalten 



(6) 



Pi'ßi A- P2 Sa + Pj Sj 
PiBi + /a ©a + Pj 6j 



Da nach der gemachten Voraussetzung ^ stets nahe =a i sein wird, auch für die 
vorläufigen Koordinaten nicht die Logarithmen, sondern die Zahlen gegeben sind, und des- 
halb die logaritfamische Rechnung bei der Multiplikation der vorläufigen Koordinaten mit 
^* nicht zweckmäfsig ist, so wird es bequemer sein, nur die Verbesserungen zu berechnen, 
die den vorläufigen Koordinaten zuzulegen sind, um die endgültigen Koordinaten zu 
erhalten. In dieser Erwägung erhält man folgende Formeln: 

(7) .r/«^i + (^-i)^/i (8) */=j/ + (y-05/* 






'j = yj + (^-i)ij, 



worin, je nachdem nach (5) oder (6) gerechnet wird 
(9) 






Fig. 157. 



ist und die Verbesserungen (^^i)9i (^— t);, mit Grelles Rechentafeln leicht berechnet 
werden können. Durch die Verbesserungen werden alle Koordinaten, absolut genommen, 
proportional ihrer Länge vergröfsert, wenn g — i positiv ist, sie werden alle verkleinert, 
wenn q — i negativ ist. 

Nachdem solchergestalt für alle Punkte, die bestimmt werden mufsten, um bis zu 
den Endpunkten der unmittelbar gemessenen trig. Linien zu gelangen, die endgültigen 
Koordinaten aus den vorläufigen Koordinaten berechnet worden, 
können nun die endgültigen Koordinaten für alle weiteren Punkte 
mit Benutziwg der endgültigen Koordinaten der bereits bestimmten 
Punkte in gewöhnlicher Weise unmittelbar bestimmt werden. 

Sollte es nicht ausführbar sein, das Vermeasungsgebiet mit 
einem einzigen grofsen Dreieck zn überspannen, so wird man 
mehrere Hauptdreiecke an einander reihen müssen, 
die als mafiigebende Grundlage der weiteren trig. Bestimmungen 
behandelt werden. Zwingen die örtlichen Verhältnisse zum Anein- 
anderreihen einer grofsen Anzahl kleinerer Dreiecke, so wird man 
schon hierbei durch sich gegenseitig kreuzende Richtungen eben- 
falls die Methode des „Einschneidens** nach Kap. 6, 7 zur An- 
wendung bringen können. Beispielsweise wird man in dem un- 
günstigen Falle der Fig. 157, wo die Linien PiPf, P^P/ot P^Ptt 
durch unmittelbare Messung bestimmt sind, aus dem A P6PtoP4 
die Seite P4 P4 und damit aus dem A ^7 P4 ^6 zunächst einen 
vorläufigen Wert für P4PJ erhalten, womit unter Benutzung der 
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besoodecs scharf gemessenen Winkel des ^PsJ^ P4 vorläufige Werte der Seiten P4 Ps 
und PjP!g, ferner mit Hiniuiiehung des nach Abschnitt IX bestimmten Aximuts vor- 
laufige Koordinaten der Punkte P4, Pe, Pj scharf zu bestimmen sein werden. Nach- 
dem dies geschehen, wird man weiter durch , Einachneiden" (§§ 90 bis 9a) der Reihe 
nach die vorläufigen Koordinaten für /V ans /V. Ps, P7, für P^ aus P4, Pe, P», Pj, für 
Pj aus P4, P6, Ps, für P, aus P4, Pj, Pj, für P^ aus />., P4, Pj erhalten; 
endlich für Pp aus P,, Z^. Pj, P,; för P,o aus Pj, />^, Ps, P^, Pj; für />„ aus 
Pj* Pö, Ps, Pj. Hiermit sind die Unterlagen beschafTt. um zunächst nach (i) bis (6) und 
(9) durch die drei gemessenen Linien P^Pg, P^P^o. PjPs, de« Verbesserungskoeffiiienten 
q—i und dann nach Formel (7) und (8) die endgültigen Koordinaten ^ = 9 + (^--1)5 
und 4r = 5 + (^ — i) j ,„ bestimmen. 

Immerhin wird man nach § 88 bestrebt sein müssen, das Aneinanderreihen der 
Hauptdxeiecke auf eine möglichst geringe Zahl zu beschränken, da mit dem 
Wachsen dieser Zahl die unvermeidlichen Fehler der Punktbestimmung zuzunehmen pflegen. 



Durch die Bestimmung eines oder mehrerer gröfseren Dreiecke und die stufenweise 
Bestimmung der weiteren Punkte wird ein fester innerer Zusammenhang des ganzen trig. 
Netzes unter Ausschlufs nachteiliger Verschiebungen der Punkte sichergestellt. Im übrigen 
bildet bei dem dargelegten Verfahren zunächst allein die meistens genauer als die Längen- 
messung ausführbare Winkelmessung die mafsgebende Grundlage für die Net<bestimmung, 
während die Längenmessung erst dann mitbestimmend in die 
Rechnung eingeführt wird, nachdem zuvor die gegenseitige 
richtige Lage der einzelnen Netzteile erreicht ist. Die Ver- 
wertung der Winkelmessung wird also durch die Längen- 
messung nicht beeinflufst. Hierin liegt ein wesentlicher Vorteil, 
dessen man sich begeben würde, wenn man beispielsweise die 
Methode des „Einschaltens*' in der Weise anwenden wollte, 
wie solches im Kap. 8 gezeigt worden ist. Nur in dem in 
Fig. 158 wiederholten Falle der Fig. 145 im § 97, wo die 
Anfangsseite A mit der Endseite E zusammenfUlt, und deshalb 
die Netzgestaltung an sich ebenfalls durch die Längenmessung unbeeinflufst bleibt, wird die 
Methode des „Einschaltens" als Grundlage für die hier betrachtete Art der Triangulation 
anwendbar sein. Das Verfahren wird sich alsdann dahin gestalten, dafs man vorab die 
Winkelfehler in den um den inneren Punkt belegenen Dreiecken nach Abschn. IV. Kap. 9 
unter Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate oder, wenn man minder scharf 
rechnen will, nach dem im § 97 gezeigten Verfahren ausgleicht, die Dreiecke selbst ebenfalls 
unter Zugrundelegung einer vorläufigen Seitenlänge berechnet und dann den Wert für 
q ähnlich wie oben ermittelt. Nur wenn eine Seite dieser Dreiecke unmittelbar gemessen 
ist und für sich allein die Grundlage für die Längenbestimmungen bilden soll, wird man 
mit deren Benutzung von vornherein endgültige Werte der Dreiecksseiten und Koordinaten 
erhalten. 

Übrigens wird auch die Längenmessung der sur Ableitung des Wertes für g dienenden 
trig. Linien jederzeit mit grofser Sorgfalt bewirkt werden müssen, da hiervon die Richtigkeit 
des Längenmafses der Koordinaten haupt^ichlich abhängt. Es wird aber hierfür selbst mit 
den Werkzeugen des Landmessers ein zufriedenstellendes Ergebnis erreicht werden können, 
wenn zu diesem Zwecke trig. Linien in günstigen Geländelagen gewählt und so zugleich 
in dieser Beziehung Gewichtsverschiedenheiten vermieden werden.*) Dabei mag aufserdero 
beachtet werden, dafs es sich empfiehlt, die unmittelbar zu messenden Linien möglichst 
gleichmäfsig über das Vermessungsgebiet zu verteilen. 




*) Vgl. die StreckenmessuDg der Polygonnige, §§ 106 bi« to8. 
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Will man sebr scharf verfahren, so kann ferner noch berücksichtigt werden, dafs 
strenggenommen 5 auf die unter dem Festlande fortgesetzt gedachte Meeres- 
fläche reduziert werden mufs. Wird die durch die Messung gefundene Länge mit Sm* 
die auf die Metresftäche reduzierte Lange mit 5, der mit der geographischen Breite ^ als 
Argument aus der HUlfstafel II zu entnehmende mittlere Erdradius mit r, die mittlere Höhe 
von Sm ttbcr der Meeresfläche mit h bezeichnet, sa wird die Proportion : 



(10) 

bestehen, woraus folgt: 

(II) 



5:5««r:(r4.A) 



S^Sm-Sm 



r-hh 



Der in dem Korrektionsgliede Sm - 



. enthaltene Faktor 
r-4- A 

Lage Deutschlands folgende mittlere Zablenwerte haben • 



wird bei der geographischen 



fUr A sr 100 m ist 



= 0,0000157 



tf •* 

tt II 
tf II 



loo „ „ 0,0000313 

300 „ „ 0,0000470 

400 „ „ 0,0000627 

500 „ „ 0,0000783 

600 „ „ 0,0000940. 

Beispielsweise nir Sm=^ 1000 "> und A » 600» wird also die reduzierte Länge 

5 = 1000 -— looo X 0,000 0940 = 999,906 ni 

betragen. Jedenfalls wird für diese Rechnung eine näherungsweise Kenntnis von h genügen, 
wie sie mit Benutzung vorhandener Höhenangaben fUr benachbarte Punkte, so weit nötig 
nach ungefährer Schätzung gewonnen werden kann. 
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Das Buch kann beim Einbinden in zwei hand- 
liche Bände zerlegt werden, von denen der eine 

die erste Buchhälfte 

mit dem ersten Teil bis Seite 369 einschließlich, 
der andere 

die zweite BnchbUfte 

mit dem Rest des ersten Teils und dem ganzen 
zweiten Teil umfaßt 
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